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3.1 & FLESSIONE RETTA

consideri (Figura 3.4) una trave di sezione rettangolare, vincolata con cerniera e carrello (o ESEMPIO 3.1
emplicemente appoggiata™) e soggelta a un momento costante pari a

M = 80 kNmm

on piano di sollecitazione ortogonale all’asse ¥, che viene cosi a costituire 1'asse neutro (s=1z,
). La lunghezza della trave e le dimensioni della sua sezione trasversale siano

I=1m, b =10 mm, h =20 mm

ientre per il modulo di Young del materiale si assume

E =200 GPa

y
ydotto h
Tpre
cos N FIGURA 3.4
1, & tul £ Trave di sezione
za dx. 1 (b) re,

valuta dapprima lo sforzo nella sezione. Siccome questa ¢ simmetrica anche rispetto all’asse y,
e dei lembi superiore e inferiore, dove la (3.5) prevede i picchi di sforzo a trazione e com-

hanno uguale distanza dall’asse neutro, pari a 7™ — j /2. I valori estremi di sforzo so-

dquindi tra loro uguali in valore assoluto e risultano

M

max __ max min max
o = —I—Z y

Ia sezione nella Figura 3.4b, il momento d’inerzia rispetto all’asse y vale I = kbh® (vedi
ppen dice A) o, introducendo i valori numerici

-

_ (10 mm)(20 mm)*
- 12

I

= 6.667 x 10° mm*

tindi per il picco di sforzo si ha;

Jmax=£zmax_ (80 x 10° Nmm) (ZOmm

o — 120 MP
x 1 (6.667 x 10° mm®) \ 2 ) Ll

?; ; -uj- 0 di flessione @ si calcola dalla (3.9), che stabilisce
_ 80 x 103
o= %‘; - om0 _ 5 102 rad = 302615
(200 x 103 —5)(6.667 x 103 mm*)
mm
iltro, I'informazione ingegneristicamente piil significativa sulla deformazione della trave & rap-
sentata dallo spostamento massimo (o freccia) f che si riscontra in mezzeria, come indicato
laFigura 3.4a. Sulla base della figura stessa, il teorema di Pitagora stabilisce
ot i 2 2
11 te i I
PP={5) +o—Pt=—=+0 = 2f + f2
curva 2 4



2

i
Fi=20f + 7 =0

La freccia f risultera sensibilmente pilt piccola sia della lunghezza [ della trave sia del ¥
curvatura o che essa assume nell'inflessione. Nella (3.15) & quindi legittimo trascurare
termine nei confronti dei rimanenti, ottenendo |

;2
=%
I raggio di curvatura & fornito dalla (3. 12) e risulta
El
p=—Mf-=16.67>< 10° mm
Si ottiene quindi
(1000 mm)?

= — =15
F = SieeTx 107 mm) Ot
Si fa notare che Ia soluzione dell’e

quazione di secondo grado (3.15) fornirebbe i
J =7.502 mm, per cui la linearizzazio

n€ operata appare del tutto legittima.

ESERCIZIO 3.1

FIGURA 3.5

Momento costante nel traffo
cenfrale.

~ Soluzione 11 tratto centrale & s0

Per la trave nella Figura 3.5 si assuma

=12m, h=200mm, »=20mm
P =200kN, E =200 GPa

Si calcoli lo sforzo massimo e lo Spostamento trasversale nella sezione di mezzeria,

h

S b

(a) (b)

ggetto a momento costante. Procedendo come nell’esemp
precedente, si ottiene
PL

1

M= —F =—5(200x 10° N)(1.2 x 103 mm) = —120 x 10 Nmm
1

I'= 55tk +25)° — (h —b)h) = 110.4 x 106 mm?

Stante la doppia simmetria della sezione, le fibre estreme (z = +(h/2 4+ b) = +120 mm) sop

ugualmente sollecitate (in valore assoluto), La (3.5) prevede allora, per la trazione massima (| i
lembo superiore)

omax _ M min _ =120 x 10° Nmm

_ = e 0 i — 50,4 K
x I 1104 mm? (120 mm) = 130.4 MPa




3.1 ¢ FLESSIONE RETTA

I segni sono stati introdotti coerentemente con le convenzioni adottate nello stabilire la (3.5), che
prevedono momenti positivi se tendono le fibre inferiori e z positivo se diretto verso il basso. Il
momento & dunque negativo e le fibre superiori, quelle maggiormente tese, corrispondono a
7=zM" = _120 mm (nella maggioranza dei casi, i calcoli vengono svolti considerando solo i
valori assoluti, essendo evidente quali siano le fibre tese).

Si calcola ora lo spostamento f in mezzeria, che ovviamente si svilupperad verso I’alto.
Procedendo come nell’Esempio 3.1, si ottiene

N
3 3 4
o (2(}0 x 10 2) (110.4 x 10° mm™) 2

L
Fuandpy =184 x 10° mm =— =098
P=1m) 120 x 106 Nmm L = =g e

Va sottolineato che gli spostamenti pilt significativi sono quelli che si riscontrano ai due estremi
caricati, intuitivamente maggiori, in valore assoluto, della freccia calcolata. Peraltro, essendo i due
fratti esterni ai vincoli soggetti a un momento variabile linearmente, il loro asse geometrico non si
inflette secondo un arco di circonferenza e I’ entita di questi spostamenti non & calcolabile sulla ba-
se di quanto sin qui sviluppato.

111

La trave nella Figura 3.6 & incastrata all'estremo di sinistra ed & soggetta a una coppia oraria, pari
260 MNmm, agente su quello di destra. Questa induce un momento costante che tende le fibre su-
periori. Rispetto ai casi studiati in precedenza, la differenza fondamentale risiede nel fatto che la
sezione (illustrata in figura con le sue dimensioni) & ancora simmetrica rispetto all’asse (di solleci-

200 mm

20

13
|

[ .
""‘h
—
300 mm
IB
|
214 mm

Z

¥

a dal lembo inferiore. Si ha quindi
7™ =214 mm, Z™® = —106 mm

e ora al calcolo del momento d’inerzia I rispetto all’asse y, che passa per il baricentro
llasezione. A tal fine si calcolano i momenti d’inerzia dei due rettangoli di cui la sezione & costi-
la rispetto agli assi orizzontali passanti per i loro baricentri; questi vengono poi trasportati in G
mmando a ognuno di essi I'area del rettangolo per il quadrato della distanza tra il baricentro del
lngolo stesso e quello della sezione. Per i due contributi considerati individualmente si ha:

i

T, 1—12—(20 mm)(300 mm)® + (6000 mm?)(64 mm)? = 69.58 x 10° mm*

%(200 mm) (20 mm)® + (4000 mm?)(96 mm)® = 37.00 x 10° mm*

Io

e gli indici “v” e “0” distinguono la costola verticale dall’elemento orizzontale. 11 momento

8-

erzia dell’intera sezione risulta dalla somma di questi due contributi e vale

[ =1, + I, = 106.6 x 10° mm*

ESEMPIO 3.2

FIGURA 3.6
Trave con un unico asse di
simmedria.



3.1 ¢ FLESSIONE RETTA

115

3i consideri un elemento di sezione rettangolare di dimensioni » x &, con & > b; si vogliano valu-
tare le variazioni che si riscontrano nello sforzo massimo e nell’angolo di flessione qualora lo si
infletta nel suo piano forte (Figura 3.9a) piuttosto che nel suo piano debole (Figura 3.9b).

M M

a il
) la
bre

' Distinguendo le due situazioni con gli indici “a” e “b”, si ha, per ognuna di esse
g £ p

b I3
gt —_ ——— :b
' I, lzbk , Hi=h e I Izkb . Hy
Dalla (3.17) segue che
yla- 1, 1,
3 Zy = ~bh?, Zy = -b%h
)T a 6 b 6

A parita di momento applicato, la (3.18) prevede quindi per gli sforzi massimi il rapporto

(U;lax)a _ Zb b

16)

(@)  Za h

mentre per gli angoli di flessione (come per qualunque altra componente di spostamento) si ottie-

G k(b

Per esempio, supponendo che sia M = 120 kNmm, » = 30 mm e b = 10 mm, per gli sforzi di
picco risulta

17)

lun-
due
ata-

- M M
pel % (J;,nu}a = — =80 MPa, (O‘;nax]b = — =240 MPa

Za Zy

;- ssumendo anche / = (.3 m ed E = 200 GPa, si ottengono per gli angoli di flessione nei due ca-
18) Sii valori

MI Mi
= = 0.008 rad = 27'30", by = — =0.072 rad = 4°7'31"
El, N=ER

17), .

Pur restando immutata 1’ area della sezione, il comportamento flessionale & influenzato in maniera
Significativa dalla localizzazione del materiale rispetto all’asse neutro. Il rapporto tra le rotazioni
relative fra le due sezioni estreme & infatti di uno a nove (& facile inflettere la lama di un coltello
el suo piano debole, non altrettanto produrre deformazioni visibili a occhio nudo sollecitandola
el suo piano forte). Il rapporto tra gli sforzi di picco, benché meno marcato, conferma la maggior
¢fficienza flessionale della prima situazione.

consideri adesso una sezione quadrata di lato 2b, supponendo di infletterla prima parallelamen-
feaun lato e quindi secondo una diagonale (Figura 3.10). La sezione ha lo stesso momento d’iner-
fia rispetto a ogni asse baricentrico: infatti, gli assi z e y nella Figura 3.10a sono due assi principa-
li (sono entrambi di simmetria) e i relativi momenti d’inerzia rappresentano 1’uno il massimo e
ldltro il minimo dei momenti d’inerzia rispetto a un qualunque asse baricentrico (vedi Appendice
A); essendo evidentemente I, = I, ne segue quanto affermato. Nelle due situazioni considerate,

ESEMPIO 3.3

FIGURA 3.9
Elemento di sezione reftan-
golare inflesso: (a) nel suo

~-piano.forte.e lb] nelsua ..

piano debole.
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FIGURA 3.10

Sezione quadrata inflessa
parallelamente a un lato e @
una diagonale.

CAFITOLO 3 ¢ FLESSIONE

(a) v 3

quindi, la sezione oppone al momento flettente il medesimo momento d’inerzia, pari a

1 s 4.4
I=—@2b)"==b
12 @0) 3
Peraltro, 1’altezza H della sezione & diversa. Distinguendo ancora con gli indici “a” e “b” le due

situazioni, si ha
H, =2b, Hy, =2/2b

e quindi
1 4 I 242
ZaI2 :_b3’ Zb=2 \/—

B3
Hy 3 Hy 3

Nonostante i momenti d’inerzia siano uguali, nella situazione “b” il materiale si addensa in misura
maggiore nelle vicinanze dell’ asse neutro e i picchi di sforzo sono del 41% piu elevati che nella si-
tuazione “a”. L'uguaglianza dei momenti d’'inerzia fa si che la risposta deformativa non presenti
differenza alcuna nelle due sitnazioni.

ESERCIZIO 3.2

FIGURA 3.11

Confronto tra due sezioni di
uguale area ed alfezzg,

ma con diverso momento
d'inerzia.

Si riconsideri la putrella di cui all'Esercizio 3.1, nuovamente illustrata nella Figura 3.1a, e si con-
fronti la sua risposta flessionale con quella di una sezione rettangolare di uguale altezza
H =h+2b e base pari a B = 3hb/(h 4+ 2b), cosi che le due sezioni abbiano la stessa area
(Figura 3.11b). Per la putrella si assuma ancora k = 200 mm e b = 20 mm, il che comporta
H =240 mm e B = 50 mm.

b
Ty
ol 3hb
h : B
y = h42b
b
z (b)

Soluzione I momenti d’inerzia delle due sezioni rispetto all’asse y valgono
I = 110.4 x 10° mm*, I = 57.6 x 10% mm*
Per i moduli di resistenza si hanno i valori
Zy = 2% =920 x 10* mm?,  Zy = 2;—1‘ = 480 x 10° mm?

Supponendo che entrambe le sezioni siano soggette allo stesso momento flettente, di valore
M = 120 MNmm, gli sforzi massimi nei due casi risultano

(0"); = 130.4 MPa, (o), = 250.0 MPa

La maggior efficienza flessionale della putrella rispetto alla sezione rettangolare di pari area & evi-
dente.

[/ b ™ T e ey




