Capitolo 2

La stabilita interna

2.1 La proprieta di stabilita dei punti di equilibrio

Il problema della stabilita interna e relativo a proprieta delle evoluzioni nello spazio di stato della soluzione
z(t) dell’equazione differenziale & = f(t,x), x(ty) = zp. La teoria della stabilitd ha un ruolo partico-
larmente importante nello studio dei sistemi dinamici e costituisce un complesso di metodi di analisi
qualitativa, ossia di metodi che permettono di studiare le proprieta delle soluzioni senza necessitare il
loro calcolo.

I teoremi dovuti al matematico ed ingegnere russo Lyapunov (1892) forniscono condizioni sufficienti
per la stabilita di un punto di equilibrio. Non dicono se queste condizioni sono anche necessarie, an-
che se esistono teoremi che affermano, anche se solo da un punto di vista concettuale, che in realta
sono condizioni anche necessarie. Questi teoremi consentono dunque di stabilire delle proprieta delle
soluzioni dell’equazione & = f(t,z) senza doverle risolvere, in particolare le proprieta di limitatezza e di
comportamento asintotico.

Possono essere studiati gli effetti sulle traiettorie del sistema di tipi di perturbazione. Un primo caso di perturbazione & quello
dello stato iniziale. Infatti se x(t) & la soluzione di

= f(t ), x(ty) = xo

si potrebbe voler studiare se la soluzione di
= f(t,x), x(ty) = o + Az,

con x, + Az “vicino” a x,, si mantiene prossima a x(t) per t > t,, e se tende a coincidere con z(t) per ¢ — oo. In altre parole si
puo volere studiare l'effetto della perturbazione Az, sulla soluzione x(t).
Se poi la funzione f dipende anche dall’ingresso u(t)

&= f(t,x(t),u(t)), x(ty) = xo

e si considera una perturbazione dell’ingresso, ossia si considera l'ingresso u(t) + A,(t), con A,(t), appartenente ad una classe
prefissata, una perturbazione non nulla per ¢t € [ty,?;) e nulla per ¢ > ¢,, si potrebbe voler studiare se la soluzione si mantiene
prossima a x(t) per t > t, e se tende a z(t) per t — 00, ossia si puo volere studiare 'effetto della perturbazione A, (t) sulla soluzione

x(t).

Infine si potrebbe voler studiare come varia la soluzione dell’equazione differenziale al variare di qualcuno dei suoi parametri,
ossia la stabilita strutturale. Puo accadere infatti che a seguito di perturbazione anche piccole dei parametri la soluzione risulti
molto diversa da quella corrispondente ai valori nominali. In tal caso si dice che il sistema non & strutturalmente stabile. Un tale
studio permette di interpretare fenomeni reali complessi che, a seguito di piccole modifiche parametriche, danno luogo a cambiamenti
catastrofici o a comportamenti caotici. Dunque anche in questo caso si puo volere studiare 1’effetto delle perturbazioni parametriche

sulla soluzione z(t).
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60 Capitolo 2. La stabilita interna

Nel seguito si studieranno solo perturbazioni dello stato iniziale. Riferendosi all’equazione & =
f(t,x,u), si definisce coppia di equilibrio (., ue), con ue costante, quella coppia stato-ingresso (costante)
tale che

x(t) = @(t,to, Te,Ue) = Te, Vi>t

To=Te

U=Ue
ovvero

0= f(t,xe, ue).
Senza perdita di generalita si puo supporre che (z.,u.) = (0,0). Infatti se cosi non fosse si potrebbero
considerare le quantita
§=T—Te, H=U—TUe

per cui

é = f(tvau) r={+z. — f(t7£7:u’)

U=+ Ue
e si avrebbe in corrispondenza della coppia (&, pe) = (0,0) che

0= f(t,0,0) = f(t, e, ue).

Inoltre, pit in generale, 'origine puo essere la traslazione di una traiettoria non nulla del sistema che
corrisponde ad un certo ingresso. Se infatti Z(t) ¢ la soluzione di & = f(¢,x,u) definita per t > g, e che
corrisponde alla funzione di ingresso (t), si considera il cambio di variabile

E=alt)—2(t),  p=ult)—al), T=t—t

sicché ) R
E= [tz u)| iy — f(t, (1), u(t)) = f(7,& ).
w=E+a(t) t=7+to
u=p—+a(t)
Ovviamente

f(1,0,0) = f(r + to, Z(t), a(t)) — f(7 + to, Z(¢),u(t)) =0, v >0
e dunque la coppia (0,0) ¢ di equilibrio.
Come noto, nel caso di sistemi non autonomi la soluzione z(t) dipendera da ¢ e da g, e non da t — ¢y
come per i sistemi stazionari.
Poiché siamo interessati allo studio dell’effetto delle perturbazioni dello stato iniziale, faremo riferi-
mento nel seguito al sistema
x.:f(t’m)7 Z‘(to) = Zo

e si studiera la stabilita dei punti di equilibrio x. definiti come quegli stati z. tali che

x(t) = T, Vit>t
TO=Te
ovvero
0= f(t,x.)
o alternativamente faremo riferimento nel seguito al sistema
= f(t, z,u), z(to) = g
e ci si riferira al caso ue = 0, ossia
x(t) = @(t,to, Te,0) = T, Vit >t
To=Te
u=0
ovVVero
0= f(t,x.,0).

Gli stati di equilibrio sono quindi traiettorie degeneri date da {z.}.
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Definizione 1. Uno stato di equilibrio z. di # = f(¢,x) ¢ stabile se per ogni € > 0, esiste un J. 4, tale
che se ||zg — x| < e, allora ||z(t) — x| < e, per ogni t > tg. Se d. non dipende da ¢y si ha la stabilita
uniforme rispetto al tempo. Lo stato di equilibrio ¢ instabile se non e stabile. o

Poiché si considera u, = 0, la definizione significa che se si perturba lo stato iniziale, I’evoluzione

libera perturbata, ossia la soluzione di & = f(¢,z.,0), x(tg) = z¢, rimane nell'intorno di z., ossia della

soluzione di & = f(t,z.,0), (tg) = z.. Non si richiede perd che I’evoluzione perturbata tenda a z,.

T2

X1

Figura 1 — Definizione di stabilita di un punto d’equilibrio

E ovvio che deve essere e 4, < € poiché ||z(t) — z|| < € deve valere anche per ¢ = . Si noti inoltre che
quando z. € instabile esiste un ¢ arbitrariamente piccolo per il quale non esiste alcun §.. In altre parole
& possibile scegliere una sequenza {zg,} tendente ad x. di punti iniziali ed una sequenza {t,} di istanti
tali che

[z(to + tn;to, Ton) — Tell > €, Vn,

ove si ¢ indicato con x(tg + t,; to, Zon) la soluzione dell’equazione avendo (¢g, Zo,) come punto iniziale. Si
noti che potrebbe ancora avvenire che le soluzioni tendano a x. per t tendente all’infinito. Effettivamente
la definizione di stabilita richiede la limitatezza delle traiettorie per ogni istante di tempo, sicché se si ha
instabilita, ossia illimitatezza della traiettoria per ogni intorno dell’origine, al tempo ¢y cid non significa
che per tempi iniziali successivi tg > tg si debba avere instabilita.

Definizione 2. Un punto di equilibrio z. di & = f(¢,x) & asintoticamente stabile se & stabile e se esiste un
8¢, tale che se ||xg — z.|| < 0y, allora tlirgo l|z(t) — xc|| = 0. Quest’ultima proprieta si chiama attrattivita
o quasi-stabilita asintotica.
Uno stato si dice globalmente asintoticamente stabile se ¢ stabile e se inoltre per ogni stato iniziale x
risulta
lim ||z(t) — x.|| = 0. o
t—oo

L’attrattivita € una proprieta asintotica di convergenza a z.. Essa ¢ indipendente dalla proprieta di
stabilita, che € una proprieta di limitatezza per ogni t > ty, ossia si puo avere attrattivita, anche se x.
non ¢ stabile. L’attrattivita significa che per ogni n > 0, esiste un t,, , tale che risulta [|z(t) — xol| < 7.
Se sia § che (¢, — to) non dipendono da tg, si parla di attrattivita uniforme.

Esempio. Si consideri il seguente sistema, che mostra come si pud avere contemporaneamente instabilita ed attrattivita del punto
d’equilibrio
2t (zy — 1) + @)

<¢1> (@7 + 23)(1 + (27 + 23)°)

- - f(a).

x3(xy — 21y)
GEFARAGETAY

oy
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L’origine ¢ un punto d’equilibrio. Inoltre

(2,9 — 322)A — A, (a%(xy — ) +23) (2] +525)A — A, (27 (zy — ) + )

af AZ AZ
or —222A — A, 2 (zs — 21)) (—4z,2, + 33) A — A, 22(z, — 22,)
A? A?
ove
A= (@i +a)1+ @ +23)°), A, =2n(1+3@ +))), A, =2m(1+3(2] +23)°)
e dunque in un intorno del punto d’equilibrio of non ¢ limitata in norma e quindi f & non Lipschitz. Cio comporta che la soluzione

non & unica. Perd f(z) & continua e questo implica che la soluzione esiste, almeno localmente ossia fino ad un certo tempo ¢ -+ d.
In realta la soluzione non ha punti di fuga al finito. Per vedere la continuita di f(x) si noti che 'unica cosa che si deve studiare &
se per = 0 la funzione va o meno all’infinito. A tal fine si considerano le coordinate polari

- - L2
p= ¥ = arctan z
sicché .
A@) = 22 (zy — xy) + T 7zgtan1971+z§tan319
' (@i +2) L+ (2 +23)) p(L+p")
tand — 1+ 2 _tan’d) ) ) .
_  3__cos? P T+ tan’g . (1 + tan®9)(tan 9 — 1) + p* tan® 9
T+ tan®0 (1 + pY) r V1 +tan? ¥ (1 + tan?9)*(1 + p*)
flz) = _ m(ay—2m) potan’ ¥ — 2tan’ 9
(@i +a)d+ @ +23)7?) 7 pP(1+p")
_ cos) _tan’d(tand —2) _ +p tan® J(tand) — 2)
I+tan®y  p*(1+p") V1 +tan?d (1 + tan’9)(1 + p*)
essendo X . s »
x=p’ ‘Il =7 , x=p° ad =p’ a , xlzpcosﬂ:iL.
2%+ @l 1+ tan® al + a3 1+ tan? 9 V1 + tan’d

Ovviamente quando z;, x, tendono a zero p tende a zero, mentre ¥, e quindi tan, non tende ad un valore costante, in quanto tale
valore dipende dal percorso compiuto per avvicinarsi all’origine. Pertanto

lim f,(z) =0, lim fy(z) = 0.

0
Dunque f,(x), fo(x) tendono a valori finiti qualunque sia il percorso attraverso il quale x tende all’origine. Pertanto f(x) & continua

in x.
11 coefficiente angolare della traiettoria risulta

x5(zy — 21y)

m@) = —————
22 (zy — ) + T

e cambia di segno lungo le curve z, = 0, 2y = 2x,, 2(x, — x,) + ) = 0 che annullano il numeratore e denominatore. In particolare
la terza curva, indicata con =y, nel primo quadrante risulta essere sempre al di sotto della curva x, = x;. Inoltre sulla retta x, = 2z,
si ha m(z) = 0, mentre sulla curva v risulta m(z) = oo. Il semipiano in alto si pud allora suddividere in tre parti

1) una a sinistra della curva z, = 2z,, in cui numeratore e denominatore sono positivi (ossia in cui &, > 0 e &, > 0) e quindi
m > 0;

2) una tra la curva @, = 2z, e la curva ~, in cui il numeratore ¢ negativo e il denominatore ¢ positivo (ossia in cui &, < 0 e
%, > 0) e quindi m < 0;

3) una a destra della curva +, in cui numeratore e denominatore sono negativi (ossia in cui &, < 0 e &; < 0) e quindi m > 0.

I risultato e che le traiettorie che partono a sinistra della curva z, = 2z, inizialmente divergono. Poi devono attraversare la
curva x, = 2z, e quindi entrare nella zona in cui il coefficiente angolare ¢ negativo. Infine devono attraversare la curva v e quindi
tendere a zero in quanto &, < 0, &; < 0.
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fi>0
fo>0

>

Figura 2 — Instabilita con attrattivita del punto d’equilibrio

Un discorso analogo vale per il semipiano in basso essendo il sistema invariante rispetto alla trasformazione z, = —x,, 2, = —,.
Si comprende ora come mai la funzione f(z) non & Lipschitz: per garantire che la traiettoria possa ritornare all’origine ci deve

essere la non univocita della soluzione. In effetti x = 0 & soluzione dell’equazione differenziale u}

La proprieta di stabilita asintotica garantira la limitatezza delle traiettorie e che a seguito di una
perturbazione dello stato iniziale ’evoluzione ritornera, dopo un certo tempo, verso lo stato d’equilibrio.
Si ricorda che ha senso studiare la stabilita asintotica di un certo stato d’equilibrio solo se esso ¢ isolato,
ossia non ¢ punto di accumulazione di altri stati di equilibrio.

Supposta f € C1(D), D dominio contenente x., una condizione sufficiente perché z. sia isolato & che

lo jacobiano i sia non singolare.

Te
Infatti considerato che in un intorno di . la dinamica del sistema puo essere descritta dalla dinamica di £ = x — z,, data da!

_of

£= 3
or s,

of

Se per assurdo e fosse non singolare ed esistesse un altro punto di equilibrio x'e # T, tale che
Te

0= f(ta xé)

posto & = JS'E — T si avrebbe

. o f
§=0=— (xle — )
or |z,
. o of | .. o N ofl ., . . oo
e cio ¢ possibile se e solo se 9z ¢ singolare. Ma cio contraddice il fatto che 9r ¢ non singolare, per cui non puo esistere
Te Te

of

un tale a:’e ed T, ¢ isolato. Sinoti che puo pero accadere che X, sia isolato e che =

ox

sia singolare, come nel caso del sistema

Te
3'31 = Z‘%
j;‘g = X2

ove
of
ox

(00
o \o1

1 Si veda il metodo indiretto di Lyapunov.
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e T = 0 & I'unico stato di equilibrio.

Come visto il é. dipendera in generale da ty;. Si noti che il fatto che per ogni ty esista un d.4,
opportuno non assicura che esista un §. che dipende solo da € e che valga per ogni ty. Inoltre anche la
proprieta di attrattivita della stabilita asintotica di un punto d’equilibrio puo dipendere da tg, in quanto
il & potra in generale dipendere da ty. Questi fatti sono illustrati dai seguenti esempi.

Esempio. Sia @ = (6t sent — 2¢)x. La sua soluzione si ricava calcolando

t

x de t t
= = 6t sent — 2t)dt = [—6t cost]t + | 6Gcostdt—2 | tdt
x to

o to

T to tO
u=6t, du=6dt
dv=sent dt, wv=— cost
per cui
x(t) 2, 42 2
In —= = —6t cost + 6ty costy + 6(sent — sentg) — t° + t; = —t~ — 6t cost + 6 sent + «(tp)
Zo
ove
aftg) = t3 + 6tg costy — 6 senty.
Dunque
LTJ(t) _ xoea(tg)efﬂfﬁt cost+6 sent
L’andamento di z(¢) & mostrato in figura per xyp = 0.1; si vede anche 'andamento dell’argomento
dell’esponenziale.
—t% —6tcost +6sent
2500] *¥
0 10 20 30 40 t
2000 ‘ ‘ ‘ ‘
1500
1000+
—1000 +
500+
0 t
0 2 4 6 8 10

Figura 3 — Andamento delle funzioni z(t) = zge®(to)=t* 6t cost+bsent o 42 _ 61 cos¢ + 6 sent

Per qualsiasi ty il termine —¢? finird per predominare e quindi I’esponenziale ¢ limitato V¢ > ¢y da
una costante c¢(tg), ossia
lz(t)] < |zole(to), Vit > to.

Dunque Ve > 0, preso 04, = €/c(to), se |zo| < e, ne segue che |z(t)| < . Pertanto z. ¢ stabile. Si
supponga ora di prendere to = 2kw, k =0,1,2... e di considerare il valore di z(¢) in t =ty + 7

a(to 4+ 7) = 2((2k + 1)) = zoe®0)—at) = g @kt (E=m)7
in quanto
a(2km) = 4k?7? + 12kT
—a(to+m) = —a((2k + 1)7) = —(2k + 1)%7% + 6(2k + )7
alte) —aft) = —dkn® —n® + 24kn + 67 = (4k 4+ 1)(1 — 7).

|
o 2
—~ =
~ (==}
=2
[
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Quindi
x(t)

Lo

= eUkHDE=TT _, 56 per k — oo

Pertanto fissato un Ve > 0, non esiste un . indipendente da t; tale che % <e.

Esempio. Si consideri il sistema

) x
T=—-——-
t+1
per il quale si trova che
/LE dj _ t dt
xo € to t+ ].
e quindi
x t+1 to +1
In— =—1In =1In
Zo to+1 t+1
ossia b1
z(t) = 20— .
t+1

Poiché t > tg, si ha sempre |z(t)| < |zo|, cioe z. = 0 & stabile. Inoltre 75lim x(t) = 0, ossia z. € stabile
— 00

asintoticamente. Vediamo se la convergenza a z. = 0 ¢ uniforme. Fissato un Ve > 0, il limite precedente

ci dice che esiste un 1. 4, tale che per t > T, 4, si ha |z(t)| < e, Vit > to + T.. La quantita T, ;, dipende

effettivamente da tg, in quanto

to+1 T
|2(t)] = |wo|— <e per t> M(tOJrl)—l:TEﬂfo
t+1 €
ed inoltre non esiste una costante 7. valida per ogni to in quanto 1%+, — 0o per tyg — 0. o

Dunque la non uniformita rispetto al tempo al tempo puo apparire sia nello studio della stabilita sia
in quello dell’attrativita.

Definizione 3. Un punto d’equilibrio x, di & = f(¢,7) & esponenzialmente stabile® se esistono due
costanti k, A > 0 tali che
|2(t) = zell < Kllwo — @elle™ ")

per ogni g € By, , = {z € R" | ||z — x| < r}, e per ogni t >ty > 0. La costante A & detta rateo di
convergenza.
Se questa proprieta vale per ogni ¢ € R", z., ¢ globalmente esponenzialmente stabile. o

Si noti che dalla definizione di stabilitd esponenziale si ha che x(t) — 2., ma non ¢ detto che x(¢)
tenda a z. con legge esponenziale; si afferma solo che vi tende con legge maggiorabile da un esponenziale.
La stabilita esponenziale implica quella asintotica uniforme.

Infatti poiché se ||z — z.|| < 4. = % allora

l(t) — 2| < Kllao — z.le ) < k6. = e.

Ait—to

Si noti che J. non dipende da t,, ossia x, & stabile uniformemente. Inoltre fissato il valore e, poiché e~ ) — 0 si ha che se

lzg — .|| < 6. = % allora

lim ||z(t) — z.|| = 0.

[

2 La stabilita esponenziale viene assunta essere uniforme rispetto a t.
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Si noti che, poiché per t =t, si ha
[w(t,) = a.|| < eeXtat) =,

questo equivale a dire che Vi > 0 si ha ||z(t) — z.|| < n per t > t, = t, — %ln g Quindi § = 6. e (t, — t,) non dipendono da t, e

pertanto x, & anche attrattivo uniformemente.

Si mostrera in seguito che per una rappresentazione lineare
&= f(t,z) = A@)z(t) + Bt)u(t),  x(to) = xo
la stabilita esponenziale equivale alla stabilita asintotica.

Invece di fare riferimento a quella particolare traiettoria che e il punto di equilibrio z., ci si puo riferire
alla traiettoria x(t), soluzione di & = f(¢,x), x(tg) = o, e introdurre la nozione di stabilitd di un moto.

Definizione 4. Un moto M ¢ stabile se per ogni € > 0, esiste un . 4, tale che se ||Zg — xo|| < dc 1, allora
Jat) — st <& Vit

essendo Z(t) la soluzione di & = f(¢, ), z(ty) = Zo. o

In altre parole un moto ¢ stabile se per piccole perturbazioni di x(tg), I’evoluzione perturbata Z(t)
rimane vicina in ogni istante a z(t), pur potendo essere percorse con leggi temporali diverse; I'importante
e che ||z(t) — (t)|| < e ad ogni istante ¢ > t.

x2

Zo
T1
Figura 4 — Stabilita di un moto
Se Z(t) & una traiettoria fissata, che soddisfa 'equazione
a(t) = f(t,2())
e z(t) & la soluzione dell’equazione
&= f(t,x)
posto £ = x(t) — Z(¢) si ha
£= f(t,) —ft,x) = f(t,§+7) - f(t,7) = o(t,§)

r=£+Z

in quanto Z(t) & una funzione nota del tempo. Si noti che £ = 0 & uno stato di equilibrio. Lo studio
dunque della stabilita di un moto si riduce a quello dell’origine di un nuovo sistema che in generale € non
stazionario, anche se I’equazione differenziale di partenza ¢ stazionaria.
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2.2 1l metodo diretto di Lyapunov

Nella definizione di stabilita e in quella di stabilita asintotica una richiesta implicita & che le soluzioni di
& = f(t,z) siano definite per ogni t > t, e cid sara assicurato dalla locale lipschizianita della funzione f,
che di per sé non e sufficiente ad assicurare che z(t) esista globalmente, e da ipotesi aggiuntive necessarie
ai teoremi di Lyapunov?.

L’idea di introdurre una funzione scalare dello stato e di valutarne la variazione lungo il moto per
trarre informazioni sulla stabilita di uno stato d’equilibrio, & legata a considerazioni di carattere energetico.
Infatti le proprieta di stabilita dell’origine dello spazio di stato possono essere dedotte dall’analisi della
funzione energia e della sua derivata lungo il moto. Pero per sistemi complessi e difficile valutare la
funzione energia.

Si consideri ad esempio la rete elettrica in figura, in cui L e C' sono costanti, mentre la resistenza ¢ una funzione non lineare
dell'intensita di corrente 2.

Ny

i) (@ R(i)

|
I
C
Figura 5 — Rete elettrica RLC

Assumendo come variabili di stato la carica 1 = ¢ e I'intensita di corrente o = ¢ = ¢ nel circuito, I'equazione che descrive
il sistema e

di
L% _R(i)i—v.=0, =1
dt Ve
e quindi
Ll"Jl = i)
i?g = —%xl — %R(l‘g).’lﬁg

Questa ¢ una rappresentazione differenziale non lineare. Si voglia ora studiare la stabilita dell’origine dello spazio di stato associato
a tale rappresentazione. A tal fine si consideri la funzione che rappresenta ’energia immagazzinata nel circuito

1 1_. 1 1
E(z) = ~Cv?+ ~Li* = —a% + —La3.
2 2 2C 2
Essa e definita positiva, com’® ovvio essendo una funzione energia, e la sua derivata lungo il moto &
: I . 2
E = —xyiq + Leais = —R(z2)x5.
C

Si vede allora che se R(xg) e positiva per ogni g, allora ’energia decresce lungo ogni traiettoria non identicamente nulla, e tende
dunque a zero per ¢ tendente all’infinito. In tal caso lo stato tende all’origine dello spazio di stato, che quindi risulta essere un
punto di equilibrio globalmente asintoticamente stabile.

Se invece R(l’g) e nulla per ogni Tg, ossia se il sistema non presenta dissipazioni, I’energia rimane costante e le traiettorie
nello spazio di stato sono ellissi, e I'origine risulta essere un punto d’equilibrio (semplicemente) stabile.

Se infine R(IQ) ¢ negativa per ogni To, ossia se la rete ¢ un circuito attivo, I'energia aumenta col tempo e le traiettorie
divengono illimitate per T — 00, e l'origine ¢ instabile.

3 (i si riferisce qui ad un teorema visto nel Capitolo 1 per il quale se f(¢,2) & continua a tratti in ¢ e localmente Lipschitz in € D per ogni
t > tg, con D C R" un dominio
Ift2) = ftyll < Llz—yl, VzeDCR", Vixt

allora se ogni soluzione di © = f(¢, ), z(ty) = z, giace internamente ad un compatto W C D, con z, € W, esiste un’unica soluzione per V¢ > t,.
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Dunque le proprieta di stabilita dell’origine dello spazio di stato possono essere dedotte dall’analisi della funzione energia e
della sua derivata lungo il moto. Questo metodo presenta due difficolta. La prima ¢ che per sistemi complessi ¢ difficile valutare la
funzione energia. La seconda & che spesso si conosce solo una rappresentazione matematica del sistema. D’altra parte la teoria di
Lyapunov mostra che non occorre utilizzare proprio la funzione energia, ma che basta considerare funzioni V(CC) che godono delle
proprieta della funzione energia. In effetti lo studio della stabilita dell’origine dello spazio di stato puo essere fatto considerando la

funzione F/ (x) ignorandone il suo significato in termini di energia.

Lyapunov mostro (1892) che si potevano usare delle funzioni, generalizzazione della funzione energia
di un sistema, per determinare la stabilita di un punto di equilibrio. Riferendosi per il momento a sistemi
stazionari

&= f(z)

con f: D — R", con D C IR" un dominio contenente ., sia
V:D—- R
una funzione C'(D). La sua derivata Iungo la traiettoria del sistema, ossia lungo le soluzioni di & = f(x)

fiz

: "oV . , oV
Ve =Y a=(Gh e Gl =T

= o fula)

e cambia al cambiare del sistema, ossia al cambiare di f(z). Perché una tale funzione V sia utilizzabile
in luogo della funzione energia deve soddisfare alcune proprieta.

Definizione 5. Considerato l'intorno sferico
Byor ={z €D ||z -zl <7}
la funzione V' (z) si dice
1) definita positiva in B, , se V(z) >0, Vo € B, ,, con V(z.) = 0 se e solo se z = x;
2) semidefinita positiva in By, , se V(z) > 0, Va € By, con V(z.) = 0;

3) definita o semidefinita negativa se —V (x) ¢ definita o semidefinita positiva. o

Ad esempio V(z) = 22 + x3 & definita positiva in IR? e semipositiva definita in R®.

Teorema 1. [Teorema di Lyapunov] Sia x. un punto di equilibrio di & = f(x), con f: D — R", D C R"
dominio contenente z., localmente Lipschitz in x su D. Sia poi V: D — IR una funzione C*(D) e definita
positiva, con V(x), calcolata Iungo le traiettorie del sistema, definita negativa (semidefinita negativa).
Allora x. é asintoticamente stabile (stabile).

Dim. Per un qualsiasi € > 0 tale che
B,.={zeD||z—-z|<c}cD
sia
a= min V(z).

llo—ze =¢

Ovviamente o > 0 poiché V(z) ¢ definita positiva. Si prendano poi 3 € (0, ) e si consideri I'insieme

0, = {7 €B, .| V(x) < ﬂ}'
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Si noti che 25 & nell’interiore di B, . perché se per assurdo vi fosse un punto* T € 83%75 N Qﬁ in X si avrebbe contemporanea-
mente 3 < a < V(f) in quanto T € 0By_ . e V(CE) < B in quanto T € f23. Questa ¢ una contraddizione.

Figura 6

Ora se V(x) ¢ semidefinita negativa
Vi) <0 = V(z)< V()
ese g € Qﬁ, ossia se la traiettoria parte in Qﬁ essa rimane in .Qg per ogni t > tg, in quanto risulta
Vi) <V(xg) <p

essendo X9 € Qﬁ.
Poiché f & Lipschitz su D e le soluzioni di & = f(:v), x(to) =X € Qg giacciono interamente nel compatto Qg €D,

esiste una unica soluzione definita per ogni ¢ > %g. Per la continuita di V(a:) e poiché V(xe) = 0, V3, 30 tale che se
||:L‘ — .%'eH < 6 allora V(w) < ﬂ Pertanto Bze,(s C Qﬁ C Bxe’g‘ Inoltre

xo € By, s = xo € {28 = x(t) € £2 = x(t) € By, e

ossia

lzo — x| < & = lz(t) — x| <&, VEt<toy

e dunque I € un punto d’equilibrio stabile.

Supponiamo ora che V' sia definita negativa. Poiché 0 < V(x) ¢ monotonamente decrescente

lim V(x(t)) =1>0.

t—o0
Mostriamo che [ = 0. Se per assurdo fosse [ > 0, sempre per la continuita di V(:L’) esiste un d tale che
B, 4 C

ed inoltre le traiettorie giacciono sempre fuori di Baze,d7 Vit>tg.

Figura 7

4 La frontiera di un insieme A si indica con 9A.
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Posto

= max
lz—zcll€ld,r]

che esiste in quanto V(:L') e continua e ha quindi un massimo su l'insieme compatto {:C ‘ HJE — IeH S [d, 7’] }, si nota che

—7 < 0; il massimo & infatti calcolato per Hl’ — er S [d7 T}. Dunque

V(x(t)) = V(o) + / V(2(€)) de < V(o) — At — to).

to
Ma per t — tg > V(wo)/7 risulta V(,T(t)) < 0, il che & una contraddizione in quanto V(I) & definita positiva. Dunque deve

essere l = 0 e

tli)rgc V(z(t)) =0.

Questo significa che per ogni a > 0, 3T tale che per t > T : V(CL’(t)) < a. Seguendo i ragionamenti gia fatti, considerato
B;ce,a si puo prendere b € (O, CL) per cui 2, C B:ce,w Se la traiettoria entra in

2, = {ac C By ol V(iz) < b}
vi rimane. Che ci entri & sempre assicurato dal fatto che

lim V(z(t)) =0

t—oo
che significa che per ogni b > 0, esiste un T tale che per t > T risulta V(,T(t)) < b. Cio implica che C(,'(t) € (2 pert > T
Dunque per ogni t > T risulta che

x(t) € 2y C By, 4 = lx(t) — ze|| < a

ossia
lim z(t) = z..
t—oo

Questo prova l'attrattivita. Pertanto X, & stabile asintoticamente.

Se V(CC) fosse stata semidefinita negativa, si sarebbe provata la stabilita di . u}

Le superficie V (z) = ¢ sono dette linee di livello. Poiché V(x) < 0, quando z(t) attraversa una linea
di livello, entra in un insieme di livello

Q. ={z|V(z) <c}

e non vi esce. Se poi V(z) < 0, z(t) passa da una linea di livello ad un’altra piti interna, sicché alla fine
x(t) — 0 per t — oo.

Se V(x) < 0, si puo concludere che x. € semplicemente stabile. Il teorema di La Salle, che ha esteso
la teoria di Lyapunov, permette di affermare in quali casi V(ac) < 0 implica anche la stabilita asintotica
di z.

Le condizioni del teorema di Lyapunov sono solo sufficienti, ossia se una V(x) non li verifica non
significa che non possa esistere una V(z) che permetta di affermare che z. & stabile o asintoticamente
stabile. Esistono tuttavia teoremi che, almeno concettualmente, permettono di affermare che per sistemi
stazionari & = f(x) le condizioni date sono effettivamente necessarie e sufficienti, si pud cioe¢ dire che
anche se . € stabile o stabile asintoticamente, & possibile costruire una funzione di Lyapunov che gode
delle proprieta viste.

Considerando ora un sistema non stazionario

z = f(t,x)
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con f:[tg,00) x D — IR", con D C IR" un dominio contenente z.. Si & visto come la non uniformita
puo riguardare sia la stabilita che D'attrattivita di z.. La stabilita uniforme e la stabilita asintotica
uniforme possono essere caratterizzate in termini di funzioni di classe K e funzioni di classe L. Tali
funzioni possono essere utilizzate nell’enunciato del teorema di Lyapunov per fornire delle limitazioni
alla funzione candidata di Lyapunov e alla sua derivata. Per tale ragione sono dette anche funzioni di
comparazione.

Definizione 6. Una funzione continua «:[0,a) — [0,00) & una funzione di classe K se & strettamente

&
crescente e «(0) = 0. E una funzione di classe Koo se a:[0,00) — [0,00) & di classe K e

lim a(r) = occ.

T— 00

Una funzione continua (3:[0,a) x [0,00) — [0, 00) & una funzione di classe KL se Vs fissato, 5(r,5) € K e
se VT fissato, B(7, s) € decrescente con

lim §(7,s) =0. o
S§— 00
Esempio. Si considerino i seguenti casi
1. a(r) = arctgr € K in quanto o/(r) = 1_& 5 > 0 sempre. Non ¢ pero di classe Ko in quanto
lim a(r) = T # cc. "
r—00 2

2. a(r) =7° € Ko con ¢ € RT, poiché o/ (r) = cr™! > 0 sempre e lim a(r) = co.

T—00

3. B(r,s) = ﬁ € KL, con k € R" in quanto

+ ks
ap 1+ ksr —rks 1
9o = = >0
orls (1+ksr)? s (14 ksr)? sempre
95 - kr < 0 sempre in quanto r € [0,a)
0s | (14 ksr)?

e lim B(r,s) =0.

§— 00

4. B(r,s) = re™* € KL, con ¢ € R", poiché 3(r,3) € K, come gia visto, e risulta sempre ?)f =
-

—7% ™ <0, con lim f(r,s)=0. o
§— 00

Se ora a € K, allora a~! & definita su [0,a(a)) ed & di classe K. Infatti poiché a & strettamente
crescente, vi & biunivocita tra i punti € [0,a) e quelli y € [0,a(a)). Dunque si puod invertire «, e la
funzione a~!(y) ¢ continua, strettamente crescente, con a~1(0) = 0 e naturalmente definita su [0, a(a)).
Analogamente se a € K, allora o™ € K, su [0, a(a)).

a(a)

X

0

a
Figura 8 — Funzione di classe
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Anche la composizione «y o as di due funzioni di classe K (di classe Ko ¢ ancora una funzione di
classe IC (di classe Ko ) in quanto a; o ap € continua e definita su [0, a1 (as2))), risulta
a1 (a2(0)) = 1(0) = 0,
ed ¢ strettamente crescente poiché se x5 > x1 allora
Yo = aa(w2) > 91 = aa(z1) e ai(y2) > ai(yr)

041(042<$2)) > 011(042(331)).

Se poi a; € Ko & ovvio che lim ag(ag(x)) = oo.

o1 (y) y = ()
TG0 ——— ‘ N }
o1 (y2) = on(a(a2)) p--mmmmmmmmm o ; i Y2 = aa(T2) f----—------—---—= ‘ |
a1(y1) = en(ag(z1)) [ R y1 = ag(1) [~ T
L y=ew .
0 Y1 Y2 oz(a) 0 r1 T2 G

Figura 9 — Composizione di funzione di classe
Infine se ay, az € K e f € KL, allora a1 (B(as(r),s)) € KL. Infatti

a1(0) =0, ozl(f’)?l?coo.

Inoltre, posto # = B(7, s), decrescente e tendente a zero per s — 00, e 7 = aw(r), si pud considerare la
funzione oy (5(az2(r), s). Ora per ogni fissato 7 risulta dunque

lim a1 (B(az(r),s) = 0.

Una funzione di classe ICL puo essere sempre maggiorata mediante due funzioni di classe K, ed una
funzione esponenziale. Vale infatti il seguente risultato®

Proposizione 1. Se § € KL, esistono due funzioni oy, a € K tali che

B(r,s) < aj(e as(r)), Vr,s€l0,a) x [0,00). o

Lemma 1. Il punto d’equilibrio z. di & = f(t,z) &
1. uniformemente stabile se e solo se esiste una funzione o € K ed una costante ¢ > 0 indipendente da
to tale che
[2(t) = zell < alllzo —zell),  VE=to e Vzo—ze] <g
2. uniformemente asintoticamente stabile se e solo se esiste una funzione 8 € KL ed una costante
¢ > 0 indipendente da ty tale che

[2(t) = zel < B(llzo — well,t —t0),  Vi=to e [zo—zell <c
3. globalmente asintoticamente stabile se e solo se esiste una funzione 3 € KL tale che
[#(t) — zell < B(llzo — zell,t —t0),  Vi=to

e qualsiasi stato iniziale xg.

5 Per la dimostrazione si veda [?].
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Dim. Per una dimostrazione di questo lemma si veda [?], pag. 653. Le affermazioni di questo lemma
potrebbero anche essere prese come definizioni alternative di uniforme stabilita, uniforme asintotica sta-
bilita e globale uniforme asintotica stabilita. o

Si noti inoltre che ||z(t) — z.|| < B(|lzo — x|, t — to) significa che ||z(t) — x.|| risulta sempre non
superiore alla funzione §(||xg — xe||,t — to), come illustrato in figura.

Alllzo = zell,t = to)

[0 — el

2(t) — @el| t—to

Figura 10 — Globale asintotica stabilita

In particolare per i sistemi autonomi & = f(z) le definizioni di stabilitd e di stabilitd asintotica
implicano 'esistenza delle funzioni o € K e 8 € KL di cui parla il lemma, in quanto in tal caso si ha
uniformita.

Le funzioni di comparazione permettono anche di riformulare la definizione data di stabilita esponen-
ziale.

Definizione 7. Un punto d’equilibrio z, di # = f(t,z) & uniformemente esponenzialmente stabile® se
esistono due costanti p, A > 0 tali che

[#(t) — ze|l < B(llzo — well, t = to)
¢ soddisfatta con una funzione KL del tipo

Blr,s) = pr e

per ogni xg € By, , = {x € R" |||z —z| < 7“}, e per ogni t > ty > 0. La costante A\ ¢ detta rateo di
convergenza.
Se questa proprieta vale per ogni ¢ € R", z. ¢ globalmente esponenzialmente stabile. o

La condizione della definizione & proprio quella data precedentemente, ossia

l2(t) = @ell < pllzo — zelle™ 1),

Possiamo ora estendere il teorema di Lyapunov ai sistemi non stazionari.

Teorema 2. [Teorema di Lyapunov] Sia x. un punto d’equilibrio di & = f(t,x) con f:[0,00) x D — RR"
una funzione C*([0,00) x D), D dominio contenente z.. Sia poi V:[0,00) x D — IR una funzione
C1([0,0) x D) tale che

Wi(z) <V (t,z) < Wa(zx) ossia V (t, ) é definita positiva
avgt’ z) + 8V(§tx’ x)f(t, x) < —Ws(x) ossia V (t,x) & decrescente

6 La stabilita esponenziale viene assunta essere uniforme rispetto a t.
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Vit >ty eVz €D, con Wi(z) € CVD) e definite positive. Allora z. ¢ uniformemente asintoticamente
stabile. Se in particolare D = IR"™ e Wy (x) é radialmente illimitata, allora x. ¢ globalmente uniformemente
asintoticamente stabile. Se infine W3(x) = 0 allora x. ¢ (semplicemente) uniformemente stabile. o

Dunque z. ¢ uniformemente asintoticamente stabile se esiste una funzione di Lyapunov, ossia una
funzione V € C! definita positiva e decrescente.
Essendo poi W;(z) definite positive, esistono sempre delle funzioni a; € K, i = 1,2, 3 definite su [0,r)
tali che”
ar(llz —zel)) < Wi(z),  Walz) < aa(lle —zel),  Ws(z) = as(|le — zc|)

per cui le condizioni del teorema di Lyapunov possono essere riscritte in termini di funzioni di classe K

ar(fl = zel]) < V(t,2) < as((le - wel])

_OV(t,x) n VvV (
ot 0
Y (t,z) € [to,00) x D. L’uso delle funzioni di classe K facilita il calcoli.

Prima di dimostrare il teorema di Lyapunov enunciamo il seguente lemma, che non solo sara usato

nella dimostrazione del teorema ma che ha anche un suo interesse di per sé®.

V(t.2) L2) f(t,2) < ~an(llz — el)

Lemma 2. [Lemma del confronto] Si consideri I'equazione differenziale scalare

i=f(ta),  alto) = o

con f continua in t e localmente Lipschitz in x, per ogni istante t > to e per ogni stato x € U. Sia [ty, T,
con T eventualmente infinito, il piu grande intervallo di esistenza della soluzione xz(t) e si supponga che
z(t) e U, Vt € [tg,T). Sia v(t) una funzione derivabile tale che

0 < f(t,v) e v(to) =vo < xo

conv(t) € U, Vt € [ty,T). Allora v(t) < x(t) per ogni istante di tempo t € [to, T).

Se dunque v(t) ¢ derivabile e valgono le precedenti ipotesi, il lemma del confronto dice che se z(t) &
la soluzione di & = f(t,z), x(tg) = 0 e se v(t) < f(t,v), v(to) = vo < g, allora si ha sempre v(t) < z(t).
Dunque questo lemma compara le soluzioni dell’equazione differenziale di partenza con quelle ottenute
sostituendo il segno di uguaglianza con il segno di minore o uguale. Questo lemma puo essere applicato
anche a funzioni v continue ma non derivabili aventi un limite superiore che soddisfa la disequazione
differenziale®

7 Se W:D — R ¢ definita positiva su D, z, € D, allora esistono sempre delle funzioni oy, s € K su [0, 7] tali che
ar(le —z[)) < W(z) < ax(flz — )

per ogni z € B,., C D e per qualche r, ossia in un intorno di z,. Se poi D = R" e W (z) ¢ radialmente illimitata, esistono delle funzioni ay, ay € Ko
per cui tale disuguaglianza vale per ogni x € R". In particolare se W (z) = 2" Pz, P = PT > 0

Amiu(P)H-T”g <a"Pr < )\,,,E\X(P)”.’EHS.

Una dimostrazione di questa affermazione si pud trovare in [?], pag. 657.
8 Per una dimostrazione del lemma del confronto si veda [?], pag. 651.
9 Infatti pill in generale si puo considerare una funzione continua ma non derivabile il cui limite superiore sia tale che

v(t+h) —v(t)

DT v:=limsu
P h

h—0"7

< f(t,v) e v(ty) = vy < x9

conv(t) e U,Vte [ty),T). Se v(t) & derivabile rispetto a t il “limsup” del rapporto incrementale coincide con la derivata usuale

D*u(t) = o(t).
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Esempio. Si supponga che
i =—(1+2%), xo = a.

Poiché —(1 + 22)x & localmente Lipschitz, esiste la soluzione x(t) in [tg,1) per qualche t;. Volendo una
limitazione per z(t), si prenda v = 22, per cui

O =2xi = —22% — 22t < 227 = —2v, vy =d’.
Applicando il lemma del confronto e poiché la soluzione dell’equazione

u = —2u, up = a?

o

u(t) — uoe—Q(t—to) — a2€_2(t_t0)

per il lemma del confronto si ha

da cui
|z(t)] < ae”(tt0), o

Un altro utile risultato e il seguente.

Lemma 3. Data I'equazione differenziale scalare

y=-ay),  ylto) =10

con a € K e localmente Lipschitz su [0, a), la soluzione y(t) & unica, definita per ogni t > ty e per ogni
Yo € [0,a), e data da

y(t) = Byo, t — to)
con 3 € KL su [0,a) x [0,00). o

Inoltre se

M <g(t.h),  Vhe (0.0

lim g(t, h) = go(t)

h—0~

allora D o(t) < go(t).

11 limite superiore di una sequenza {z,} di numeri reali ¢ quel numero reale y tale che

a) per ogni € > 0 esiste un intero N tale che z, < y + & per n > N (ciot¢ alla fine tutti gli elementi della sequenza sono minori di y + €);
b) fissato € > 0 e fissato m > 0, esiste un intero n > m tale che z, > y — € (cio¢ esistono infiniti termini pitt grandi di y — ¢).

Se {z,}, {x,} sono tali che z, < x,, Vn > 0, risulta che limsup z, < limsup z,. Da cid segue che se

200 n—o0

v(t+h) —o(t .
PED 2O < gy, e @ e tm gt k) = a)
h—0—
allora D v(t) < go(t).

L’introduzione del limite superiore ¢ legata al fatto che per alcune funzioni non esiste il limite ma, allo stesso tempo, in corrispondenza a tale
valore limite non assumono valori infiniti. Un esempio ¢ la funzione sen wt per ¢ tendente all'infinito. Per tali funzioni si introduce allora il concetto,
piu debole, di limite superiore. Nell’esempio della funzione sen wt il limite superiore per t — oo ¢ 1. Analoghi discorsi valgono per il limite inferiore
lim inf.
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Esempio. Data y = —ky, k > 0, la soluzione ¢

y(t) = yoe ) = B(yo,t — to).
Cosi pure, data § = —ky?, k > 0, la soluzione &

y(t) = —L  — Blyo,t o).
1+ kyo(t — to)

Diamo ora la dimostrazione del teorema di Lyapunov.

Dim. [Teorema di Lyapunov] Presi r, p > 0 tali che B,_, C D e

p< min Wi(z)

lz—zell=7
si consideri I’insieme tempo variante
@, ={x€ By, | V(tz)<p}

Poiché Wy (z) < V(t,x) < Wa(x), si ha che per ogni istante ¢t > ¢

Capitolo 2. La stabilita interna

< p} C By, r

{x € By, , | Wa(z) < p} C 2, C{x € By, | Wi(x)
e sono nell’interiore di B;, ,, in quanto p < | rnlnH Wi (x).
T—Te||=T
W €xc) T
= I—;:‘— R
O { S N i_mw‘xfb’._

|._.._l vl
| ]

SN ;;\ﬂ-»tt?_jr S ZR AP BT
= AN p 1 |
I L ™~ T ¥ 1 I
SN e
M \""f\" / ;=N B 7
i "'Tt_r__ e Illi
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Figura 11

Ora per qualsiasi istante iniziale ¢y > 0 e per qualsiasi stato iniziale zg € {2, 4, la soluzione x(t) che
parte da (to, xo) vi rimane per ogni istante di tempo ¢ > ¢y in quanto V (¢, z) & negativa in D — {z.}. Sia

xoe{xGBmeHWg <p}

Rimanendo z(t) sempre in B, , ed essendo ivi localmente Lipschitz, z(t) ¢ definita V¢ > .
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Ora dalla prima delle condizioni

7

Vi) = 20t) 4 VLD 1y 2y < wy(a) < —as ().
si ricava
I = el > 03 (V(t,2))
per cui

V(t,z) < —ag(flz —zef) < —

con a=azoa, " €K sul0,r].

—1

az(ay

(V(t,2)) = —a(V(t,z))

Si supporra che a € K sia anche localmente Lipschitz'® su [0, r].

ty (w-'xigu)f

4

;'VT/ "f':')l
| |

)

Figura 12

| | | | *A
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‘,dj(d T}({’))
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T syt )
e T i e ot s, f-
| “f(.irmi)"ff% 13 b NS G O xe )
Figura 13
Si consideri ora 1’equazione
y=—ay),  ylto) =yo = V(to, o)

in cui « & di classe K ed ¢ localmente Lipschitz su [0, r]. Per un lemma dato precedentemente la soluzione
y(t) & unica e definita per ogni ¢t > ty e per ogni yo = V(t9,z0) € [0,7], ed & data da

y(t) =BV

con B € KL su [0,7] x [0, 00).

(to,0),t — to)

10 Se o non fosse localmente Lipschitz si considera una funzione 3 che lo sia e tale che a(y) > B(y), sicché

V < —af

V) < =p(V).

Ad esempio se a(y) = /y ¢ una funzione di £ ma non & localmente Lipschitz in i = 0. Si prende allora

_ y se y<
ﬂ(y)f{\/73 e y>

1

1 € K e localmente Lipschitz.
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Utilizzando quindi il lemma del confronto tra

V< —a(V), V(to, z(to)) = o

y= _a(y)’ y(t()) =Y = V(t(),l'())

e considerato il p < r, si deve avere
V(tal'(t)) S y(t) = ﬁ(V(tQ,xo), t— tO)a Vi Z th Vyo = V(thJ;O) S [Oap)
Dunque ogni soluzione z(t) che parte in §2;, , (e, come visto, ivi rimane) soddisfa la disuguaglianza

la(t) =zl < oy (V(tz(t) < ay ' (B(V(to, o), t — to))
< ay H(Blaa(l|lzo — ze)), t —to)) = B(l|zoll, t — to)

con € KL in quanto a1, as € K e 8 € KL. Volendo questo Yz, € {J; € By, r | Wa(z) < p}, si ha la
definizione di uniforme stabilita asintotica di ..
Da quanto dimostrato finora si vede che una stima della regione di attrazione di x, € l'insieme

S, ={x € By, | Wa(z) < p}.

Se D = R" e Wi(z) ¢ radialmente illimitata allora z, & globalmente uniformemente asintoticamente
stabile. Infatti se Wi(z) ¢ radialmente illimitata allora anche Wa(x) lo €, per cui S, rimane sempre
limitato per qualsiasi p > 0. Pertanto per ogni o € R" si puo scegliere p grande abbastanza in modo
tale che g € S,.

Se poi W3(x) = 0 ovviamente si pud provare la semplice stabilita di z., che per quanto mostrato &
uniforme. o

Nel caso di Wi (z) radialmente illimitata si dice che la V (¢, 2) & una funzione di Lyapunov radialmente
illimitata. Dalla dimostrazione si vede che una stima della regione di attrazione di x. e 'insieme

S, ={x € By, | Wa(z) < p}.

Sempre dalla dimostrazione si vede che il teorema di Lyapunov poteva essere enunciato riferendosi a
funzioni di classe K.

Corollario 1. [Teorema di Lyapunov] Sia x. un punto d’equilibrio di & = f(t,x) con f:[0,00) x D — IR"
una funzione C*([0,00) x D), D dominio contenente x.. Sia poi V:[0,00) x D — IR una funzione
C1([0,00) x D) tale che

ar(flz —zell) <Vt 2) < ax(llz — zel])

oV (t,z) , OV(

ot 0

Vit >tyeVe € D, cona; €K su0,d). Allora z. ¢ uniformemente asintoticamente stabile. Se in
particolare «; € K su [0,00), allora z. é globalmente uniformemente asintoticamente stabile. Se infine
ag = 0 allora x. & (semplicemente) uniformemente stabile. o

+ VALT) 14, 2) < sl —ze])

Inoltre il teorema di Lyapunov vale in particolare per i sistema stazionari, per i quali la funzione
candidata puo essere presa indipendente dal tempo.
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Corollario 2. [Teorema di Lyapunov per sistemi stazionari] Sia x. un punto d’equilibrio di & = f(z)
con f: D — IR"™ una funzione localmente Lipschitz su D, dominio contenente x.. Sia poi V:D — IR una
funzione C*(D) tale che

ar(llz = zel)) < V(@) < anfe = o)
D) f(2) < ~as(lz — el

Vz € D, con a; € K su[0,d). Allora x. é uniformemente asintoticamente stabile. Se in particolare o; € K
su [0,00), allora z. é globalmente uniformemente asintoticamente stabile. Se infine az = 0 allora z, &
(semplicemente) uniformemente stabile. o

Si osservi che poiché la funzione V' & continua, se Wy(z) < V (¢, z), ovvero a3 < V(t,z), ovvero
a1 (]|z — zel]) < V(x), allora deve esistere una funzione Wa(x), ovvero as(||x — x.||), per la quale vale che
V(t,z) < Wa(x), ovvero V(t,z) < as(]|lx — z.||), ovvero V(z) < as(||z — z¢||). Dunque la disuguaglianza
a destra della prima relazione del teorema di Lyapunov e dei suoi corollari & in realta ridondante, ma &
utile in quanto fornisce un limite alle traiettorie del sistema, come visto nella dimostrazione del teorema.

Si noti che nel caso particolare in cui

Bille — z]l© < Wie) < V(t2) < Wa(a) < kol — 2.

V(t,x) < —Ws(2) < —kslz — 2

con k;, ¢ costanti opportune, operando come nella dimostrazione del teorema di Lyapunov si ha
e 1
o =z = —V(t z)
ko

e quindi in virtu del lemma del confronto

. k _ kg4
V(t,z) < —ksllz — z[|” < —k—SV(t,m) = V() < V(t, zo)e *2 710,
2

Inoltre

IN

k3 % 1
— 52 (t—to) ks, <
o) | — 1 < [ngo—xence ka1
1

[Vitea)] [ Vitozoe

= oo — e (£2)" e )
ky

e dunque z. ¢ esponenzialmente stabile (globalmente se le ipotesi valgono globalmente).

Esempio. Sia i = —(1+ g(t))z3, con g(t) € C% e g(t) > 0Vt >ty = 0. Per studiare z, = 0 si prenda
Viz)= -z =  V=—2*(+git)<—2* VreR, Vt

Prese le funzioni Wy (x) = Wa(z) = V (), Wa(z) = x%, si trova che z, = 0 & globalmente uniformemente
asintoticamente stabile. o
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Esempio. Si consideri il sistema
1 = —z1—g(t)r2
.’j?g = X1 — X2
con g(t) € C, g(t) € [0,k], g(t) < g(t), Vt >ty = 0. Per studiare il punto di equilibrio z,=0 si prenda
la funzione candidata 1 1
Vit@) = ai+ (1 +g(t)73

ottenendo
V(to) = —a3—g(B)zims+ (1 +g(t)z2z — (1+ g(t)23 + Lg(1)23

= 22— (1+g(t)23 + Lg(t)a3 + 2122

< —af —ad+aam — g(t)2d + Sg(t)a3

- 7%(‘@1 ) < _21 _21 ) < 2 > - f%xTPx = —Ws(z), P=PT>0.
Inoltre

Wi(z) = %(xf +23) = %me <V(t,z) < %x% + é(l + k)i = %QTT ( (1) 1 J(: I ) r = Wa(z).
Ora essendo
(e = ael) = - ol < Wao), Wala) < =5 ol = as(lo — )

ag([lz — zc|)) = Amin(P)[|2]* = [[z]|* < Ws(=),
si ha ) 1+ k
L2 < V(t,2) < Ly o)

V(t,x) < ~lz]*.

Dunque z. = 0 & globalmente esponenzialmente stabile, e applicando le formule viste
el < VI+TE e T 0 gy . :

Esempio. Si consideri un generico sistema lineare &(t) = A(t)z, per il quale ovviamente z. = 0. Sia
A(t) € C° VYt >ty = 0. Sistudi z, = 0 considerando V (¢, z) = 27 P(t)x. Si calcola allora

Vit,z) = aTPt)A(t)z +2TAT(#)P(t)x + 2T P(t)z

= o [P(t) + P(t)A(t) + AT(t)P(t)} z.
Si supponga che esista una matrice P(t) soluzione della seguente equazione di Riccati
P(t) + P(t)A(t) + AT(t)P(t) = —Q(t)
con Q(t) € C° simmetrica e definita positiva
Q) > ksl, Vt>ty=0.

Dunque '
V(t) = —2" Q(t)z < —ks|[*.
Inoltre
ki z))? < V(t, ) < k|22, k1 = Amin P (%), ko = AmaxP(t)

e V(t,z) & radialmente illimitata. Dunque x. = 0 ¢ globalmente esponenzialmente stabile. o
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Una classe di funzioni scalari V(z) la cui definitezza del segno puo essere facilmente controllata &
quella delle funzioni quadratiche omogenee

Viz) = (x— xe)TP(x —Te) = Z Zpij (x; — xei) (T — Tey)

con P matrice simmetrica reale; se P non fosse simmetrica basterebbe considerare la matrice (P + PT)/2.
In tal caso V(z) ¢ definita positiva se e solo se P ha valori positivi, il che ¢ vero se e solo se i minori
principali consecutivi di

P11 P12 D13
P12 P22 P23
P=1 pi3 ps pas
ossia
P11 P12 P13
|p11|, ‘Zi; g;z P12 P22 P23 |, Ty \P\
P13 P23 P33

sono positivi (condizione di Sylvester). Poi V(x) ¢ semidefinita positiva se P ha autovalori maggiori o
uguali a zero, il che € vero se e solo se tutti i suoi 2 — 1 minori principali sono maggiori o uguali a zero.
Per indicare che P ¢ definita positiva (semidefinita positiva) si scrive P > 0 (P > 0).

Si noti che V(x) € definita negativa se —V(x), e dunque —P, ¢ definita positiva. Cid avviene quando
i minori principali consecutivi di —P sono positivi, ossia quando quelli di P sono negativi se dispari e
positivi se pari. Analogamente V(z) & semidefinita negativa se —V(z), e dunque —P, & semidefinita
positiva. Questo si ha quando i 2 — 1 minori principali di P sono negativi se dispari e positivi se pari.

Esempio. Nel caso

V(‘T) = CME% + lexS + al’% + 4x2x3 =+ ax% = xT

_ o

N O

QN
5

i minori principali consecutivi sono a, a?, a® — 5a. Inoltre i minori principali sono 22 —1=7

eaa [0 0|2 1] ]2 2| [0 a o
1 2 a
Dunque

0P>Opera>\/5;
OPZOperaZ\/g;
e P<0Opera<0,a’®>0,a®—5a<0,ossia per a < —/5;
oPgOperagf\/g;
e P ¢ indefinita per a € (—v/5,v/5). o

Il teorema di Lyapunov permette di stabilire delle proprieta senza risolvere ’equazione differenziale.
D’altra parte non esiste un metodo sistematico generale per trovare una funzione di Lyapunov, ossia una
funzione V(z) € C*(D) con V(z) definita positiva e V(z) definita o semidefinita negativa. Spesso si
possono considerare funzioni simili a quella d’energia del sistema.
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Esempio. Sia & = —g(z), con g(z) localmente Lipschitz in (a,—a) e g(0) = 0, zg(x) > 0 Vx # 0 in
(—a,a). Ad esempio si consideri il caso della funzione in figura.

g(x)

°\

Figura 14
11 sistema ha z. = 0 isolato e, nell’intervallo (—a,a), se > 0 risulta & = —g(z) < 0 e dunque z(t)

decresce, mentre se < 0 si ha ¢ > 0 e quindi z(t) cresce. Dunque z(t) — 0 per t — 00 e z, ¢ stabile
asintoticamente. Ed in effetti si consideri

Vo) = [ aterae
che & C1((—a,a)) ed ¢ V(0) =0e V(x) >0 per 0 # x € (—a,a); infatti se z > 0

Viz) = /0 " g(©)de > 0

esex <0 o
x
V) = [ g = [ [~ g€ e >0
0 x

La sua derivata vale a—‘; = g(x), che & continua. Dunque V(z) & una funzione di Lyapunov candidata.
Per vedere se & una funzione di Lyapunov si calcola la derivata lungo la traiettoria del sistema

: ov ) .

Vir) = P 9(@)[—g(x)] = —g°(z) <O in (=a,0)U(0,a)

x

Dunque z. ¢ asintoticamente stabile. o

Esempio. Si consideri nuovamente la dinamica del pendolo

mi?9 = —kd — lmg send = = k g
= —W.’L‘Q - T senTy.

Se l'attrito e assente, ossia k = 0, si consideri la funzione energia

L 9 L 22

V(z) = —mv* + mgh = —ml*z5 + mgl(1 — coszy)

2 2
in cui .

v =19 = lag, h=1(1— coszy).
In realta si puo prendere anche la funzione

Vie) V() _ 1,

g
Vilzg) = ——F = ——=—-25+=(1— coszy)
mi2 J 277
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con V4 (0) = V(0) = 0 e definita positiva per
1— coszy >0 & x1 € (0,2m).

La derivata di V;(z) lungo la traiettoria del sistema &
N B
V(z) = zoide + =i senzy = 0.
l

Essendo semidefinita negativa, z. = 0 & semplicemente stabile. E asintoticamente stabile, ossia puo
esistere un’altra V(z) tale che V(z) < 0?7 No in quanto se z(ty) = o, e quindi la traiettoria parte dalla
linea di livello V4 () = x¢, poiché

Vi(z) =0

e non pill genericamente V; (z) <0, si ha che la traiettoria rimane in tale linea di livello
Vi(z)=0 = V(z) = costante = V(2(0)) = V(zo).

Se invece lattrito ¢ presente, ossia k # 0, utilizzando la funzione V;(z) come funzione di Lyapunov
candidata si ha

Vi(z) = z1d9 + gacl senzr; = Iy <—SL’2 _9 senx1> + gﬂ?g senzy = ———x3 <0
l ml? l ml?
la quale & semidefinita negativa in quanto si annulla nei punti s = 0, ed x; generico. Dunque z, =0 &
stabile. In realta z. = 0 € asintoticamente stabile ed in effetti basta considerare una funzione candidata
un po’ piu complessa

1 g 1 P11 P12 Ty
V(z) = —2T Pz + Z(1 — cosz :f<x x) + ¢g(1 — cosx
(@) 2 l( ) 2 o P21 P22 T2 9( 1)
con la quale si ha
V(z) = (zipi1 + 22p12)z2 + (21p12 + T2p22) (—#xz - % Sen:m) + %mz sen
= (pu - #pm) r1T2 + (p12 - #pn) z3 — %pmﬂﬁ senxy + %962 senz(1 — pao).
Preso
k
P11 = ——P12, pa2 =1
ml?

si ha

. k
V(z) = (Plz - ) mg — gplle senz; < 0
ml? l

per p1a < %, in quanto x1 senzq > 0 per |z| < 7. Per vedere per quali valori P > 0 si noti che
m
k
p— ( ml2p12 P12 ) >0
P12 1
k

k
—p12 — pfg >0 = P12 € (O, 7)
ml? ml

per
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Preso ad esempio p12 = %% si ha contemporancamente V' > 0 ¢ V < 0. Dunque z, ¢ stabile
asintoticamente!!. m o

In tale esempio la V(x) ¢ stata “costruita all’indietro”. Una procedura che utilizza tale idea ¢ il

T
metodo del gradiente variabile di Schultz e Gibson (1962). Posto %% = g(x), sl pud scrivere

V(z) = ?;f(w) — T () ()

per cui si pud pensare di determinare g(x) in modo tale che V < 0 e sia al tempo stesso il gradiente di
una funzione definita positiva V' (x).
Condizione necessaria e sufficiente perché

T
9(z) = grad V(z) = 2L
ox

. . . N g . . . . 0g; g,
ossia sia un differenziale esatto, & che 8—2 sia simmetrica ossia che agl = 29i

Zj 8331 ’
condizione, si impone che g7 (x)f(z) sia definita negativa. Infine si calcola V (z)

_ x - _ x N ‘
V(z) = /O g7 (€)de = /O > 0le) de

Vi, j. Imposta questa

Poiché

9" (x) dx = g1(x) doy + - - - + gn(z) dz,y
¢ una forma differenziale esatta, I'integrazione & indipendente dal percorso scelto per andare da 0 a = per
cui si puo ad esempio calcolarlo percorrendo gli assi x;

T2

V(x)z/ gl<§1,o,~~,0)da+/ 92<x1,52,0,~~,0>d§2+-~-+/ (@1, 2, Ent, En) .
0 0 0

Si impone infine che V(x) sia definita positiva.
Le funzioni g;(z) possono ad esempio essere poste pari a

gi(x) = an(x)x1 + - + ain(2)2y.

Esempio. Si consideri il sistema

.]'31 = X2

j;Q = —T2 — Ii’
che ha z, = 0 isolato. Posto

g(x) =

az(x)x1 + ag(x)xs

( a1 (z)x1 + az(x)x2 >
con a; genericamente funzioni di z, per la condizione di simmetria si ha
dg1 Oay Oas Oas Oay dgo

= —x1+—x2+a2 = —z1+a3+—z2 =
89:2 8x2 8:62 axl 8x1 axl

11 per vedere che x, ¢ stabile asintoticamente bastava in realta considerare il metodo indiretto di Lyapunov e l’approssimazione lineare

I 0 1 z 0 ,
( £ >_< -4 - k, ) ( S )+( O(a?) ):Af”+0(m)

ml

e notare che 0{A} C C~. Questo verrd mostrato nel seguito.
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Inoltre

V= (@121 + asw2)s + (a3 + asxs)(—xo — 23) = (a1 — a3 — agx?)w129 — (a4 — a2)23 — a3x].
Si puo imporre V<0 scegliendo a; — a3z — a4x% = 0, per cui a; = a3z + a4x% e ag > as, az > 0 con

as, as, a4 costanti. La condizione di simmetria diventa as = as. Infine g1 = (ag + agx%)ml + asxs,
g2 = a2%1 + a4%2, €

Vi) = / (az + €26 déy + / (@521 + asts) d

= %aﬂ% + iagx‘f + asx1x2 + %cusc%

1 1 x
= %ag(fﬂl SCQ)(I M)(gj;)—f—}lagl‘%

az

definita positiva su tutto IR?. Dunque z, = 0 & stabile asintoticamente. o

Esempio. Si consideri un sistema in forma piu generale di quella dell’esempio precedente
il = X9
.’tg = —axg — h(.’El)

a > 0, h(z) localmente Lipschitz con h(0) = 0 e zh(x) > 0 per z € (—b,0) U (0, ¢). Si noti che 23 gode di
tali proprieta.

Figura 15

Inoltre si noti che ’equazione del pendolo € anch’esso in questa forma, con

a=—", h(zy) = gsenscl.
ml?
Si ponga
ay(x)zy + az(x)xs

g(x) = ( az(z)z1 + az(z)zs )

e si imponga

daq Oas das Oay
— 1+ —T2+ a2 = —1 +az3+ —22
0o 0xa o1 O0x1
e
V = (@121 + agxe)xs + (asxy + agwe)(—h(z1) — axs)

= (a1 —aaz)z179 + (az — aay)x3 — azz1h(x1) — agxsh(zy) < 0.
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Ad esempio si puo porre

h(x1)
1

(a1 —aaz)xy — ash(z1) =0 = a1 (z) = aq

+ aas

per cui
V= —(aay — ag)xg —asz1h(z1) <0

per ag > 2, a3 > 0 e ag, as, ay costanti. La condizione di simmetria diventa as = a3. Pertanto

91(z) = aazxy + agh(x1) + asws, 92(x) = azx1 + agxs.

Inoltre

Viz) = /O " (aasts + ash(€r)) ey + /O " (a1 + aa) dé

1 o 1
= Eaazx? + a4/ h(€1)dé1 + azzias + 5@463
0

— saln ) (§oa ) (0) v [ ae

a 1 o1
e poiché ag—g —1 > O risulta ( 1 @ ) > 0. Inoltre in un precedente esempio si ¢ visto che / h(&1)dé
0

az
& sempre positivo per z1 € (—b, ¢). Essendo soddisfatte le condizioni del teorema di Lyapunov sul dominio
D={ze R? | z; € (b, ¢)}, z. = 0 & asintoticamente stabile. o

Altri esempi di funzioni simili alle funzioni energia sono le seguenti
e V(z) = ||z||?, per la quale se 'equazione
i':f(t,$), {E(to) = Zo

ha f(¢,z) Lipschitz in x su [tg, 00] x D, D dominio contenente 2 = 0, con costante di Lipschitz L e
con f(t,0) = 0, e si suppone che la soluzione z(t) sia definita V¢ > ¢4 e che appartenga a D, allora'?

V(2)| < 2L|x|3 = 2La"x
e che cio consente di affermare che

lzolle™ 1) < izl < flaolle" ).

e V(x) = sen?(||z]|?), che & localmente definita positiva.

Si possono anche considerare funzioni dipendenti dal tempo, che saranno utili nello studio di sistemi
tempo varianti. Ad esempio

V(t,z) = (t+1)||z|?, V(t,x) = etz Pa, P=pP">0

che sono definite positive.

12 i vedano gli esercizi alla fine del Capitolo 1.



2.3. Regioni di attrazione e stabilita globale 87

2.3 Regioni di attrazione e stabilita globale

La definizione di stabilita asintotica di un punto di equilibrio z. afferma che per stati iniziali 2y sufficien-
temente vicini al punto di equilibrio I’evoluzione z(t) tende asintoticamente ad z.. Non precisa perd né
quanto “vicino” deve essere g ad z., né se “allontanandosi” da x. tale proprieta continua a valere.

Si definisce regione di attrazione'® l'insieme degli stati iniziali zy a partire dai quali le soluzioni

convergono ad .

R, = {xg e R" | tlim x(t, to, x0) = x@}.

Spesso ¢ difficile o impossibile determinare analiticamente I’esatta regione di attrazione di un certo ..
Le funzioni di Lyapunov possono essere usate per fornire una stima per difetto delle regioni di attrazione.
Infatti nella prova del teorema di Lyapunov si € visto che, in virtu delle ipotesi, se I'insieme definito dalla
linea di livello V(z) = ¢ e dato da

2. ={z|V(z) <c}

¢ limitato ed & contenuto in D, allora se xg € (2. risulta che x(t) € {2, Vt > to. Nell'ipotesi di stabilita
asintotica di x., 2. € dunque una stima della regione di attrazione. Eventualmente tali stime possono
essere allargate per fornire tutta la regione di attrazione.

Un caso particolare ¢ quando la regione di attrazione ¢ tutto IR™. In tal caso se z. ¢ stabile asin-
toticamente per ogni stato iniziale x( la soluzione tende a x., e dunque indipendentemente da quando e
grande ||zg — z¢||. Questa ¢ la definizione di punto di equilibrio globalmente asintoticamente stabile.

Per avere stabilita asintotica globale risulta necessario, per ¢ grande, che (2, sia limitato. Infatti se
non lo fosse la traiettoria potrebbe andare all’infinito. In generale non sempre & possibile che (2. sia
limitato , data una certa funzione di Lyapunov. Ad esempio per la funzione candidata di Lyapunov

2
Ty

V(z)= + 5

1+ 23
le linee di livello V(z) = ¢ sono curve chiuse per ¢ piccoli, e in corrispondenza 2. ¢ limitato, mentre oltre
un certo valore ¢ = 1 le linee di livello sono aperte, e in corrispondenza (2. ¢ illimitato. Infatti

iV(I) _2m(14af) —227  2m ’ div(x) _ A+’ a1t af) ) 1327
dy (1+a2)2 (1+ 22)2 da? (14 221 11 22)°
; . x? . ) ) .
e il grafico della funzione 1 +1 5 mostra che vi ¢ un asintoto orizzontale in 1 per x; — +oo.
7

13 La regione di attrazione e anche detta regione di stabilita asintotica, o dominio di attrazione, o bacini di attrazione.
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Quindi perché gli insiemi {2, siano sempre limitati occorrera imporre la condizione aggiuntiva

lim V(z) =00

llzl|—o0

ossia che V (z) sia radialmente illimitata. Esistono alcuni risultati in proposito.

Teorema 3. [Teorema di Barbaskin-Krasovskii] Sia x. un punto di equilibrio di & = f(z) con f: R" —
IR"™ localmente Lipschitz. Sia poi V:IR" — IR una funzione CY(IR"™) definita positiva e radialmente
illimitata, con V(z) definita negativa. Allora x. é globalmente asintoticamente stabile.

Dim. Basta mostrare che {2, € sempre limitato. Si applica poi la dimostrazione del teorema di Lyapunov.
Poiché V(z) ¢ radialmente illimitata, per ogni ¢ > 0 esiste un r > 0 per cui per ||z — x|| > r risulta

V(z) > ¢. Dunque

Qo ={w€B, , | V(@) <c} CBs,={zeR"||z—a <r}

e {2, ¢ limitato.

Esempio. Il sistema

1
5 + 212
(1+ 22)?

1+ T2

(1+ 22)?
ha ., = 0 come punto di equilibrio. Si consideri poi

i1 = —6

by = 2

2
Ty

Viz) =

1+ a3
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come funzione candidata di Lyapunov. Si e gia visto che non é radialmente illimitata. La derivata lungo

le traiettorie del sistema vale

4
(1+a2)

(1+a)

21 —6—X + 2, | — 22, F1t T2
@+ﬁf< (1+22) 2) (1+a3)?

4
(ot ) e

<0, Vz e R?, z #0.

Poiché V (x) non ¢ radialmente illimitata non si pu6¢ dedurre che z. ¢ globalmente asintoticamente stabile.

In effetti lo & solo localmente. Si consideri infatti zo = L 1 due rami dell’iperbole dividono il piano in

T

tre regioni. Si provera che la traiettoria che parte da punti abbastanza “lontani” da x. attraversera tali

rami per poi non ritornare piu all’origine.

&

)2;. Ir . NESPURER

“-\H“‘_'“
— b X,

\
Figura 17
L’iperbole ha tangente con coefficiente angolare

d 1

my(z) = 22 =~

dx; x?

ey~ B mam
fi(z) 3z, — 2o (1 + m%)
Si studia dunque quando
T+ 1
L 5 zmg(x)>m1(x):——2.
3r1 — X2 (1 + z%) 7

In particolare per x5 =1 si ha
r1+1 S 1

2 2
3z1 — (1 + x%) 1
ovvero

2

—3z1 + (1 + 22

x%> ! ( 1)
1+ 1
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Consideriamo il primo quadrante, in cui z1 > 0
(z1 4+ )23 > —3z; + (1 + 23)?

e dunque
—a} a2 —2? + 32, —1>0.

Le soluzioni dell’equazione associata sono 1,1 = 0.3680, 1,2 = 1.4277, oltre a due soluzioni immaginarie.
Inoltre il primo membro & negativo per 0 < zy < x1,1 e per £; > x1,2, mentre ¢ positivo per 211 < 21 <
x1,2. Questo significa che la disequazione mq(x) > m(z) & verificata solo per 11 < x1 < %12, mentre
non ¢ verificata per 0 < x1 < x1,1 e per 1 > 71,2. Dunque per 0 < 21 < 1,1 € 1 > 71,2 la pendenza
dell’iperbole ¢ maggiore di quella della soluzione z(t), la quale dunque nel primo quadrante tendera ad
“uscire” dall’iperbole e cioé ad allontanarsi dall’origine, per poi non “rientrare” piu. Per punti iniziali
tali che 1 > 12 e 22 > 0 la traiettoria si allontanera dunque dall’origine, la quale non ¢ un punto
d’equilibrio globalmente asintoticamente stabile. o

Esempio. Consideriamo nuovamente il sistema
i’l = T2
j?g = —h(a:l) — Xy

a > 0, h(x) localmente Lipschitz con h(0) = 0 e xh(z) > 0 per z € (=b,0) U (0,¢). Tale sistema ha
Porigine punto d’equilibrio isolato. Con il metodo del gradiente variabile si era trovato che una funzione
di Lyapunov era

Ve = ta(o m) () w ) (0 ) weds

az

la quale & definita positiva sul dominio D = {x € R? |z, € (—b, c)} poiché as > 0, a > 0, a% —1>0,
ayg > 0. Per essa si era visto inoltre che

V = —azzih(z)) — (aay — ag)z? < 0

a3z > 0, e quindi si era arrivati alla conclusione che z, = 0 ¢ stabile asintoticamente. Questo risultato era
ovviamente locale, valendo per il dominio D.

Supponiamo ora che la condizione xh(z) > 0 valga per ogni & # 0. In questo caso V(z) & definita
positiva su tutto IR? ed & radialmente illimitata. Inoltre V & definita negativa su tutto IR?. Pertanto
z. = 0 ¢ globalmente asintoticamente stabile. o

Perché z. sia globalmente asintoticamente stabile occorre che sia I'unico punto d’equilibrio del sistema.
Se ce ne fosse un altro ., infatti, la traiettoria che parte in Z. rimarebbe in Z. per ognit > g e
non tenderebbe a z. = 0. Dunque la stabilita asintotica globale non e studiata per sistemi con punti
d’equilibrio multipli, come per esempio il pendolo.

Un altro utile risultato e il seguente.

Teorema 4. [Teorema di Krasovskii] Sia x. d’equilibrio per il sistema @ = f(x), con f:D — IR",
D C R" compatto contenente x., localmente Lipschitz in D. Se f € C1(D) e se esistono una costante
a > 0 ed una matrice P = PT > 0 tale che

a(Paf(x)—i—afT(x)P> - {/\| R()) <—a}, Vo e D

Ox Ox
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allora x. = 0 ¢ asintoticamente stabile. Se poi D = IR", z. ¢ globalmente asintoticamente stabile.

Dim. Si consideri V(z) = fT(z)Pf(x), definita positival? e con

. . . ofT 0
Vie)= fTPf+ fTPf = fT (fP+Pf> f.
oz oz
.o Of7 of . . N . . .
Ma poiché =4—P + P—x ha autovalori tutti a parte reale negativa, € una matrice definita negativa, e
pud porsi pari a —Q(x), con Q(x) > 0, Vo € D. Dunque V(z) < 0, ossia V & definita negativa!®. Dunque
z, ¢ stabile asintoticamente. Infine V' & radialmente illimitata poiché

per cui

of

171 ain (22 e

Ox

in cuit® 5
Amin (f)‘ > 0.
ox

Dunque se ||z|| — oo anche || f|| — oo e V' & radialmente illimitata. o

Esempio. Il sistema

i’l = —3(E1 —+ X9
.’1'?2 =1 — X9 — .’L‘g
¢ tale che
af (-3 1
O - 1 —-1- 3:5%
per cui

of off ([ -6 2 . -3 1 _
3x+3x_< 2 263:3)_2( 1 13x§>_2Q'

Gli autovalori di oz + 5z Sono quelli di @

A+3 -1

_ 2y 1 _ )2 2 2
—1  A+1+ 322 =A+3)A+1+323) = 1=+ (4+323)A + 2 + 973

e poiché i coefficienti di A2 + a\ + b sono sempre positivi per ogni = € R?, le soluzioni sono a parte
reale strettamente minore di zero. Dunque esistera un « che soddisfa il teorema e x, = 0 & globalmente
asintoticamente stabile. o

Il seguente teorema consente di determinare esattamente una regione di attrazione di ..

14 La funzione V & definita positiva nella variabile f. Lo & anche nella variabile 2 poiché, essendo f € C'(D) e f(z.) = 0, si puo invertire in punti
dell'intorno di z, in modo univoco, e dunque i punti y = f(x) e i punti = f~!(y) sono in corrispondenza biunivoca.
15 Si noti che V(z,) = 0 poiché f(z.) = 0.
of L of

T
16 Gli autovalori di P % sono compresi tra I’autovalore minimo e quello massimo di P s + Fr P, e dunque sono inferiori a una quantita negativa

—c. Poiché P > 0, ossia gli autovalori sono positivi, quelli di P saranno negativi, e quindi non nulli. Dunque > 0.
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Teorema 5. [Teorema di Zubov] Sia z. un punto d’equilibrio di @ = f(z) con f:D — R", D C R"
dominio contenente x., localmente Lipschitz in x su D. Se esiste una funzione V:D — IR, C*(D) tale
che

e V(z.) = 0 e V(z) € (0,1) per  # z. interno a D, mentre V(xz) = 1 per x € 9D, ovvero
lim V (z) =1se D é illimitato, e

lz—ooll

o V() & soluzione di V(z) = —W(z)(1—V(2))1/1 + ||f(2)||* per almeno una funzione W (z) definita
positiva,

allora D coincide con la regione di attrazione di x..

Se ¢ possibile determinare una funzione W (z) definita positiva ed una soluzione V' (z), i punti = per
V(z) = 1 costituiscono la frontiera della regione di stabilita. Si noti che una V' (z) che soddisfa le ipotesi
del teorema di Zubov & sicuramente funzione di Lyapunov, poiché & definita positiva, mentre V(x) S
definita negativa, e la linea di livello {2.—; € la frontiera di stabilita, e dunque essa assicura la stabilita
asintotica del punto d’equilibrio x..

Esempio. Il sistema
i‘l = —I + QI%IQ

i’g = —X2

ha z. = 0 stabile asintoticamente localmente. Cio puo essere visto prendendo la funzione candidata

1
V=>=xTg
2

per la quale si ha

V= x1(—x1 + Qxfxg) + xo(—x2) = f(:c% + x%) + 233:{'@ <0

per x1, x5 sufficientemente piccoli.

Per applicare il teorema di Zubov occorre determinare una funzione W(x) definita positiva ed una
soluzione V(z) dell’equazione V(z) = —W(z)(1 — V(z))\/1+ || f(z)||>. Per semplificare I'equazione &
comodo considerare la funzione

2
L+ [ f()]
la quale & definita positiva per ogni z € IR". Con tale scelta si ha
oV

V= —(—a1 + 2z1w,) + afv(*@) = —W(2)(1 = V)1 +[If(@)]* = —(2} + 23)(1 = V).
oy 0o

Si verifica che

21
V=1—¢ 2 20-=2122)

soddisfa questa equazione.
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e ~—
et - x,

< Ae

~N | .

< 7 I".
VIs € (0,4) '\ M VA EE]
Xq | 1":' %) = 4

Figura 18

Inoltre V' assume valore 1 per z1x5 = 1, cioe per x5 = i. Nella zona tra le due iperboli x5 = :I:i
T Mo

3 3 2 2
. . el . T N x .
risulta poi e 2 20-71#2) < 1 in quanto —72 < 0 e cosi pure ——L—— < 0 in quanto zyz2 < 1.

— T
Dunque ’esponenziale & minore di 1. Pertanto V(x) € (0,1) e risulta V%Of = 0. Dunque la zona tra le
due iperboli ¢ la regione di stabilita dell’origine. o

2.4 Teoremi di instabilita

Oltre a teoremi che affermano la stabilita o la stabilita asintotica di un punto d’equilibrio, vi sono teoremi
che stabiliscono quando un punto d’equilibrio ¢ instabile. Uno di essi € il teorema di Chetaev.

Sia V:D — R", D dominio contenente z., una funzione C*(D) con V(x.) = 0. La funzione V(z)
non deve necessariamente essere definita positiva. Per un qualsiasi € > 0 si consideri uno stato iniziale
xo tale che ||zg — z.|| < € e tale che V(xg) > 0. Considerato I'intorno sferico di raggio r

By, r = {x eER" ||z -z < r}
con r sufficientemente piccolo perché B, , C D, si consideri I'insieme
U={z€B,,,|V(z) >0}

Tale insieme U € non vuoto, in quanto contiene almeno zy. La frontiera di U e data dalla superficie
V(z) =0eda || — z.|| = r. Poiché V(z.) =0, z. appartiene alla frontiera di U ed ¢ interno a By, .

Esempio. Sia

V(r) = - (a2 - 23),

con z, = 0 tale che V(z.) = 0. Si noti che 23 — 23 > 0 per (x1 — x2)(z1 + x2) > 0 ossia per z1 > 2 nel
primo quadrante, z1 < 3 nel terzo quadrante, |z1| > x2 nel secondo quadrante e 1 > |x2| nel quarto
quadrante.
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X
Yo =%y
W k X Ker
/ . \ P
| S/ /1 1
. %4 </ _ -
Figura 19

Dunque V(zg) > 0 per z( arbitrariamente vicino all’origine.

Teorema 6. [Teorema di Chetaev] Sia x. un punto di equilibrio di & = f(x). SiaV:D — IR, D dominio
contenente x., una funzione C*(D) tale che V(x.) = 0 e V(xo) > 0 per qualche xo arbitrariamente
vicino a ., ossia tale che ||xg — x.|| < &€ per e > 0 qualsiasi. Se V(x) > 0 in U, z. é instabile.

Dim. Lo stato iniziale z( sia interno a U. Per ipotesi il valore di V(x) in xy ¢ positivo. Posto allora
V(o) = a > 0, mostriamo che la traiettoria x(t) che parte da tale generico punto iniziale zy deve lasciare
U. Infatti fintantoché z(t) € U per ipotesi risulta V(z) > 0, e quindi V() > a ossia la funzione V (z)
cresce. Indicato con

y=min{V(z) [z €UeV(z)>a} >0

il minimo valore assunto da V (z) fintantoché z(t) € U, il quale esiste poiché V & una funzione continua e
{zlzecUeV(z)>a}={a|ve By, eV(z)>a}

€ un insieme compatto, si ha

t t
V(o) = Viso)+ [ V(@) de > a+ [ rde=a+ali—t)
to tO
Ma V(x) & limitato su U, mentre per ¢ — oo risulta V(x) non limitato. Dunque x(t) deve lasciare U
in tempo finito. Ora z(t) non puo lasciare U attraverso la superficie V(z) = 0, poiché ivi la funzione
V(z) sta crescendo (V(z(t)) > a), per cui deve lasciare U attraverso la sfera ||z(t) — z.|| = . Poiché cid
avviene per ||xg — z.|| < &, con € > 0 piccolo a piacere, x. & instabile. o

Il teorema di Chetaev afferma in sostanza che se si riesce a trovare una funzione V che abbia V
positiva laddove V' & positiva, allora x. € instabile. Si osservi inoltre che il teorema di Chetaev si riferisce
a funzioni V di classe C1(D), non necessariamente definite positive. Se in particolare si considera una
funzione V definita positiva, e se risulta che la sua derivata V & definita positiva in un intorno o comunque
nell’insieme U, allora x. € instabile.

Teorema 7. [Primo teorema di instabilita di Lyapunov] Se V(x) € C' in un intorno di z. ed ivi é
tale che V(z.) = 0 e V(x) & definita positiva, e V(x) non ¢ definita negativa o semidefinita negativa
arbitrariamente vicino a x., allora x. € instabile.

Dim. In base alle ipotesi deve esistere uno stato iniziale xy arbitrariamente vicino a . tale che V(zg) > 0.
Definito U, si ¢ nell’ipotesi del teorema di Chetaev e x. ¢ instabile. o
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Teorema 8. [Secondo teorema di instabilita di Lyapunov] Se in un intorno D di x. esiste una funzione
V e C! taleche V() =0eV = AV+W(z) con A >0eW(x) >0 in D, se V(z) non & definita negativa
o semidefinita arbitrariamente vicino a . ¢ instabile.

Dim. In base alle ipotesi deve esistere uno stato iniziale xo arbitrariamente vicino a . tale che V'(xo) > 0.
Definito U, poiché W(z) > 0 in D e quindi in U, si ha V' > 0 in U. Per il teorema di Chetaev z. &
instabile. .

Esempio. Si consideri il sistema
& =21+ g1(2)

Ty = —x9 + g2(z)
con
2 )
gi(@)] < klzly,  i=1,2
in un intorno D di z. = 0. Questa disuguaglianza implica g;(0) = 0. Sia
1 2

V= 5(53% — x3)

con V > 0 per o = 0. Si definisce 'insieme U dell’esempio precedente. Inoltre
V =2l + 2191 (2) + 25 — 2292 ()
con
2 2 3
[T191(%) — 2292(7)| < |21] |91 (2)| + |22l [g2(2)| < [llly K 2]l + [[2lly & [lzlly = 2k [[=]]; -

Si hanno due possibilita:

1. w191(x) — x2g2(x) & positivo, per cui

2191(x) — 2292(z) < 2k ||z||3

e quindi .
V < |z[3(1 + 2klz]2)

ma tale relazione non puo essere utilizzata per dedurre che Ve positiva (laddove & positiva V);

2. z191(x) — 2g2(x) € negativo, per cui

—(2191(2) — 2292 ()) < 2k |||

e dunque
w191 (2) — 2292(x) > —2k ||z||3

sicché _
V > af + a3 - 2k||zll; = ||=]3 (1 - 2k |2]l,).

In questo secondo caso & possibile dedurre che V' & positiva ove & positiva V. Infatti considerato
I'intorno By, C D, la quantita (1 — 2k [|z||,) € positiva se 1 —2kr > 0, ossia se 7 < i Se dunque
I'intorno dell’origine ¢ abbastanza piccolo si ha che V' > 0. Per il teorema di Chetaev z. = 0 ¢
instabile. o
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2.5 Il principio di invarianza

Nel caso del pendolo con attrito

T1 = X2
__k . g
To m12 To 1 Senay
utilizzando la funzione candidata di Lyapunov
_ 12,9
Vi(z) = —a5+ =(1 — coszy)
2 l
si & trovato %
V1 = —71'3 <0
l2

per cui si & potuto solo affermare, usando tale funzione, che x, = 0 & stabile. Si & poi mostrato che
in realtd & stabile asintoticamente, utilizzando un’altra funzione di Lyapunov. Si noti perd che Vi &
negativa sempre tranne che per x5 = 0, ove si annulla. Ma perché risulti sempre Vi = 0, la traiettoria
z(t) del sistema deve essere confinata a zo = 0 e, considerate le equazioni dinamiche del pendolo, questo

¢ possibile se e solo se
k

tTg=0=——-0— g sen (1)
mi?
ossia se e solo se 1 = 0. Se invece x1 € (—m, ), e nello stesso tempo & xo = 0, il sistema pud mantenere
Vi = 0 solo nell’origine. Pertanto z(t) deve tendere a x, = 0 per t — oo. Cid e consistente con il fatto
che a causa dell’attrito ’energia del sistema V = ml?V; decresce sempre quando il pendolo & in moto,
ossia quando ¥ = 5 # 0.

Piu formalmente se in un dominio comprendente x. si puo trovare una funzione di Lyapunov con
derivata, calcolata lungo le traiettorie del sistema, semidefinita negativa, e se & possibile stabilire, sfrut-
tando le informazioni che provengono dalle informazioni del modello, che nessuna traiettoria puo stare in
punti dove V = 0 ad eccezione di ., allora . & asintoticamente stabile. In questo consiste il teorema di
invarianza di La Salle.

Premettiamo alcune definizioni. Se z(t) & soluzione di

= f(x), x(tg) = o,

un punto Z & un punto limite positivo di z(t) se esiste una sequenza {t,} tale che lim ¢, = co e per cui
n—oo

lim x(t,) = Z. Si consideri 'insieme
n—oo

L* = {z | & un punto limite positivo di z(t)}

detto insieme limite positivo.

Un insieme M & un insieme invariante rispetto a @ = f(z) se 9 € M implica che z(t) € M per
qualsiasi t € IR, ossia se una soluzione appartiene ad M ad un certo istante allora appartiene ad M per
tutti i tempi passati e futuri.

Un insieme M & un insieme positivamente invariante rispetto a & = f(x) se xyp € M implica che
x(t) € M per ogni t > to.

Si dice poi che x(t) si avvicina ad M per t — oo se per ogni € > 0 esiste un istante di tempo 7. > 0
tale che

flél{/[ lz(t) — Z|| <e, Vit >T.

con inj{[ lz(t) — Z|| la distanza tra z(t) ed M all’istante ¢ (si usa l’estremo inferiore e non il minimo in
ze

quanto il punto x potrebbe non appartenere ad M; ad esempio potrebbe essere x € OM, e 'insieme M
potrebbe essere aperto).
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Se x. & asintoticamente stabile, {z.} & I'insieme limite positivo di tutte le traiettorie che partono da
punti zg nella regione di attrazione x.. Un ciclo limite & invece 'insieme limite positivo di ogni soluzione
che parte sufficientemente vicino al ciclo limite. La traiettoria x(¢) non si avvicina perd a nessun punto in
particolare del ciclo limite, ossia il fatto che z(t) si avvicini ad M per ¢ — oo non implica che il tlirglo x(t)

esista. Si comprende anche perché si considera la sequenza {t,} con ¢, — oo, e non semplicemente
t — 00.

Figura 20

L’insieme {z.} e il ciclo limite sono poi insiemi invarianti. E invece un insieme positivamente invariante
I'insieme

2. ={zeR"|V(z) <c}

con V(x) < 0 per ogni = € {2, poiché, in base al teorema di Lyapunov, se z(t) parte da 2., vi ci rimane
per ogni t > tg.

Teorema 9. [La Salle] Sia {2 C D un compatto positivamente invariante rispetto a © = f(x). Sia
V:D — IR una funzione C*(D) con V(z.) =0 e V(xz) <0 in §2. Sia

E={ze|V(x)=0}.

P'insieme dei punti di {2 in cui V(J;) = 0. Se & e il piu grande insieme invariante contenuto in E, allora
ogni soluzione che parte in {2 si avvicina ad £ per t — oo.

Dim. Sia z(t) la soluzione di & = f(x),x0 € §2. Poiché V <0 in £, per il teorema di Lyapunov z. e
stabile e x(t) ¢ limitato, ossia ||x(t) — z.|| < e. Inoltre V(x(t)) & una funzione non crescente in ¢. Infine,
essendo V(z) una funzione continua su un compatto {2, ha in 2 un minimo a, che sara assunto per tempi
infiniti visto che V <0

lim V (z(t)) = a.

t—o0

L’insieme limite positivo L™ risulta essere in {2, poiché 2 & un insieme chiuso. Si potrebbe mostrare che
se z(t) ¢ limitata e contenuta in D per ogni t > tg, allora L & non vuoto, ¢ chiuso e limitato (compatto),
¢ invariante, e tale che z(t) — LT per t — oo.
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Figura 21

Considerato un generico punto limite positivo € LT, per definizione esiste una sequenza {t,} con
lim t, = oo, tale che

n—oo

lim z(t,) = Z.

n—oo

Per la continuita di V'

lim V(z(t,)) =V(Z) =a = lim V(x(¢)).

n— 00 t—oo
Dunque V/(Z) = a, per ogni # € L*. Dunque V(z) = 0 in L e quindi

Ltc & c EcC 0.
T T

poiché V=0su Lt poiché & & il pit grande insieme invariante
contenuto in E (e dunque anch’esso ¢
caratterizzato dal fatto che V=0 su &)

Si & detto che si potrebbe mostrare che se x(t) & limitato, come in questo caso, e se per ogni t > ty &
contenuta D, come in questo caso poiché xy € {2 € per ipotesi positivamente invariante, allora

x(t) — LT per t — oco.

Essendo L+ C & risulta dunque che ogni soluzione che parte in {2 tende ad £ per ¢t — oco. o

Si noti che il teorema di La Salle non richiede che V(x) sia definita positiva. Inoltre la costruzione
del compatto {2 non ¢ legata con la costruzione di V(z), anche se spesso la costruzione di V' (x) assicura
I'esistenza di £2. Se in particolare 2. = {z € R" | V(z) < ¢} ¢ limitato e V(x) < 0in §2,, si pud prendere
2 =90, eseV(x) e definita positiva £2. & limitato per ¢ sufficientemente piccolo; quest’ultima cosa non
sempre & vera se V(x) non & definita positiva, come ad esempio in V(z) = 22 — 23, in cui {2, & sempre
illimitato per ogni c.
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Figura 22

Se V(x) & radialmente illimitata, ossia lim V(z) = oo, allora per ogni ¢ l'insieme (2. & limitato,

llz]|—o0
anche se V(z) non & definita positiva.

é piu facile vedere se V() e radialmente illimitata se V' (z) & definita positiva, in quanto basta studiare
se va all’infinito lungo gli assi coordinati. Cid non ¢ sufficiente se V' (z) non ¢ definita positiva. Ad esempio
V(x) = 22 — 23 va all’'infinito lungo gli assi ¥1 e x5 ma non quando x; = x.

L’interesse del teorema di La Salle & quando il piu grande insieme invariante £ contenuto in £ = {x |
V= O} ¢ costituito solo z.. Per far cid occorre mostrare che non possono identicamente restare in F
altre soluzioni se non quella banale z(t) = ..

Esempio. Il sistema
.’tl = X9 — .’E:{
i?g = —I

ha z. = 0 punto d’equilibrio isolato. Considerata la funzione
L 9 2
Vi(z)= 5(301 + x3)

risulta
V(z) = 2120 — 2] — 2120 = —2] < 0.

Quindi
E={z|z, =0}.
Poiché xz(t) tende al pitt grande insieme invariante contenuto in E, ossia per la traiettoria z(t) & sempre
x1 = 0, si deve avere
1 =0 = j;lez(xg—x‘;’M = 9.

1120 -

Dunque
5:{ac|901:O7 332:0}

ossia z, = 0 € asintoticamente stabile. o
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La Salle dimostro il suo teorema nel 1960. Nel 1952 Barbaskin e Krasovskii avevano dimostrato dei
casi particolari di tali teoremi, e nel 1959 Krasovskii li aveva generalizzati. Dunque sarebbe piu corretto
parlare di teorema di Krasovskii-La Salle. Le particolarizzazioni di Barbaskin e Krasovskii si riferiscono
al caso in cui V(x) & definita positiva.

Teorema 10. Sia z. un punto di equilibrio di & = f(z). Sia V:D — IR una funzione C'(D), definita
positiva sul dominio D contenente z. , con V < 0in D. Sia E = {a: | V= ()} e non esistono soluzioni che
possono stare identicamente in E se non la soluzione x(t) = x.. Allora la x. é asintoticamente stabile.
Se poi D = IR"™ e V é radialmente illimitata, x. é globalmente asintoticamente stabile.

é ovvio che se V & definita negativa si riottiene il teorema di Lyapunov e quello di Barbaskin-Krasovskii.

Esempio. Sia
.’kl = X9
iy = —g(x1) — h(z2)

con g, h funzioni localmente Lipschitz, nulle in z1 = 0 e 22 = 0 e tali che 1 = g(x1) > 0, 2 = h(x2) per
ogni x1,22 € (—a,0) U (0,a). Per

g k
g(z1) = Zsen(xq), h(ze) = —a9
! mi?
si riottiene 1’equazione del pendolo con attrito.

F<o/

Lely)
-3 / B
e e T

# %
Figura 23

Si ha z, = 0 isolato. Potrebbero esistere altri punti di equilibrio, dipendentemente dall’espressione di
g(z1) e h(ze). Come funzione di Lyapunov candidata consideriamo una funzione del tipo energia

X1 1 5
Ve = [ g€ de+ a3
0 2
definita positiva su D e di classe C1(D). Si trova che
V(z) = g(x1)2s + z2(—g1 (1) — h(22)) = —w2h(22)
che & semidefinita negativa su D. Dunque
E={z|V(z)=0} = {2, =0}.
Se la traiettoria deve appartenere identicamente ad E
T2 =0 = &9 =0= —g(z1) — 0.

Quindi si trova 1 = 0. Per il teorema di La Salle, o per il precedente teorema applicabile poiché 'unica
traiettoria sempre in E & z(t) = 0, si deduce che z. ¢ asintoticamente stabile.
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Se poi risulta
z1

lim [ g(6)de = oo

|z1|—00 Jo
si ha che V(z) ¢ radialmente illimitata, e z. = 0 & globalmente asintoticamente stabile. o
Il teorema di La Salle estende il teorema di Lyapunov nei seguenti aspetti
1) non richiede che V sia definita negativa;

2) da una stima della regione di attrazione che non ¢ necessariamente della forma 2. = {z | V < ¢}
(il teorema di La Salle parla di un generico compatto positivamente invariante (2, ed 2. ¢ un tipo
particolare);

3) pud essere usato quando ho un insieme di punti d’equilibrio (piuttosto che un punto d’equilibrio
isolato);

4) V(z) non deve essere necessariamente definita positiva.

Esempio. Sia

1 = —x1 + (.’L‘2 — a)
do = ya?
con v > 0. La retta 1 = 0 & un insieme di punti d’equilibrio. Considerata
1 1
V(z) = -2 + —(zo — b)?
2 2y

con b da fissare, si ha
V(@) = at(ea = )+ ~ (o2 = byt =~ — a)a.
Se b > a, V < 0. Poiché V(z) & radialmente illimitata, 2. = {z € R? | V(z) < ¢} & un compatto e,
poiché V' < 0, & positivamente invariante. Applicando il teorema di La Salle con {2 = (2., si ha
E={z;=0}=¢

poiché E & costituito da tutti punti d’equilibrio. Dunque per ogni xg, per ¢ — oo si ha z(t) tende a tale
insieme &. o
Esercizio. Sia dato un processo descritto dalle seguenti equazioni

T = —:EZI’ + 2129

ig = —a% — 23 + 223

T3 = ax% — 2x9x3 + bu

incuia € R eb=0. Verificare che z, = 0 & di equilibrio per il sistema. Studiare al variare di a la
proprieta di stabilita dell’origine.
Considerata la funzione candidata di Lyapunov

1
V=it aitag)
si trova che
V =y (—a} + x120) + wo(—2? — 25 + 202) + 23(axi — 2woxs + bu) = —aF — 25 + axh + buxs

e posto b = 0 si trova che
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1. se a > 0 allora z. = 0 ¢ instabile per il teorema di Chetaev. Infatti in un suo intorno generico si ha
V >0eV >0 in un sottoinsieme U = {z € R’ | V > 0}.

2. Se a < 0 allora z. = 0 e asintoticamente stabile per il teorema di Lyapunov.

3. Se a > 0 allora . = 0 ¢ stabile per il teorema di Lyapunov. Inoltre
E={zeR’|V=0}={zeR’|z;=0, 22 =0}

e il pit grande sottoinsieme invariante £ in F si calcola ponendo

iy =0=—a} — 2 + 223 = 223
e quindi
52{:86]R3|x:0}
per cui per il teorema di La Salle . = 0 & asintoticamente stabile. o

Esercizio. Considerato il sistema dell’esercizio precedente con a > 0 e b # 0, determinare u tale che
. = 0 sia asintoticamente stabile. Si consiglia di utilizzare a tal fine una funzione candidata di Lyapunov
e determinare u in modo tale che sia una funzione di Lyapunov.

Per quanto visto nell’esercizio precedente

y 4 6 4
V = —2] — 25 + ax3 + buxs
e quindi
1 )
u=—(—ar3 — x3)
b
fornisce
.4 6 2
V=—a] -2y —z35
e per il teorema di Lyapunov z. = 0 € asintoticamente stabile. o
Esercizio. Dato il sistema ) )
T = —x? + 2125 — 15
L 2
o = y(—xize + T129)

e supposto che v > 0 sia una costante, studiare la stabilita dell’origine. Supposto poi che v = 7(t) > 0
con

V() = an(t),
con a una costante, studiare la stabilita dell’origine al variare del parametro a. Si puo avere stabilita

esponenziale?
Per rispondere a queste domande si consideri la funzione candidata di Lyapunov (si noti che v > 0)

1 1
V=-a]+ x2)
2 ( .
per la quale si trova che

Dunque
E={zec R2|V=O}:{m€]f{2|x120}
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e il pit grande sottoinsieme invariante £ in F si calcola ponendo

i =0=—a3

e quindi
E={zeR*|z=0}

Pertanto per il teorema di La Salle z. = 0 & asintoticamente stabile.
Considerata infine la stessa funzione candidata di Lyapunov (si noti anche qui che y(¢) > 0) si ottiene

V:—(x%—kamQ).
2v2

Escluso il caso a = 0, corrispondente a v costante, studiato nel caso precedente, si ha che

1) se a > 0 allora V < 0 ed z. & asintoticamente stabile. Non si pud perd avere stabilitd espo-
nenziale dell’origine in quanto la parte lineare non risulta avere 1'origine come punto di equilibrio
asintoticamente stabile.

2) Se a < 0 allora

V< —x‘f + = x%
272
ed z, = 0 ¢ instabile per il teorema di Chetaev, in quanto in un suo intorno generico si ha V>0 e
V > 0 in un sottoinsieme U = {z € R? | V > 0}. o

2.6 1 sistemi lineari

2.6.1 Sistemi stazionari

Un sistema lineare stazionario © = f(x) = Az ha sempre un punto d’equilibrio nell’origine. Se poi
0(A) < n allora ker A # {0} e si ha un sottospazio di punti d’equilibrio. E noto che z. = 0 ¢ stabile
se e solo se gli autovalori di A hanno parte reale minore o uguale a zero, se la molteplicity geometrica!”

17 Mentre la molteplicita algebrica dell’autovalore A;, i = 1,---,7 ¢ quella del polinomio caratteristico
PO = [A= M| = (A= A" o (A= A )7,
la molteplicita geometrica associata a A; € la lunghezza m,; della piu lunga catena di autovettori generalizzati
(A=XI)Yu! = 0 j=1-,m
(A=XI)7u!  # 0

associabili a \;. Essa ¢ poi pari alla dimensione del piti grande sottoblocco J;; della matrice di Jordan associata a \;

A1 o0
Jooo- 0 Jig o0
J=TAT ' = Lo , J; = S . ci=1,0,m, Ji; =
0 - J 0 - Jiy . o1
[T V'
ove Aj, -+, A, sono gli autovalori di A. Si ricorda che si ha sempre m; < pu; e che la trasformazione che pone A in forma di Jordan ¢ la matrice 7" tale
che
T = ( ...... U B S A )
i W i i W i
1 catena s¢ catena

Inoltre si ricorda che le s; catene di autovettori associate a \; si possono ricavare imponendo

(A*/\,I)lb?:ulj717 j=1,,m;.
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€ unitaria, e minore di zero se la molteplicita geometrica & superiore a uno. E invece asintoticamente
stabile (ed in pitt globalmente) se e solo se tali autovalori hanno tutti parte reale minore di zero.

Esempio. Si considerino il sistema S dato da

y = (1 O)x

e 1 sistemi serie e parallelo descritti in figura.

s H
Y1 =u2 n
u=u | g g 2=y U Y
+
S "

Figura 24 — Sistema serie e sistema parallelo

Nel caso serie la matrice dinamica ¢

0 1 0 0 i 100
(-1 0 o o . o000
A=l 0 o 0o 1 = TAT =Ji=|( 0 1
1 0 -1 0 00 0—j

0 1 0 0 7 0 0 0
-1 0 o o0 4, o o00
D=1 0 0o o0 1 = TAT =h=1y05_; o
0 0 -1 0 0 0 0—j
si ha la stabilita in quanto la molteplicita geometrica € pari a 1. o

Quando o(A) C € la matrice A & detta di Hurwitz o di stabilitd. Per & = Ax equilibrio z, =
0 ¢ asintoticamente stabile se e solo se, fissata una qualsiasi matrice simmetrica ) definita positiva,
Pequazione di Sylvester (o di Lyapunov)

PA+ATP=—-Q
nell’incognita P ammette soluzione unica, simmetrica e definita positiva. Infatti se 'equazione di Sylvester
ha soluzione unica, simmetrica e definita positiva, considerata la funzione V = 27 Pz si ha V = 27 Pi +

T Pr = 2T (PA + ATP)x = —27Qx, che & definita negativa. Dunque x, = 0 & asintoticamente stabile.
Se viceversa x. = 0 ¢ stabile asintoticamente, ossia 0(A4) € €™, considerata la matrice

P :/ eATthAt dt,
0

che esiste perché l'integrando € sommabile in quanto o(A)eC ™, si nota che

PA+ATP:/ |:6ATtQ€At+AT6ATtQ€At:| dt:/ i [eATthAt] dt = 7@
0 o dt
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ossia si nota che & soluzione dell’equazione di Sylvester. Si noti che P ¢ definita positiva

2T Pz = / xTeATthAtx dt = / 2TQzdt >0
0 0

At t

poiché @ > 0 e x = 0 se e solo se z = e 'z = 0, in quanto e'* & sempre non singolare. E infine 'unica
soluzione possibile in quanto, date le matrici R, S, T di dimensioni opportune, I’equazione

XR-5X=T

nell'incognita X ha soluzione unica se R ed S non hanno autovalori comuni. Nel nostro caso X = P,
R=AeS=—-AT T =—-Q, con 6(—AT) € €. L’unicita si pud anche mostrare notando che se P e¢ P
sono due soluzioni distinte

PA+ATP=—-Q, PA+ATP=-Q = (P-P)A+AT(P-P)=0

da cui p
M [(P—P)A+ AT(P - P)| et = d—eATt(P — P)ett =0
t
(si ricorda che MeMt = ¢MEAf). Dunque e t(P — P)et & costante per V¢, sicché posto t =0 e t = 0o
si ha _
P—-P =0

in quanto o(A4) € €. Dunque P = P.

Si ¢ detto che @ nell’equazione di Sylvester deve essere definita positiva. In realta se la coppia (A4, C)
€ osservabile

p(c CA .- CAM) —n
@ puo essere anche una matrice semidefinita positiva del tipo
Q =~CTC, v > 0.

Si ricorda che, essendo la matrice C' di dimensioni p x n, tale matrice ¢ ha rango p (ossia pari alla
dimensione “interna”), e quindi non ha rango pieno, come dovrebbe essere per una matrice definita
positiva.

Ora se esiste una matrice P = P7 > 0 tale che PA 4+ AT P = —yC7C, allora considerata la funzione
V =2TPzsihaV =—2TCTCz <0. Per il teorema di La Salle si ha dunque

3 2
E:{xw:o}:{mcx:ce%ozo}:{xC(I+At+A2;+...)xO:0},

e cio implica che F = £ = {xy = 0}. Alla stessa conclusione si arriva considerando E = {z | Cz =0} e
poi imponendo
Cx=0, Ci=CAr=0, -~ Ca"V=CA"'2=0

e quindi
(¢ ca - cat)a=o
e poiché la matrice che moltiplica  ha rango pieno per ipotesi si deduce che & = {z = 0}. Per il teorema

di La Salle ., = 0 ¢ asintoticamente stabile. Se viceversa x. € asintoticamente stabile, ossia A ¢ Hurwitz,
si puo prendere

P= / AT CT O dt
0
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[ee]
e ripetere le stesse considerazioni fatte per mostrare che P = / eATthAt dt & soluzione definita positiva
0
e unica dell’equazione di Sylvester.

L’equazione di Sylvester ¢ un’equazione algebrica lineare risolubile con metodi numerici ovvero trasfor-
mando 'equazione stessa.

Esempio. SianoAz(O _1>7Q:I. Poston(p1 p2>siha
1 -1 P2 P3

PA+LATP — (Pl P2> (0 —1>+<0 1)(1?1 PQ)
p2 p3)\1 -1 -1 =1/ \p2 ps

_ 2po —P1—p2tps )\ _ -1 0
—p1—p2+p3  —2p2 —2p3 0 -1

ossia
02 0\ /m -1 P 0 2 0 -1
-1 -1 1 p2 | =10 = p|=[-1 -1 1 0
0 -2 -2/ \ps -1 P3 0 -2 -2 ~1
ovvero
-1 -1 1 P 0 2 -1 -1 -1/2 0 3/2
0 2 0 p2 | = -1 = p2 =0 1/2 0 1] = -1/2
0 -2 -2/ \ps ~1 D3 0 —1/2 —1/2 ~1 1

[m}

L’equazione di Sylvester pud essere usata per verificare se o(A)CC™ senza calcolare gli autovalori. Si
prende infatti Q = I > 0 e si trova P se P = PT > 0 allora A ¢ Hurwitz, altrimenti no. In realtd &
computazionalmente piu efficiente calcolare gli autovalori di A. L’interesse dell’equazione di Sylvester

o4

oo
pill nella determinazione di P = / eATthAt dt (se o(A) C €7) e quindi di una funzione di Lyapunov.
0

2.6.2 Sistemi non stazionari
Nel caso di sistemi lineari non stazionari
= A(t)x, x(to) = g
¢ noto'® che la soluzione puo scriversi considerando la funzione di transizione dello stato @(t,tg)
x(t) = P(t, to)xo.

Per essi valgono i seguenti risultati. In particolare essi affermano che per i sistemi lineari la stabilita
asintotica uniforme di z, ¢ equivalente alla stabilitd esponenziale'”; questa proprieta & peculiare dei
sistemi lineari, mentre in generale vale solo che la stabilita esponenziale implica quella asintotica.

18 Poi & noto che la matrice di transizione soddisfa I'equazione differenziale matriciale

d

Pt t) = AWS(t o), Plto,to) =1

e gode della proprieta di semigruppo e @(t,ty) = &(t,7)P(7,ty), T € [ty,t]. Inoltre &~(7,t) = (¢, 7), e una sua conseguenza & che
d

ZO(r1) = ~0(r. A(®).

19 Cid ovviamente vale in particolare anche per i sistemi lineari stazionari.
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Teorema 11. Il punto di equilibrio z, = 0 di © = A(t)x é (globalmente) uniformemente asintoticamente
stabile se e solo se

1) sup (sup ||4’>(t,t0)||> < 00, il che equivale alla stabilita di x. = 0;
to>0 \t>to

2) tlim |&(t,to)|| = O uniformemente in tq, il che equivale alla attrattivita di x. = 0.
—00

Dim. La dimostrazione discende direttamente dall’espressione della soluzione x(t) = ®(t,tg)xq, sicché?’
[ #(t) — ze (@) < |P(E, to)lllzo — -

La globalita deriva dal fatto che il sistema ¢ lineare. o

Teorema 12. II punto di equilibrio x. = 0 di & = A(t)z ¢ (globalmente) esponenzialmente stabile se e

solo se risulta
|B(t, to)|| < ke M) Vi>t,>0

per qualche k, A > 0.

Dim. Anche questa dimostrazione discende direttamente dall’espressione della soluzione z(t) = (¢, tg)zo. o

Teorema 13. Il punto di equilibrio z, = 0 di & = A(t)x ¢ (globalmente) uniformemente asintoticamente
stabile se e solo se é (globalmente) esponenzialmente stabile.

Dim. Infatti se . = 0 esponenzialmente stabile si ha che sup (Sup ||§l')(t7t0)||> < oo (stabilitd) e
to=>0 \t=>to

tlim |&(t, to)|| uniformemente in ¢y (attrattivita).
—00

Viceversa se . & uniformemente asintoticamente stabile esiste una funzione 3 € KL tale che
lx(t) — x|l < B(||lzo — ze|l, t — to) Vg € R™, Vi > to.
Dunque, per definizione di norma

|&(t, to)| = ”rmax |&(t,to)(z — z)|| £ max ﬁ(Hx — x|, t —to) = B(1,t —to) t=toreo

ell=1 lz—zcll=

per cui per definizione di limite esiste un 7' > 0 tale che 3(1,T)
Per ogni t > tg, sia N il pit piccolo intero positivo tale che ¢
[to,to + (N — 1)T] in N — 1 intervalli di ampiezza T. Dunque

<
<t

O @\)—l

NT sicché t —to < NT. Si divida

B(t, to) = qs(t,to +(N - 1)T>(15(t0 + (N = 1D)T,to+ (N — 2)T) . .@(to 4T, t0>
per cui

il < [o(eto+ v 0r)| T ot + 1.0+ e )|
k=1

1 0 -N < eﬁ(l 0) —(t—to)T _ ke—/\(t—to)

IA
('b\)—l

oL}

20 4, = b(t, ty)z..
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con k = e (3(1,0), )\:%e

|B(t,to + (N — D)T)|| < B(1,0), e N=e"

NT
T =

e*)\NT S e*)\(tfto).
La globalita & dovuta al fatto che il sistema & lineare. o

Si noti che per un sistema tempo variante non si puo dedurre la stabilita asintotica uniforme di .
dalla posizione degli autovalori di A(t), che eventualmente potrebbero anche essere tutti a perte reale
minore di zero V¢ > 0. Questo ¢ illustrato dal seguente esempio.

Esempio. Sia
A(t) —1+3/2cos?t 1 —3/2sent cost
-\ —1—3/2sentcost —1+ 3/2sen?t

Essa ha gli autovalori A = —i FJ % nel semipiano sinistro, ma z. = 0 & instabile. Infatti si trova che
et/2 cost e tsent
@ =
(t,0) ( —et/?sent et cost
eperzo={ 1) siha z(t) = &(t,0) 2o = et/? st ) o o
PeETo=1"9 B A —sent :

Il teorema precedente non € molto utile per stabilire che x. & stabile asintoticamente, ma garantisce
Pesistenza di una funzione di Lyapunov. Infatti vale il seguente risultato.

Teorema 14. [Converse Theorem nel caso lineare] Si consideri il sistema @ = A(t)x con A(t) continua e
limitata, ossia tale che
1A®)| < L, Vit > to.

Si supponga che x, = 0 sia un punto d’equilibrio uniformemente asintoticamente stabile. Se Q(t) é una
matrice continua, limitata, definita positiva e simmetrica

Q(t) e CY 0<c3I <Q(t) <eql, Vt>to
2TQ(t)r >0, Vz#0conz'Qt)zr=0 < =0 Q) =QT(t)
allora esiste una matrice P(t) di classe C!, limitata, definita positiva e simmetrica soluzione dell’equazione

di Riccati .
P(t) = P(t)A(t) + AT () P(t) + Q(t)

eV = (x —x.)TP(t)(x — z.) ¢ una funzione di Lyapunov per il sistema, che soddisfa le condizioni del
teorema di Lyapunov

ar(f|lz — z|l) < Wi(x) < V(t,z) < Wa(z) < as(llz — z|)
avgst, ) ava(;, x)A(t) = V(t,z) < —Ws(z) < —as(||z — ze|)

essendo W;(z) € CY e definite positive, a; € K. o

+

Dim. Sia

P(t) = /t - T (1, 6)Q(7)®(r,t) dr
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con @(7,t)x la soluzione di & = A(t)z con condizioni iniziali (¢, 2(t) = ). Quindi

o0

P = [ dT e Qe e dr < [ et Blesl dr
t t

Ma per il teorema precedente z. & globalmente uniformemente asintoticamente stabile se e solo se
| ®(7,1)|| < ke~ 7Y ¥r >t >0, sicché

0o —1 k2

2" P(t)r < / ] T e R N

t 2A 2

Poiché ||A(t)|| < L, ¥t allora f(t,z) = A(t)z & Lipschitz. Dunque?!

d
—zTz| =227 < 2||z| |[A®)z| < 2 ||#|3L = 2La" @
dt
e quindi
d
—2LxTx < — 2T < 2L x
dt
ossia, per x # 0
d T
—oLdt < L < oLt
A
da cui "
e~2Lr—1) < z” (1)z(r) < 2L(r=1)
zTx
Pertanto
lz(T)[I3 = l|&(r, t)z|3 > ||lz|3e ="
Dunque
oo [ee]
TP > / ST (1, )Q(1)B(r, )z dt > / es|[B(r, )12 dt
t t
%) B L s
> [ e Ol dt = 22 ol = el

t

In definitiva
allz]); < 2" P(t)x < ol
sicché P(t) ¢ definita positiva e limitata. Ovviamente & anche C! e simmetrica. Inoltre, considerando che

Bt t)=1,  B(rt) = —B(1,t)A(t)

possiamo scrivere

Pt) = —dT(t,H)Q)d(t,t)+ /t ooéT(T,t)Q(T)qﬁ(T,t) dr + / OoéT(T,t)Q(T)é(T,t) dr

t
= Q4T [ @m0 dr - [ 8 0QEe(r) dr A
= Q@) - AT()P(t) — P()A().
Infine in un precedente esempio si € mostrato che

d
LT P(t)e < —esfle3- :
dt

21 §j veda Desercizio a pag. 41.
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In particolare se A(t) = A ¢ costante si ritrova Uespressione di P gia vista per i sistemi stazionari

P(t) = / T (1,)Qd(r,t) dr = / AT T QAT g = / eATEQeAE e

t t T/0
E=7—1

2.7 Il metodo indiretto di Lyapunov

2.7.1 Sistemi stazionari

Il metodo indiretto di Lyapunov per lo studio di un punto d’equilibrio z. per il sistema & = f(x) si basa
sullo studio della stabilita dell’origine di un opportuno sistema lineare.

Sia f: D — IR"™, D dominio contenente x., con f € C*(D). Il teorema della media?? assicura che per
ogni coppia z, T € D, esiste un punto z; appartenente al segmento L(x,Z) che unisce x e Z per cui

Ofi
ox

filx) = fi(@) =

(x — ).

Zi

Nel nostro caso Z = z. e f;(z.) = 0, per cui si ha

af; af; af; af;
@) =8| @m0 = 2| @oae |2 O oo
Ox 'z Ox 'we Ox =i Ox 'ze
ovVvero
of ofi ofi
fi(x) ox |z, or | or |z,
flz) = = (z —xe) + - (x — @)
fn(2) Ofn Ofn Ofn
ox |z, ox |z, ox |z,
= A(.’L‘ - xe) + g(l‘)
con
A:ﬁ ’ g(z) = ofi - | 2f (x — )
Oz 'ze ox Zi Oz Te
Le funzioni g;(x) sono tali che
afi ofi
gi\x)| = ||gi(T SH — T — Te
u(@)] = los(@)l| < | 2| = 2] e =)
e quindi
Inell g |or) 2%
P PRCE
ove, per la continuita di ﬁ, il secondo membro tende a zero per x — x.. Ovviamente per x — z. anche
z; — T.. Posto allora ¢ =& — z. si ha il sistema
E=i=f@)  =AG+gE+a)=Ac+5(9) = f(©)

22 1] teorema della media si applica alle funzioni scalari f;: R" — R.
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con

Gl
6= |

Pertanto in un intorno di £ = 0 (ossia di z.) il sistema @ = f(x) & approssimabile dal sistema £ = A¢. 11
metodo indiretto di Lyapunov si basa sullo studio della stabilita dell’origine dei tale sistema.

Teorema 15. [Metodo indiretto di Lyapunov] Sia x. un punto d’equilibrio di & = f(x), con f: D — RR",
D un intorno di x., f € C*(D). Posto A = %‘ , allora

a) se & = 0 & asintoticamente stabile, ossia 0(A) C €™, x. & localmente asintoticamente stabile;

b) se &, = 0 ¢ instabile, ossia esiste almeno un autovalore A € o(A) tale che IR(\) > 0, x. ¢ instabile.

Dim. Consideriamo i due casi dell’enunciato.
a) Se o0(A) C @ allora per qualsiasi Q = QT > 0 esiste una soluzione P = PT > 0 dell’equazione
PA+ ATP = —Q. Dunque presa V = T P¢ si ha

V = €TP(©) + [ (€)PE = €7 P+ 5(6)] + [A€ +3(6)] Pe = ~€7 Qe + 267 Py(e)

ove Hfll\im . ”gH(ﬁH)HZ =0, ossia Ve > 0, 3. tale che se [|£]|, < d. risulta?
27 2

119(&)ly
l1€115

Ma allora per ogni |||, < d. risulta®*

<e & gl <elilly-

V = —€TQ¢ + 267 Pg(€) < — AL 1IENS + 2¢ )| P2 1I€Nl; = — (A — 22 1PIl,) lI€II5

Q

A
ia fi t min
min> OSSla 11ssato & < 2 ||P||2

si ha V definita negativa e, per il teorema di Lyapunov, & = 0 & globalmente asintoticamente stabile e
. € localmente asintoticamente stabile.
b) Se A ha almeno un autovalore in €, si considera la trasformazione 7' tale che

i 1 (A 0
A=TAT —( 0 Ay

avendo preso anche per g(z) la norma euclidea |-||,. Se allora 2¢ || P||, < P\

con 0(A;), 0(As) C €. Ad esempio si pone A in forma di Jordan e poi si considera un’altra trasforma-
zione che riordina opportunamente i blocchi di Jordan. Posto

z
=(2)-m

t=Az+§(z)

si ha

23 Si noti che non era qui necessario usare la norma euclidea, che sara perd necessaria in seguito.
24 §i noti che vale la relazione

A% lEls < €7Qe < A2, li€lls

essendo A% | A9 rispettivamente il pilt piccolo ed il pitt grande autovalore di @ (essendo @ > 0 essi devono essere, per definizione, positivi).

‘min?
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con

92(2)
ove per §(z) vale sempre che per ogni € > 0, 30, | se ||z, < d¢

9(z) = (§1(2)> 7 gi(z) = Tgi(§)|£:T_1z, i=1,2

19, <ell=ll -
Inoltre per VQ1, Q2 > 0 simmetriche, 3P, P> > 0 simmetriche tali che
PA; + AP = -Q;

ovvero per V@ = (%1 £2> =QT >0,3P= (_éal [92> = PT (non definita positiva) tale che
PA+ ATP = Q.
Volendo mostrare I'instabilita di z, = (Z;) = 0 mediante il teorema di Chetaev (che non richiede una
funzione V' (z) definita positiva) si prenda
Vi(z) = lePlzl — Z2TP2Z2 =-2Tpz.

Si considera l’insieme

U= {z € Bos. | V(2) > 0}

e in U risulta

Vo= —2T(PA+ ATP)z — 27 Pj(2) = 27Qz — 22T Py(2) > A%y, Il23 — 2¢||2[5 || P,
2
= (A%, —2¢||Pl,) lI=II3

PEEN . 2 . PEEN . .
ove si ¢ considerato che A9 [1z]l5 < 27Qz (in cui & necessario usare la norma euclidea) e

2:TPg(2) < 2|21l I1Pll; 13(2) 112 < 211215 [Pl € ll2l

e quindi

~22"Pj(2) 2 2¢ ||zll3 | Pl
Dunque per

29,
min
2||Pll,

risulta V' > 0; di conseguenza in U si ha V > 0 e dunque, per il teorema di Chetaev, z. = 0, ossia & = 0
ovvero ., € instabile. Tacitamente si & supposto che A non abbia autovalori sull’asse immaginario.
In questo caso, supposto che gli m autovalori A; di A a parte reale maggiore di zero siano tali che
R(\;) > § > 0, allora la matrice A = A — %I ha m autovalori a parte reale maggiore di zero e non ha
autovalori sull’asse immaginario.

fezO

Figura 25 — Esempio di poli della matrice A
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Pertanto 5 5 5
£=A¢L+g(€) - 5§+§£=A§+5£+g<5)

e operando come prima una trasformazione di coordinate opportuna z = (zl ) =T¢ con T tale che
2

t Tr— 5 — 7A 0
— 1 _ - 1 _ 1
A=TAT T(A—2I)T ( 0 2>

ec(Ay), 0(Az) C €, siha
z'zflz—f—gz—l—g(z)

con §(z) definita come prima e che gode delle medesime proprieta. Fissata Q = QT > 0 e calcolata
P = PT esattamente come prima, e considerando la stessa funzione V(z) di prima, positiva in U, si ha
per z € U

V = —2T(PA4+ATP)z —2:TPj(z) — 62T Pz = 27Qz — 22T Pj(2) 4+ 6V (2)
2
> (A = 2e[1Plly) 12115
Ragionando come prima si conclude che z. € instabile. o

Si noti che se A = gi non ha autovalori a parte reale maggiore di zero, ma ha autovalori a parte
Te

reale nulla con molteplicita geometrica unitaria (stabilita semplice) o maggiore di uno (instabilitd), poiché
I’equazione di Sylvester non ammetterebbe soluzione, non puo essere applicato il teorema precedente.
Questo e detto caso critico e non puo essere studiato mediante la linearizzazione. Si puo allora ricorrere
al metodo diretto di Lyapunov oppure al teorema della varieta centrale (vedi dopo).

Esempio. Sia & = az®, con z, = 0. Si ha A = % = 3ax? = 0 per cui non si puo studiare la
z.=0
stabilita di x. con il metodo della linearizzazione. In realta con V = %xQ si trova che
. ,[>0 sea>0 = ¢ instabile (teorema di Chetaev)
V=azx

<0 sea<0 =z, & stabile asintoticamente (teorema di Lyapunov)

mentre per a = 0 si ha £ = 0 ossia z. € stabile semplicemente. o

Esempio. Si consideri nuovamente il pendolo con attrito
jjl = X2
g k

Ty = —jsenxl—majg.

Considerato x, = (8) si ha

A ( 0 1 )
= k
f% COST] —7y

e per le condizioni necessarie e sufficienti del criterio di Routh si vede che A ¢ Hurwitz. Se non si ha attrito

0 1 k
_ 2Py 9
II_O—<g k‘> con p(A) = A +m)\+l

I m

p(A) = N2 + % per cui A = Fj \/g, e non si puo decidere sulla stabilita di . mediante la linearizzazione.
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In realta si e gia visto, con il teorema di Lyapunov, che x, = 0 & stabile se kK = 0. Inoltre per z, = (g)
si ha

) ( 0 1 )
= k
—%cos:vl —m I m

e per il criterio di Routh z. ¢ instabile. o

0 1 k g
= con  pA) =M+ —A—=
ri=m < g k > l

m

2.7.2 Sistemi non stazionari

L’esistenza di una funzione di Lyapunov per il sistema lineare ci permette ora di estendere al caso non
stazionario il metodo indiretto di Lyapunov, basato sulla linearizzazione attorno a .. Si consideri il
sistema @ = f(t,x), con f:[0,00) x D — R", fe C, D={x € R" | ||z — x¢|]2 < r} con f(t,z.) = 0.

Supporremo che =< sia limitata e Lipschitz in D (uniformemente rispetto a t)

or
H@fi(t,m) _Ofi(t, @)
ox Ox

< Lifley — a2, i=1...n.
2

Per il teorema della media f;(¢,z) — fi(t,z.) = %

(x — x.) con z un punto del segmento da = a ..

o Ofi(t, x)

Dunque come nel caso autonomo

dfi
ox

B _ Ofi(t,x)
) (x — xe) 78:1@

B afi(t, x)
2z ox

fl(tax) =

e quindi, posto & = x — x.,

ofi(t, 0fi(t,
( fla(a; z)| fla(x x) > (z — )
of(t,x ' o
8$ Te
Ofn(t, Ofn(t,
< fa(x 2 fﬁ(ac = ) (@ =)
Zn Te z=€+T,
si trova .
E= o) = AME+9.9)
con 4
- 2 1/2 2 1/2
_ s ((2] _ 9% o~ || Ofi| _ Ofi 2
ot = |5 (5] %)) ] < [g o5 - 5| | et
_ 1/2 1/2
LC 2 2 LR 2 2
< Z&L1H%<—akH2H§b] < Z%Llﬂx—-beflzl
- 1/2
= [nL3Nel3] " = v Lyl = L el
ove L = \/n Ly e dove si & considerato che ||z; — z.|| < ||z — z.|| = |||, in quanto z; & un punto del

segmento da x a x.
Possiamo ora enunciare il metodo indiretto di Lyapunov per sistemi non stazionari, basato sulla
stabilita esponenziale dell’origine del sistema £ = A(t)¢.
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Teorema 16. [Metodo Indiretto di Lyapunov] Sia xz. un punto di equilibrio di @ = f(t,z) con f € C*,

fil0,00)xD— R",D={z€ R"||z—zc2<r}e 9f gia limitata e Lipschitz in D (uniformemente
rispetto a t). 1l punto di equilibrio x. € esponenzialmente stabile se e solo se £, = 0 é esponenzialmente
stabile per £ = A(t)&. o

¢ continua e limitata. Sia £, = 0 esponenzialmente stabile. In particolare

Te

Dim. Si noti che A(t) = %

sard uniformemente asintoticamente stabile. Allora per qualsiasi Q(t) = QT (t) > 0 continua e limitata,
esiste una matrice P(t) = PT(t) > 0 di classe C! e limitata, per cui considerata la funzione candidata

V(t,z) =T P)E = (z — 20)TP(t)(x — )

si trova che ) )
Vo= TP@) f(t,2)]peeya, + fT(t,x)\r:WC Pt)E+ETP(t)¢

= ¢ [PAW) + ATOP®) + P()| € + 26T P()3(1,€)
= —£7Q(1)E + 26T P(1)i(1, )

< —€TQE + 20N POl ]2

< —csllgll3 + 2lglecs LIEI3

= —csll€l3 + 2Ll

~(es = 2¢2Lo) €13

per [|€]la = ||z — zell2 < 0. Quindi V & definita positiva per ||z — z.| < ¢ < min {n = } Poiché

262[/
ci|€ll3 < Wy < V(t,x) < Wa < o], allora z. & globalmente asintoticamente stabile.
Si puo viceversa dimostrare che se £, = 0 & esponenzialmente stabile allora lo & x..

Vale infatti il seguente teorema nel caso di z. punto d’equilibrio esponenzialmente stabile®, che rappresenta
lestensione al caso non lineare dell’analogo teorema valido nel caso lineare (converse theorem nel caso lineare).

Teorema 17. [Converse Theorem per la stabilita esponenziale] Si consideri il sistema @ = f(t,x), con f € C!,

f:[0,00) x D — R™, D = {m ER"||z—z < T}, e con of limitata in D (uniformemente rispetto a t).
Si supponga che x. = 0 sia un punto d’equilibrio esponenzialmente stabile, ossia che

|2(t) — x| < k|lxo — wel|e 70 VE>1>0, VYag € Do={x€ R"||z—a <7}
con k, A ed rg delle costanti positive e con 1o < r/k. Allora esiste una funzione V: [0,00) x Dy — R tale che

killz =z S V(t2) < ks |l — 2 |”

. oV (t,x) , OV (t,x) 2
— ) ) < _ —
V(t,ZL‘) ot + ox f(t, 'r) < —ks Hl‘ .%'eH
oV (t,x
|25 | < o =
per opportune costanti k1, - - -, k4 positive. Inoltre se r = 00 e se lorigine ¢ globalmente esponenzialmente stabile,

allora V (t,x) ¢ definita per qualsiasi x € R" e le precedenti relazioni valgono per qualsiasi x € R™. Infine se il
sistema & stazionario V' puo essere scelta indipendente dal tempo.

25 Per la dimostrazione si veda [?], pag. 150.
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Nel caso che z, sia un punto d’equilibrio uniformemente asintoticamente stabile vale il seguente teoremaZ®.

Teorema 18. [Converse Theorem per la stabilita asintotica uniforme] Si consideri il sistema & = f(t,x), con
feC fil0,00)xD— R",D={z € R"||lz—x <r}, econ g—i limitata in D (uniformemente rispetto
at).

Si supponga che x, = 0 sia un punto d’equilibrio uniformemente asintoticamente stabile, ossia che esista una funzione
B € KL tale che

lx(t) — ze|| < B(||lzo — ze|| ,t — to), Vt >t >0, Vag€ Dy= {x ER"||z—z] < ro}

con T una costante positiva tale che 3(rg,0) < r. Allora esiste una funzione V:[0,00) x Do — R di classe C*

tale che
a1 (llz — zel]) S V(¢ z) < ao(llz — zcl])

. oV (t,x AV (t,x
V(t,2) = Vo) L VLT i 0y < —ag(le — 2l
oV (t,
O
con @, ,ay4 € K definite in [0,7¢]. Se il sistema ¢ stazionario V' puo essere scelta indipendente dal tempo.

Sia x. esponenzialmente stabile, ossia risulti
|2(t) — 2e|| < klzo — ze[ e WE>19>0, Vrg€ Dy={x€R"| |z -z <70}

con k, A ed 7o delle costanti positive, e proviamo che & = 0 ¢ esponenzialmente stabile utilizzando il converse
theorem enunciato nel caso di stabilitd esponenziale di £, = 0. Preso pg < min{rg,r/k}, per il converse theorem
per la stabilitd esponenziale esiste una V (¢, ) tale che

ki e — || < V(t,2) < ko ||z — |

. oV (t,z) , V(L x) 2
= < — —
V(t,x) % T on flt,x) < —ks |z — x|
oV (t,x
|25 | < o
per opportuni costanti ki, - - -, k4 positive. Utilizzando f/(t,ﬁ) = V(t,:z:)| come funzione candidata per

. T=§+Te
studiare la stabilita di £, = 0 per £ = A(¢)¢ si ha

k[l < V(t,€) < ko |l€]°

V(t,) = k) 4 VL fpe - VL 4 VLD [4(aye + g1, )] - DAL gir,g)
< -kl + 22 | nate o1

In particolare utilizzando la norma euclidea e ricordando che ||g(t,&)|l, < L ||€ ||§ si ha
Y 2 3 2 2
V(t,€) < ks [l€lly + kaL (€]l = —(ks — RaL [I€]ly) €115 < —(ks — kaLp) [I€]l5
per ogni |[{|| < p. Preso p < min{pg, k3/kaL}, si ha che
< — 2 —
V(t,§) < —kslélly, ks >0

per cui £ = 0 ¢ esponenzialmente stabile per il sistema lineare. u]

26 Per la dimostrazione si veda [?], pag. 657.
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of

Esempio. Sia ¢ = —z3. Il punto di equilibrio da studiare & z. = 0, con o 0, sicché 5 = 0. Dunque
Te

z. = 0 non ¢ esponenzialmente stabile. o

-1 aft)
—a(t) -1
z1 (=21 +a(t)z2) + 22(—a(t)r1 — 22) = —(23 +23) = —2V e dunque x, = 0 ¢ esponenzialmente stabile. o

Esempio. Sia & = ( )m, a(t) € C°0,00). Presa V = %(m% + x3) si trova che V =

—z3 + a(t)zs
—a(t)ry — 373
determina V = —z? + a(t)z1 20 — a(t) 2120 — 23 = — (22 +23) per cui z, = 0 & globalmente uniformemente
asintoticamente stabile. Ma

of _ < =322 aft) )

O —a(t) —3x2

Esempio. Sia & = ( ), con a(t) € C°0,00) e limitata. Presa V = %(x% + 23) si

N . . ﬂ B B 0 O[(t) _ leo 9 .
¢ limitata e localmente Lipschitz, e i At) = ( —alt) 0 . Dunque, presa V = 251 + & si

ha che V = 0, ossia V' & costante lungo le traiettorie de sistema e quindi £(¢) non tende a £ = 0, cioe
& =0 (e quindi z. = 0) non ¢ esponenzialmente stabile. o

. . . ) . N . 7 _ t N

Esempio. Sia & = < 2wnwa + 3+ 2 — 321 — 2t + 1)zs ) Si puo verificare che z(t) = < 1 ) e
. . , = _ 1 _ 1 . . t

soluzione poiché r = ( 0 > = ( %3423 —2—0 ) Mostriamo che z(t) tende a ( 1 )

per xo sufficientemente vicino a

1

>. Per mostrarlo occorre far vedere che < i

> non ¢ soluzione

asintoticamente stabile. Posto & = (? ) =r—T= <§1 B i) si ha
2 2 —

é _ To — 1 _ &
20120 + 3t + 2 — 321 — 2(t =+ 1)IC2 =1+t 25152 — fl — 252 ’
zg=Ea+1
of

(0 1
le.=o  \ -1 -2

che & Hurwitz, sicché & = 0 ¢ uniformemente asintoticamente stabile e x(t) tende a Z(t).

Per vedere che £, = 0 ¢ uniformemente asintoticamente stabile si calcola A =

2.8 1l teorema della varieta centrale

Nei casi critici del metodo indiretto di Lyapunov (linearizzazione) la stabilitd di x. pud essere studiata
analizzando un particolare sottosistema non lineare, il cui ordine ¢ pari al numero di autovalori di A =
of a parte reale nulla.

0% |4,

Nel seguito si utilizzera il concetto di varieta. Una varieta puo essere pensata come un insieme che
localmente ha una struttura di spazio euclideo. Una varieta di dimensione k in R", k € [1,n), ¢ una
superficie all’interno di IR", soluzione dell’equazione

n(x) =0
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ove n: R"® — R"* & continua assieme alle sue derivate di ordine sufficientemente elevato. Un esempio
di varieta unidimensionale in IR? & il cerchio unitario
{z e R |2} +a3=1}
Un altro ¢ la sfera unitaria, che ¢ una varieta di dimensione n — 1
{zeR" |2+ - +a2 =1}

Pit semplice ancora ¢ la varieta di dimensione k data dal sottospazio lineare generato da {el, R ek},
essendo {el, R en} la base che genera R".

Il fatto che n € C" (localmente), con r sufficientemente elevato, permette di applicare il teorema della
funzione implicita®” e dunque n pud essere localmente rappresentata mediante un grafo del tipo

X1 Tk4+1
z=| | =@k, wn) = 7(Y), Y=
Tk Tn
Una varietd {z | n(z) = 0} & detta varieta invariante se
n(zo) =0 = n(x(t)) =0, Vteltot1) C R

con [tg, t1) un qualsiasi intervallo in cui z(¢) & definita. Dunque una varieta & invariante se la traiettoria,
che parte sulla varieta, vi rimane per tutto il tempo in cui ¢ definita.
Sia ora @ = f(x), con f funzione di classe C2. Posto £ =z — x,

: d 9 ~
= [@hern = L @z 1@eern, — 2] @z = e+ )
con ~
af ; ; of
A= X F&) = f(@)],eere, —AE€C?,  f(0)=0, 8—5(0) =0.

Consideriamo il caso critico in cui A ha k autovalori a parte reale nulla ed m = n — k a parte reale
negativa. Considerata la trasformazione 7' tale che

_ A 0
TAT 1 _ 1 (kxk) )
( 0 A2 (mxm)

con o(As) C € ed A; con autovalori a parte reale nulla, e le nuove variabili (Z) =Tz, y € RF,

z e R™, il sistema € = A + f(€) viene trasformato nella forma

v = Aty 2)
| (2.1)
2 = Ayxz+ga(y,2).
Poiché f(0) =0, g—g(O) =0e f(&) € C?, si avra che g1, g0 € C% e
g1 ’ g1 ‘
07 O - 0, —_— =, > £ e
9:(0,0) 9y (0.0 9z l(0.0)
992 ’ 9g2 ‘
07 O - 0, —_— =, —J4s —
92(0,0) 9y (0.0 9z 10,0
27 Se f:R" x R" — R" & C'(9), con S un aperto in R" x R”, e se (,%) & un punto di $ in cui f(zo,y0) =0 e % ¢ non singolare, allora

(w0.y0)

esistono degli intorni I, di @ e I, di y, tali che I'equazione f(z,y) = 0, per ogni y € I,,, ha soluzione unica z € I,,, data da = = w(y) con 7 € C"*

To

in yo.
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Se ora z = 7(y) & una varieta invariante per il sistema (2.1), con ™ € C*, essa & detta varieta centrale se
_n Oy
m(0) =0, dy (0) =0.
Teorema 17. [Esistenza della varieta centrale] Se g1, g2 € C? e sono tali che
9gi dgi

9:(0,0) =0, =0, =0, +1=1,2,
Ay 1(0,0) 0z 1(0,0)

e se tutti gli autovalori di A; hanno parte reale nulla e o(As) C €™, allora esistono un 6 > 0 ed una
funzione € C! definita per ogni y per cui ||y|| < 6, tale che z = m(y) ¢ una varieta centrale per il sistema
(2.1). o

Tale teorema, di cui si omette la dimostrazione, afferma dunque che esiste una varieta centrale z =
m(y). Si osservi che il teorema afferma 'esistenza della varietd centrale ma non dice che essa é unica. In
effetti un sistema puo avere piu varieta centrali.

Se ora (yo,z0) appartiene alla varieta centrale, ossia zg = 7(yo), allora la soluzione (y(t),z(t)) vi
rimane V¢ > tg, ossia z(t) = w(y(t)) poiché essa per definizione ¢ invariante. Ma allora il moto sulla
varieta centrale ¢ descritto dall’equazione (di ordine k < n)

v =Ay+ gy, 7(y))

che costituisce il cosiddetto sistema ridotto. Se viceversa zg # 7(yo), la differenza

w = z(t) = m(y(t)

rappresenta quanto la traiettoria e lontana dalla varieta centrale. Considerate le variabili y e w si ha

allora '
i o= Ay+a(y,w+my)

= Ay(w+n(y) + g2 (y,w+n(y)) — 8757(;) [Aly + g1 (y,w+ W(y))}

e in queste nuove coordinate la varieta centrale ¢ w = 0. Il moto sulla varieta centrale e caratterizzato
da w(t) = 0. Dunque ne segue che w(t) = 0, sicché

on(y)
&ﬂw+m@mwﬂ=j;*Pw+m@m@M
Y
e ogni traiettoria che giace sulla varieta centrale, per la quale si ¢ visto che z(t) = w(y(t)), deve soddisfare
questa equazione differenziale, con 7(0) = 0, ag:(yy) o = 0. Dunque 7(y) deve soddisfare tale equazione.
0

Esempio. Si consideri il sistema

©_ .3

Yy = Y

z = -z

L’equazione differenziale & dunque

- :37T(3/)_3 ﬂdj: yi
(y) (—y°) = /@7T Azﬁ@

dy
1
per cui m = 7(0)e 2v7. Sinoti che puo essere m(0) = 0 e dunque 7 = 0 & una varietd centrale. Ma anche

_a
7r{ce 2?7 sey #£0
0 sey =20
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¢ soluzione per Ve € IR. Dunque vi sono infinite varieta centrali. o

Si noti che se anche g1, go € C* il sistema (2.1) ha una varieta centrale C* con k > 1, che perd non
necessariamente ¢ C°.
Le caratteristiche della varieta centrale sono che passa per ’origine, ossia (77(0) = O) ed e tangente al

on(y)

sottoinsieme di punti per i quali z = 0, ossia 3y

©

Figura 26 — Caratteristiche di una varieta centrale

Un’altra importante proprieta della varieta centrale & che qualsiasi traiettoria del sistema (2.1) che parta
da punti sufficientemente vicini all’origine (ove essa ¢ definita) converge alla varieta centrale per ¢ — oo
con velocita esponenziale. Questo si esprime dicendo che la varieta centrale ¢ localmente attrattiva.

(40, 20)

Figura 27 — Proprieta di locale attrattivita della varieta centrale

Teorema 18. [Locale attrattivita della varieta centrale] Sia z = w(y) una varieta centrale per il sistema
(2.1) e sia (y(t), 2(t)) una sua soluzione. Esistono un intorno U dell’origine e delle costanti M,k > 0 tali
che se (Yo, 2z0) € U allora

l2(8) =7y < M e ™|z0 = mlyo),  Vt>to=0

purché (y(t),z(t)) € U.

Se dunque si ha un punto di equilibrio (ye,2.) € U, per il quale deve essere (y(t) = ye, 2(t) = ze)
VvVt > tg, ovvero una orbita periodica I' C U, perché non ci sia contraddizione con la proprieta di
attrativita espressa da questo teorema si deve avere che tale punto d’equilibrio o tale orbita periodica
debbono appartenere a tutte le varieta centrali.

Una volta nota una varietd centrale z = 7(y), il comportamento asintotico del sistema (2.1) vicino
Porigine puo essere studiato mediante il principio di riduzione, espresso dal seguente teorema.

Teorema 19. [Principio di riduzione] Se g1, go € C? e

dg;

9g: 99:
0z

9:(0,0) =0,
dy

_07

= 0, i=1,2,
(0.0)

(0,0 -

e se lorigine y. = 0 del sistema ridotto

y=Ay+g1(y. 7))
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¢ (localmente) asintoticamente stabile (ovvero: instabile, stabile), I'origine (ye,z.) = (0,0) del sistema
(2.1) é (localmente) asintoticamente stabile (ovvero: instabile, stabile). o

L’applicazione di questo teorema implica la conoscenza della soluzione 7(y) di un’equazione, spesso
non risolubile esattamente. Si puo allora cercare una sua soluzione approssimata.

Teorema 20. [Soluzioni approssimate] Sia 7 (y) una funzione C* con 7 (0) = 0, %’(o) =0. Se
B o (y)
Ri(y) = Aomi(y) + g2 (v, 7 (y)) — 5 Ay + g1 (v, me(y))
Y
& un O(||y||") per un qualche k > 1, allora per ||y|| sufficientemente piccoli
k

m(y) —m(y) = O(lyll")

e il sistema ridotto si puo rappresentare come
g = Ay + 91 (y, i (y) + Oyl ). o

In particolare 7 (y) puo essere un polinomio di ordine k. Negli esempi che seguono il sistema ridotto
¢ del tipo

g=ay® +O(yl*), k>0

che e stabile asintoticamente se k e dispari ed a < 0, mentre ¢ instabile se k e dispari ed a > 0 oppure se
k & pari ed a # 0.

Infatti considerata la funzione V = 1

57, si noti che se g(y) = O(|ly|

F1) allora

lim 9@l ~0,
llyll—0 ”y”kJrl

ossia per ogni £ > 0, esiste un d. > 0 tale che se ||y|| < . allora

k+1

WOl ooy o el < ullol™

k+1
lyl™*

Nel nostro caso scalare: |g(y)| < u|y/**!. Si ha allora
V=yi=y(ay* +9() = ay™*" +yg(y) < ay* T + ply*2.

Vicino Dorigine il termine ay**! ¢ quello che domina, sicché se a < 0 e k & dispari la V & definita negativa
e y. = 0 & asintoticamente stabile. Se @ > 0 e k ¢ dispari la Ve positiva in un intorno piccolo a piacere
dell’origine, che & instabile (Chetaev). Se poi k & pari vi & sempre un intorno dell’origine (y < 0se a > 0
ey>0sea<0)in cui V > 0 e quindi sempre per Chetaev, ye = 0 ¢ instabile.
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Esempio. Si consideri il sistema

T = T2
iy = —xg+ax? + briwy
con a # 0. Si nota che
0 = xo
0 = ax?
per cui . = 0 & 'unico punto d’equilibrio. Lo studio mediante il metodo diretto di Lyapunov potrebbe
essere complicato. Se ad esempio si prende V = %(m% + 23) si ha V =z29 — x3 + axizy + br3, e non si

riesce a determinare se € definita negativa.
Si puo allora considerare il metodo indiretto di Lyapunov. Ma

of (0 1 )
Azi =
Ox '(0) 0 -1

ha autovalori Ay =0 e A2 = —1. Si ha dunque un caso critico, che non puo essere studiato mediante tale
metodo.
Utilizziamo pertanto il principio di riduzione. Per trasformare A nella forma di Jordan

o (A0
Ay = TAT _<0 .

si calcolano gli autovettori

0 1 1
(A*)\lf)ul = <O 1>U1—0 = u1_<0>

1 1 1
(A_)\QI)'UQ = (O 0)’(},2:0 = uz:(_1>

1 1 .
0 -1 ) e si trova che

1 _ (00 _ (A0
As=TAT _(o —1)‘(0 A2>

(si noti che non occorre fare i calcoli — ossia calcolare T e poi TAT~! — in quanto dalla teoria si sa gia
che si ha questa struttura). Le nuove variabili sono

()=r()=(o ) (2) =)

y =1+ iy = ax] + brize = a(y + 2)? — bz(y + 2) = f1(y, 2)

e si considera la trasformazione T tale che T—! = (u1 ug) = (

e dunque:

Z=1x9 —ax? —brimo = —2 —a(y + 2)? + bz(y + 2) = faly, 2)

(2)=r(2)=(o ) (2)=(")

in quanto
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Per calcolare 7(y) occorre risolvere I'equazione

Fol () — T £y (g m()) = 0
dy
ossia
z z=m(y) - ﬂ—(y) z=m(y)

che nel nostro caso e
—m—aly+m)? +br(y+7)—7(aly+7)* —br(y+7)) =0
con w(0) = 0, 7/(0) = 0. Una soluzione approssimata polinomiale di ordine k

T (y) = poy® + - + pry®

(si noti che pgy, p1 = 0 poiché 7(0) = 7/(0) = 0) puo essere calcolata sostituendo 7 (y) nell’equazione
differenziale e calcolando ps, - - -, px ponendo a zero i coefficienti con la stessa potenza in y. Per decidere
poi la stabilita di y. = 0 si sostituisce poi 7 (y) nel sistema ridotto

v = fily.me(y) = aly + mc)* — bm(y + ™) = ay® + O(|y]*).

Essendo p = 2 pari ed a # 0 si deduce che y. = 0, e quindi (ye, z.) = (0,0), & instabile. Si noti che non &
stato necessario calcolare ps, - - -, pi.

A posteriori si vede facilmente che in effetti 'instabilita del punto d’equilibrio poteva essere dedotta
utilizzando il teorema di Chetaev. Infatti, utilizzando ancora la funzione®® V = %(x% + x2), positiva in
tutto U = IR? e per cui si era gia calcolato V = zxy — x5 + ar?zy + b3, si nota che lungo la retta
Ty = T2

Ve —ay = (a +b)xs = cas, c=a+b
per cui se ¢ > 0 ¢ positiva per xo > 0, mentre se ¢ < 0 ¢ positiva per o < 0. Dunque vi ¢ sempre
un sottoinsieme di punti di U in cui V' e V sono contemporaneamente positive (una semiretta uscente
dall’origine). Dunque z, = 0 & effettivamente instabile.

Se lo scopo non era solo lo studio della stabilita del punto d’equilibrio, ma si voleva anche calcolare
(ad esempio) pa, p3 € p4, si sarebbe avuto

—(poy® + psy® + pay®) — aly + pay? + psy® + pay*)’
+b(p2y? + p3y® + pay?) (y + pay® + p3y® + pay*) — (2p2y + 3psy?® + 4pay?) [a(y + oy + psy® + pay?)’

—b(p2y® + psy® + pay*) (v + p2v® + psy® + p4y4)} =O(ly*)
ossia
(—=p2 — a)y® + (—ps + bpz — dapa)y® + (—pa + bps — Saps — Sap3 + 3bp3)y* = O(Jy|*)
e quindi
p2 = —a, p3 = bpa — 4aps = 4a* — ab, py = bps — baps — 5ap§ + 3bp§ = 12a%b — ab® — 25a°.

Pertanto )
m(y) = —ay

m3(y) = —ay® + (4a” — ab)y’
m4(y) = —ay® + (4a” — ab)y® + (12ab — ab® — 25a%)y*.

Iterando questo procedimento si possono calcolare approssimazioni di ordine arbitrariamente elevato. o

28 §i ricorda che in realta il teorema di Chetaev non necessita che V' sia definita positiva.
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Esempio. Si consideri il sistema
y = yz
= —z+ ay2.
Esso e gia in coordinate y, z e quindi non occorre fare nessun calcolo preliminare. Il sistema ridotto &
y=ym(y)

e, contrariamente all’esempio precedente, per stabilire la stabilita di y. = 0 occorre calcolare i coefficienti
p; dell’approssimazione polinomiale 7 (y). Si ha I'equazione differenziale

—mk 4 ay® =y ym = 0
e quindi
—(p2y? 43y +pay*+ - ) +ay® —y (2pay+- - ) (P2 + -+ ) = (—p2+a)y®+(—ps)y>+(—pa—2p3)y*+- - = 0.

Si trova ps = a e pertanto

§=yn(y) = ay’ + O(ly|").
Essendo p = 3 dispari, y. = 0 & stabile asintoticamente se a < 0, ed ¢ instabile se ¢ > 0. Dunque
(Ye, ze) = (0,0) ¢ stabile asintoticamente se a < 0 ed ¢ instabile se a > 0. o

Esempio. Si consideri il sistema

ho= Y-y
o = —uy1—ys+2?
i o= —z+yi =3y} + 3T

é gia in coordinate y = ( zl >, z essendo
2
0 1 —yi 3 5 2
A= o) o= _pie ) A=l e=ui o34

Si noti che g; € C? e che si annullano nell’origine assieme alle loro derivate prime in quanto sono di grado
maggiore o uguale a 2. Il sistema ridotto e:

3
 — Y2 _y]_ :A +O 2
i=( g ey ) = A+ Ol

e dunque non & possibile stabilire la stabilita a meno di y. = 0 studiando A;. Considerando allora la
funzione di Lyapunov candidata

1 .
V=_Wite) = VEnme -yl -y =t () = 3 - e ()
e ricordando che un’approssimazione di 7(y) &

T (y) = P21Y; + Pazys + Pasyiye +

si ha ) .
V=—yl —ys+0(lyll’)

negativa in un intorno dell’origine. Dunque y, = 0 e quindi (y., z.) = (0, 0), sono asintoticamente stabili. o
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2.9 Teoremi di invarianza per sistemi non stazionari

Per i sistemi autonomi vale il teorema di invarianza di La Salle: la traiettoria del sistema tende al piu
grande insieme invariante £ contenuto in

E:{z€Q|V(I):O}.

Per i sistemi non autonomi non vale tale risultato, anzi puo non essere neppure chiaro come definire £, in
quanto V(t, ) dipende sia da ¢ che da z. Se perd V(t,z) < —Ws(z) < 0 allora E = {z € 2 | W3(z) = 0}
¢ ben definito.

Definizione 8. Una funzione ¢: RT — IR & uniformemente continua su [0,00) se per ogni £ > 0 esiste
un & > 0 tale che se [t; — t2] < §. allora

lp(t1) — p(t2)] <e

per ogni t1,ty € R*. o

Si noti che rispetto alla definizione di continuita di una funzione??, qui il § dipende solo dal ¢ fissato
ma non dal punto ¢ in cui si studia la continuita della funzione. Inoltre si noti che I'uniforme continuita si
definisce su un insieme, non in un punto, e lo stesso ¢ funziona per tutti i punti dell’insieme. Chiaramente
se la funzione ¢ uniformemente continua su in insieme S allora € continua su .S, mentre il contrario in
generale non & vero. Se pero S € un compatto, la continuita e 'uniforme continuita su S sono equivalenti.
In particolare se f: R™ — IR™ & Lipschitz su S € R" allora f(z) & uniformemente continua su W30,

Enunciamo ora il seguente lemma di Barbalat.

Lemma 4. Sia &: R — IR una funzione uniformemente continua su [tg, +00) e tale che

t

lim [ &(7)dr
t—o0 to
esista e sia finito. Allora
tlim P(t) =0.

Dim. Se per assurdo cio non fosse vero esiste un £ > 0 tale che per ogni T" > 0 si puo prendere tp > T
con |@(tr)| > e. Per l'uniforme continuitd di ¢(t) esiste un §. > 0 (non dipendente da t) tale che per
ogni t > tg e per ogni T € [0, d,] si ha

|D(t +7) = ()] <

N | ™

Dunque
|D(t)] = |D(t) — D(t7) + B(tr)| > —|B(t) — P(t7)| + |P(t7)] > —% +e= g YVt e [tr,tr + b,

da cui

29 Nella definizione di continuita di una funzione si richiede che lim ©(t) = ¢(t), ovvero che per ogni € > 0 esista un d.; > 0 tale che se [t — ] < d.;
t—t

allora |p(t) — ()] < e.
30 i veda [?], pag. 91, Esercizio 2.17.
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tr+0e tr+0. c
/ (1) dt| = / B(1)| dt > 4.
tr 2

tr
1
&(t) mantiene lo stesso segno per t € [tp,tr + d.]
t
ossia il tlim &(t) dt non puo convergere ad un valore finito. Questa ¢ una contraddizione per cui vale
— 00
quanto affermato dall’enunciato. o

Esempio. La funzione
D(t) = e 'sen (e — 1) — 3e?! cos (e — 1)

ha un’integrale dato da
t
/ O(1) dr = —e 'sen (€3 — 1)
0

che tende a zero per t tendente all’infinito. La funzione &(t) & perod divergente, a causa dell’esponenziale
positivo, e non tende a zero. In effetti @¢(¢) non & una funzione uniformemente continua.

Un interessante corollario del lemma di Barbalat richiede I'introduzione di alcune nozioni aggiuntive. La norma
L, di una funzione del tempo ¢: R — R del tempo viene definita come segue

lell, = { (e dr)” sepei,o0)
P
supy | (t)] se p = oo
Si dice che ¢ € L, se esiste la norma ||¢[| . In generale con ||¢l| si intende la norma L,. Una funzione troncata &

o(t) pert<d
@s(t) = {
0 per t > 6.

definita come

Si possono definire gli spazi L, estesi
L, = {4,9 | Vo < 00, g5 € Lp}
come l'insieme delle funzioni troncate per tempi finiti che sono in L,. Per esempio €' & L., mae' € L,,. Se ¢ € L,
allora
l[#5ll = sup [le(@)]-

<8
Una funzione ¢ puo appartenere ad L, e non essere limitata, cioe pud non appartenere ad L.,. Se pero ¢ € L, N L
allora ¢ € L, per ogni p € [1,00)*. Inoltre se ¢ € L, cio non implica che tlim ©(t) = 0, né garantito che ¢ € Lo,
— 00

ossia che sia limitata. Vale pero il lemma di Barbalat visto prima. Da esso ne consegue il seguente corollario.

Corollario 3. [Corollario del lemma di Barbalat] Se ¢ € L, N Lo, per qualche p € [1,00), e ¢ € Lo, allora

lim ¢(t) = 0.
t—oo
Dim. Posto @ = ||¢||”, poiché ¢, ¢ sono limitate allora @ & uniformemente continua. Inoltre poiché p € L,, allora

/0 l(T)||P dr :/0 &(7)dr = lim &(7) dr

t—o0 0

esiste. Per il lemma di Barbalat si deduce che

tlim &(t) = tlim lell? =0

31 §j veda il libro di Desoer e Vidyasagar, 1975, pag 17.
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e dunque che lim ¢(t) = 0. o
t—oo

Corollario 4. Se v: [tg,00) — R™ ¢ tale che

t—oo

1) lim /t YT ()b () dr < o0;
to
2) [[¥(t)|| < ki, per ognit > to;
N LGl Ea——
con ki, ko numeri reali positivi e finiti, allora

lim [[¢(#)]| = 0.

t—o0

Dim. Posto p(t) = T (¢)(t), le condizioni 2) e 3) implicano che ¢(t) e H(t) sono limitate. Dunque @(t) &

uniformemente continua. Si puo allora applicare il lemma di Barbalat, per il quale 1tlirn lle(®)|| = 0. Di conseguenza
—00

Jim [[i(8)]| = 0. .

—00

Possiamo ora enunciare un interessante risultato.

Teorema 21. Sia f(¢,x) continua a tratti in ¢t e localmente Lipschitz in x (uniformemente in t) su
[0,00) x D, D={x € R"|||x — x| <r}. SiaV:[0,00) x D — IR di classe C' e tale che per ognit > 0
e per ogni x € D

Wi(z) < V(t,z) < Wa(x

)
_V(ta) V(L
S

V(t,2) = W2 L OVILT) 1y < ()

con Wi(z), Wa(x) € C° e definite positive, W3(z)
z = f(t,x), con

CY semidefinita positiva su D. Le soluzioni di

T € {z € By, r | Wa(z) <p< min Wl(:zz)}

lz—zcll=r
sono limitate e tali che
tlim Ws(z(t)) = 0.

Se cio vale globalmente e Wy (x) é radialmente illimitata, questo vale ¥V xo € IR".

Dim. Similmente alla dimostrazione del teorema di Lyapunov, si puo mostrare che se
29 € {x € By, | Wa(z) < p}
allora
x(t) € (2, vt > to
in quanto V(t,2) < 0. Pertanto ||z(t) — x| < r per ogni t > to. Poiché V (¢, z(t)) & monotonicamente
non crescente ed e limitata inferiormente da zero, converge per ¢ tendente all’infinito. Siccome

Ws(z(7)) dr < — V(T,;U(T)) dr =V (to,z0) — V(t,z(t))

t[) tD



128 Capitolo 2. La stabilita interna

ne consegue che

t—o0

lim /t t Wi (2(7)) dr

esiste ed ¢ finito.

Poiché ||z(t) — x| < r per ogni t > ty ed f(t,x) & localmente Lipschitz in z, ne segue che ()
& uniformemente continua in ¢ su [tg,00). Di conseguenza Ws(z(t)) & uniformemente continua in ¢ su
[to, >0), in quanto W3(x) & uniformemente continua in x sul compatto B, .

Per il lemma di Barbalat si conclude che

lim W3(z(t)) = 0.

t—o0
Se poi tutte le assunzioni valgono globalmente e Wi (z) & radialmante illimitata, per ogni xy si puod
scegliere un p abbastanza grande sicché zg € {z € R" | Wa(z) < p}. o

Dunque z(t) tende ad
E={zeD|Ws) =0}

per t tendente all’infinito, e pertanto l'insieme limite positivo & contenuto in E. Nel caso stazionario
I'insieme limite positivo era invariante, mentre caso dei sistemi non stazionari in generale cido non & piu
vero®2, per cui non possono essere dedotte ulteriori conclusioni sfruttando le equazioni del sistema, come
si fa nel caso dei sistemi autonomi. Il teorema seguente mostra pero che la stabilita asintotica uniforme
puo essere dedotta se, oltre ad essere V(t, z) <0, l'integrale di V(t, x) soddisfa una certa disuguaglianza.

Teorema 22. Sia f(t,x) continua a tratti in t e localmente Lipschitz in x (uniformemente in t) su
[0,00) x D, D ={z € R" | ||x — z¢|]| < r}. Sia 2. = 0 un punto d’equilibrio per & = f(t,x) per t = 0.
Sia V:[0,00) x D — IR di classe C! e tale che per ognit > 0 e per ogni x € D

Wi(x) <V (t,z) < Wa(x)

V(t,x) _ 3V({(;;,x) n 6V€gtx,a:)f(t7x) <0
t+0
’ V(r,z(r,t,x)) dr < —AV(t, ), e (0,1)

t

per qualche § > 0, con Wy(z), Wa(z) € C° e definite positive, e con z(7,t, ) la soluzione del sistema a
partire da (t,z). Allora x. = 0 é uniformemente asintoticamente stabile.
Se tutte le assunzioni valgono globalmente e Wi(x) é radialmente illimitata, . = 0 é globalmente
uniformemente asintoticamente stabile.
Se poi
ki |z — x| < Wh(x), Wa(z) < ke ||z — x|, k1,ko,c >0

allora x, = 0 & esponenzialmente stabile.
Dim. Similmente alla dimostrazione del teorema di Lyapunov, si puo mostrare che se
T, € {x € B,,, | Wa(z) < p}

p < min W(z), allora

lz—wel=r

x(t) € 2,  Vt>t

32 Per sistemi particolari, come i sistemi non stazionari periodici o quasi-periodici vale un tipo di invarianza.
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in quanto V (¢, z) < 0. Ora per ogni ¢ > ¢, si ha
V(it+d6,z(t+9)=V(Ez(t) + / ) V(ralrtz))dr < V() — AV(E () = (1 — NV (E ().

Inoltre poiché V(¢,z) <0
V(r,z(1)) < V(t,z(t)), Vr1eltt+d)

Fissato allora t > t,, sia n > 0 il pilt piccolo intero tale che ¢ < ¢, + nd, e si divida intervallo [t,, ¢, + (n — 1)d] in
¢ —5750 < n. Allora

(n — 1) sotto intervalli uguali di lunghezza d. Si noti che

V(t,z(t)) < V(ty+ (n— 1)zt + (n — 1)d))

< (A =XNV(te+ (n—2)0,z(ty + (n — 2)9))

< e =NV () = T (1= NV (e 2(t))

< ﬁ(l - ) kR V(t, z(to))

— V(t()vm(tO))e b(t—to)

1—A

= o(V(t,z(t)),t — to)

ove si ¢ posto
e 1 1.1
1=XN7 =" = b=—-In1-A)==-In
0 0 1—-2AX
e
T ks
o(r,s) = ——e ™ e KL.
1-A
Dunque
Vt,z(t) < a(V(ty,z(t)), t —to), YV V (ty, ) € [0, p].

La restante parte della dimostrazione ¢ come quella del teorema di Lyapunov e suoi corollari. o

Si noti che nel caso di sistemi lineari la condizione
t+6
/ V(r z(r t,x))dr < =NV (t,x), A e (0,1)
t
puo anche essere scritta
t+o
| Veatn ) dr < -nal, e (0,1)
t

come mostrato nell’esempio seguente.
Esempio. Si consideri la classe di sistemi lineari tempo varianti
z=A(t)x

aventi la matrice A(t) continua per ogni ¢ > 0. Si supponga che esista una matrice P(t) = PT(t) € R™*"
di classe C! tale che per ogni t > 0

0<01[§P(t)§02_[
P(t) 4+ P(t)A(t) + AT (t)P(t) = —CT (t)C(¢)
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con C(t) continua in ¢.
Considerata la funzione candidata V (¢, z) = 2T P(t)z < ¢, ||#||%, la cui derivata vale

V(t,z) =zT(Pt)A@t) + ATt)P(t) + P(t)z = —2TCT(t)C(t)x <0

si puo notare che
5 t+6 t+6
/ V(ra(r,t,x)) dr = / V(r,®(r,t)x) dr = —a:T/ &7 (r,)CT (1)C(7)D(7,t) dT
t t t
essendo z(7,t,x) = &(7,t)x la soluzione del sistema lineare. Considerato il Grammiano di osservabilita
t+6
Gt t+0) = / &7 (7 0)CT (1) C (1) B(r, 1) dr
¢
si supponga che esista una costante k < ¢y tale che
t46
Goltt+6) = / &7 (1, )CT (F)C(F)B(r, ) dr > kI,  Vi>0
t

ossia si supponga che il sistema lineare tempo variante
z = A(t)z
y = Ct)x

sia uniformemente completamente osservabile®®. Allora

t+6 . k
/ V(r,a(r.t,0)) dr < =2l Go(t,t + 0z < —k |lz|* < =~V (t,2).
t 2

33 1] sistema lineare tempo variante

& = Atz

y = Cx
conz € R", y € R", e A(t) € R™", C(t) € R™" funzioni continue a tratti (e dunque appartenenti a L, .), ¢ uniformemente completamente
osservabile se esistono delle costanti ky,ky > 0 e § > 0 tali che il grammiano di osservabilita gode della proprieta

t+8
kol > G,(t,t+0) = / (1, 4)C" (1)C(T)P(7,t) dT > ki1, Vit >t u]
t

Si noti che poiché x(1) = &(7,t)x(t), la precedente condizione si pud anche scrivere

t+8 t+4 t+d
ks HZ(t)\EZ/ aT (DT (r, 1) CT (1) C(T)D(r, t)a(t) dT:/ wT(T)CT(T)C(T)I(ﬂdT:/ ly(ll; dr > kullz@)lly, Yt >t

L’aggettivo completo, che si riferisce al fatto che la condizione ¢ soddisfatta per ogni x(t), viene spesso omesso. Inoltre aggettivo uniforme si riferisce
al fatto che la relazione & soddisfatta con le stesse costanti per ogni ¢. Uno specifico z(t) ¢ osservabile su uno specifico intervallo [t, ¢ + 4] se

t+0
ko |l (013 Z/ Iy dr = ki llz@)ll;, Vet
t
¢ soddisfatta su tale intervallo, sicché z(t) ¢ ricostruibile dalla conoscenza della funzione y(-) utilizzando Pespressione
t+8
2(t) = G, (t,t +6) / & (1,t)CT (1)y(7) dT
t

in cul y(7) = C(r)z(r) = C(1)D(7, t)z(t).
D’altra parte se la condizione di uniforme completa osservabilita non & verificata, allora esiste un z(¢) # 0 tale che la corrispondente uscita soddisfa

t+4
/ ly(r); dr =0
t

sicché tale z(t) ¢ indistinguibile dallo stato zero.
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Pertanto tutte le condizioni del teorema precedente sono soddisfatte globalmente con

k
Wi(z) = ¢ |z|?, i=1,2 A=<
2

e quindi l'origine ¢ stabile globalmente esponenzialmente. o
Quest’ultimo esempio mostra che 'origine di un sistema lineare tempo variante, con A(t) e C(t)
continue per ogni ¢ > 0 e per il quale risulti V < —27C7(¢)C(t)x < 0, & globalmente esponenzialmente

stabile se la coppia (A(t),C(t)) ¢ uniformemente completamente osservabile. Pill precisamente vale il
seguente risultato.

Teorema 23. [Stabilita esponenziale di un sistema lineare tempo variante| Le seguenti affermazioni sono
equivalenti.

1) z, =0 é un punto d’equilibrio esponenzialmente stabile per

con la coppia (A(t), C(t)) uniformemente completamente osservabile;

2) per ogni C(t) € R™*™ continua, con m arbitrario, tale che (A(t),C(t)) é uniformemente com-
pletamente osservabile, esiste una matrice P(t) = PT(t) € IR™™" di classe C* tale che per ogni
t>0

O<01]§P(t)3021

P(t) + P(t)A(t) + AT (t)P(t) = —CT(t)C (1)

3) per qualche C(t) € R™*" continua, con m arbitrario, tale che (A(t),C(t)) & uniformemente com-
pletamente osservabile, esiste una matrice P(t) = PT(t) € IR™™" di classe C* tale che per ogni
t>0

0<01[§P(t)§621

P(t) 4+ P(t)A(t) + AT (t)P(t) = —CT (t)C(t).

Dim. La 1) implica la 2). Se si definisce

si osserva che
P(t) = —&"(t,t)CT(t)C(t)D(t,t) + / %@T(ﬂ t)CT(1)C(1)P(T,t) dr +/ & (1, t)CT(T)C(T)%QS(ﬂ t)dr

ove P(t,t) = I. Poi & noto che

d
a@(ﬂ t) = —P(T,t)A(t).

Quindi
P(t) = -CT(t)C(t) — / AT ()P (1,t)C" (1)C(1)®(T,t) dT — / & (1,t)CT (1)C(1)®(1,t) A(t) dr

= —CT(t)C(t) — AT(t)P(t) — P(t)A(t).
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Essendo un’equazione differenziale lineare la soluzione ¢ unica una volta fissata la condizione iniziale P(0).
Per I'assunzione di uniforme completa osservabilita

45
kI > G,(t,t+d) = / O (7,t)CT(1)C(1)D(7,t) dT > K\, Vi >t
t

e quindi P(t) > k,I. Inoltre, diviso l'intervallo di integrazione di P(t) in intervalli di ampiezza § e considerato
Uintervallo [t + ,¢ + 24]

/YA ° S (1,t)CT(1)C(T)P(7,t) dT = D" (t + 6, 1) ‘/I+ S (1,t+ 8)CT(T)C(1)P(7,t + 6) dT B(t + 0,t)

+6 t+d

e poiché z, = 0 & un punto d’equilibrio esponenzialmente stabile per @ = A(t)z se e solo se ||D(t, )] < ke ") per
qualche k, A > 0, si ha

1424
/ O (1,6)CT (T)C(T)D(7,t) dr < DT (t + 6,1) kol B(t 4 0,t) = koI | B(t + 0,1)|” < kokPe 2T
t

t+d

dove ¢ stata usata ['uniforme completa osservabilita. Sommando su tutti gli intervalli

P(t) = / " (1,0)CT(T)C(T)P(7,t) dT < ky(L + ke + K'e™ + - )] = ¢,1.

La 2) implica la 3). Ovvio.

La 3) implica la 1). Considerata la funzione di Lyapunov V(¢,z) = 2" P(t)z e calcolando come nell’esempio
precedente si ha

t+0
. . k
/ V(T a(r,t,2)) dr < —2"G,(t,t + 0z < —k||a|* < ==V (t,)
I 2
e si deduce la stabilita esponenziale globale di =, = 0. u]

In un precedente esempio con lo stesso sistema lineare tempo variante, si era supposto che P(t)
soddisfacesse una condizione piu forte, ossia che fosse soluzione dell’equazione di Riccati

P(t) + P(t)A(t) + AT(t)P(t) = —Q(1)

con Q(t) € C° simmetrica e definita positiva, e si era dedotta la stabilita globale esponenziale dell’origine.
Il teorema ora visto permette di sostituire la definitezza positiva di Q(¢) con una condizione meno forte,
quale la semidefinitezza positiva di Q(t) = CT(t)C(t). Serve perd che sia soddisfatta la condizione
Go(t,t406) > kI per ognit > 0, con Go(t,t+0) che il Grammiano di osservabilita della coppia (A(t), C(t)),
e quindi tale condizione & implicata dalla osservabilita uniforme della coppia (A(t),C(t)). Questo &
I’analogo di quanto detto a proposito dei sistemi lineari stazionari e del teorema di La Salle.

A completamento di quanto detto sulla osservabilita di un sistema lineare, enunciamo il seguente lemma, che
afferma I'equivalenza tra I'uniforme completa osservabilita del sistema

x = A(t)z
y = C()z

e quella del sistema con iniezione dell’uscita (output injection)

i o= (Al)+E®C))x
C(t)x

ove K (t) ¢ continua a tratti e uniformemente limitata.
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Lemma 5. [Uniforme completa osservabilita sotto iniezione dell’uscita] Si assuma che per ogni 6 > 0 esista un k; > 0
tale che per ognit > t,

t+0
/ VK@ dr < ke
t

Allora il sistema
r = A(t)z

y = C()z

& uniformemente completamente osservabile se e solo se il sistema,

&

(A(t) + K(t)C(t))x
= C(t)z

& uniformemente completamente osservabile. Inoltre se il Grammiano di osservabilita del primo sistema soddisfa
t+0
kI > G,(t,t+8) = / O (1,t)C"(1)C(1)P(7,t) dT > kI, V>t
t
allora quello del secondo soddisfa

t+4
ko > G,(t,t+0) = / &7 (1, t)C" (1)C(1)®(7, t) dT > K1, V>t
t

con k
Foe — Ry = kyeeh,

(14 VER)

Dim. La prova consiste nella determinazione delle costanti che appaiono nella definizione di uniforme completa
osservabilita, e pud essere trovata in [?], pag. 332. o

Il seguente risultato & spesso applicato nel progetto di controllori adattativi.

Teorema 24. Sia dato il sistema
i o= Azt I7T(tw,)C

¢ = —AI(t,z,()Px
ove x € R", ¢ € IRP, con condizioni iniziali (zg,(p), e dove

e A ¢ una matrice n X n Hurwitz;

o I'(t,xz,{) & una matrice p X n di funzioni di classe C*° uniformemente limitate per ogni (z,()
limitato;

e P =PT > 0 ¢ una matrice n x n soluzione dell’equazione PA+ ATP = —Q, in cui Q = Q7 > 0;
o A= AT >0 ¢ una qualsiasi matrice p x p di guadagni.

Allora
1) il punto d’equilibrio (x.,(.) = (0,0) & uniformemente stabile;

2) le soluzioni (z(t),((t)) sono uniformemente limitate per ogni t > ty, ed ogni condizione iniziale
(0,C0) € R" x IR;
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3) ilim llz(t)|| = O per ogni condizione iniziale (z¢,(p) € R™ x IRP.
L— 00

Se inoltre

or

e £ ¢ uniformemente limitata per ogni (x,() limitato;

ot

e csiste una funzione « di classe K tale che

a(¢l) < Tt ae, OTT (t,2e, ()¢, YE>1to, VCE RP

allora

4) il punto d’equilibrio (x.,(.) = (0,0) é globalmente uniformemente asintoticamente stabile.

Dim. Si consideri la seguente funzione candidata di Lyapunov radialmente illimitata3*
V=a"Px+¢TA7Y¢
la cui derivata rispetto al tempo vale
V =a2T(PA+ ATP)x 4+ 22T PIT (t,2,0)¢ — 2V AT AL (t, 2, ) Pr = —27 Q.

Essendo semidefinita negativa, (z.,(.) ¢ un punto d’equilibrio uniformemente stabile3®. Inoltre essendo
V radialmente illimitata, le soluzioni (z(t),((t)) sono uniformemente limitate per ogni ¢ > to ed ogni
condizione iniziale (zg,¢p) € R™ x R?.

Essendo ora x(t), ((t) e I'(t,x,¢) limitate, risulta che © = Az + I'T(t,z,()¢ & anch’essa limitata.
Pertanto x(t) & uniformemente limitata. Ne consegue che anche & = 27 Qx & uniformemente limitata.
Inoltre integrando la relazione V= —2TQux si ha

t t
/ () Qalr) dr = — / V(r) dr = Vito) - V(1)
to to
il che implica che esiste ed e finito il seguente limite
t t

lim [ 27(7)Qx(7)dr = lim [ &(7)dr = V(ty) — V(o0) < 00

t—o0 to t—o0 to

in quanto V(tp) ¢ limitato e V(¢) & risultata non crescente. Per il lemma di Barbalat ne segue che

tlim &(t) = 0, e quindi che tlim lz(®)|| = 0 per ogni condizione iniziale (xq, (y) € R"™ x RP.
— 00 — 00
Le condizioni aggiuntive per cui %—1; ¢ uniformemente limitata per ogni (z, () limitato ed esiste una

funzione « di classe K tale che

a(ll¢ = Cell) < ¢TIt ze, QL (t, 26, C)C

garantiscono poi che il punto d’equilibrio (z., {.) sia globalmente uniformemente asintoticamente stabile.
Infatti vale il seguente risultato.

34 ge (we, ¢.) # (0,0) gli stessi argomenti varranno per la funzione V = (z — x.)"P(z — z.) + (( — {.)TA7({ = ¢).
Si noti che non vale il teorema di La Salle in quanto il sistema non ¢ stazionario.
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Definizione 9. Sia K|, un intorno compatto di z. = 0 e sia F C K. Una funzione scalare @(t, z): [t,, 00) X K, — R
¢ definitivamente non nulla in E se per ogni € > 0 esistono due numeri reali positivi 3, § per cui

lp(t, )| > B

per ogni ¢ € [ty,00) e per ogni « € K, — B, . per cui d(z, E) < 4, ove d(z, E): = inf d(z, y) e d(z, y) indica la distanza
yek
euclidea tra z ed y. o

Figura 28 — Funzione definitivamente non nulla

Il seguente teorema permette di inferire la stabilita asintotica di un punto d’equilibrio di un sistema tempo variante
quando la derivata della funzione candidata di Lyapunov V(t7 x) risulta semidefinita negativa, purché appropriate
condizioni aggiuntive vengono verificate. In particolare si noti che tale risultato vale quando la funzione f(¢,x) &
limitata e se esiste una funzione ausiliare w(t, z) la cui derivata rispetto al tempo risulta definitivamente non nulla
nell’insieme F in cui si pud annullare V(t,z) . La funzione di tale funzione ausiliaria & quella di “stimare” come

V(t,x) tende a zero.

Teorema 25. [Teorema di Matrosov] Sia x, = 0 un punto d’equilibrio di & = f(t,z), x(to) = @, con || f(t,z)| < k
per ogni (t,x) € [t,,00) x U, U intorno aperto connesso di x.. Esista una funzione candidata di Lyapunov V (t,x)
(dunque di classe C") tale che

aflz —zl)) <Vt z) Sl —z[),  o,eek

V(t, z) = 8Vg;‘57 x) " i?Va(;, x)

flt,z) < —Wiy(x) <0, Y (t,x) € [ty,00) x U

con Wy(z) funzione continua da U ad R. Esista poi un funzione w(t,x): [t,,00) x U — IR di classe C", tale che

[w(t,2)] < ks, ks > 0, e con in(t,a) = 2Lt Oult.z)

E={zeU|Wx)=0}.

f(t, ) definitivamente non nulla in

Allora x, = 0 ¢ uniformemente asintoticamente stabile e una stima della regione di attrazione ¢ data da
{2 €U|V(ta) < ai(r)}
con r > 0 tale che la sfera chiusa B,,, C U.

Te.,r

Dim. Una dimostrazione del teorema di Matrosov si pud trovare in [?], pag. 263. o

Alla luce del teorema di Matrosov, si considerino l'insieme

E={(z,0|2"Qx=0} ={(2,¢) |z =0}
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e la funzione
w(t,z,¢) =" I" (¢, 2, ().

Quest’ultima ¢ di classe C' ed ha derivata rispetto al tempo
i(t,x,¢) = 2" ATT"(t,2,O)¢ + "I (t, 2, O (8,2, 0)¢ + " T (t,2,0)¢ — 2" T (t, 2, ) AL (t, 2, () P,

Poiché ¢TI (¢, 2., () (¢, 2., ()¢ > a(||¢ — ¢.||), @ € K, risulta che w(t, z, () & definitivamente non nulla in E. Valendo
allora il teorema di Matrosov in un qualsiasi insieme aperto connesso di (z,, ), deve risultare che il punto d’equilibrio
(z.,¢.) = (0,0) & uniformemente asintoticamente stabile. Essendo poi V (¢, z) radialmente illimitata, questo vale
globalmente. o

Se
I'(tz,) =" (t,cx) = by" (t,y)

con b, ¢T' vettori reali n x 1, tali che la terna (A, b, ¢) soddisfa la condizione di essere strettamente reale,
il lemma di Kalman-Yacubovich-Popov3® permette la seguente particolarizzazione del teorema ?7?.

Teorema 25. Considerato il sistema

i = Av+byT(ty)C
= —My(t,y)y
Yy = cx

ove x € R", ( € IR?, con condizioni iniziali (z¢,(y), e dove

e la terna (A,b,c) soddista la condizione di essere strettamente reale

Re {c(jwl — A)~""b} >0, Yw e (—o0,00);

e (t,y) & un vettore p x 1 di funzioni di classe C* uniformemente limitate per ogni y limitato;
o A= A" >0 é una qualsiasi matrice p x p di guadagni.

Allora
1) il punto di equilibrio (x.,(.) = (0,0) é uniformemente stabile;

2) le soluzioni (x(t),((t)) sono uniformemente limitate per ogni t > to ed ogni condizione iniziale
(330,(:0) € R" x R?;

3) tlim lz(®)|| = 0 per ogni condizione iniziale (xq,(y) € R" x IRP.
— 00
Se inoltre
° il é uniformemente limitata per ogni y limitato;

ot

36 Tale lemma afferma che dati una matrice n x n Hurwitz A e due vettori colonna n x 1 reali b e ¢

T la terna (A,b,c) soddisfa la condizione di

essere strettamente reale
Re {c(jw[ - A)’lb} >0, Vw € (—00,00)
se e solo se per ogni matrice @ = Q" > 0 n x n esistono una matrice P = PT > 0, un vettore n x 1 reale ¢ ed un reale £ > 0 tali che
PA+ AP = —q¢" —€Q
Py = .
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e csiste una funzione « di classe K tale che

a(l[Cl) <yt cae )y (tcxe)C,  Vit>t, V(€ RP

allora

4) il punto d’equilibrio (z.,¢.) = (0,0) & globalmente uniformemente asintoticamente stabile.

Dim. Se P ¢ soluzione di

PA+ATP = —q¢" —€Q
Pb = cF
e se
It 2, ¢) = by" (t,cx) = by" (t,y)

allora

b = Az +TI7T(t,z,0)¢ = Ar+ b7 (t,y)

{ = —AD(t,z,{)Px = —Ay(t,y)b" Pz = —Ay(t,y)cx = —Ay(t,y)y
allora il sistema considerato gode delle proprieta del teorema ?7. o

Nel caso speciale in cui I'(t,z,{) = I'(¢) il sistema

i = Az +TT(t)¢
= —AI'(t)Px

& lineare tempo variante. La condizione aggiuntiva & poi che I'(t) & uniformemente limitata con
a(l) < ¢TIt Vi =t V(e R

Ricordando che per un sistema lineare tempo variante se I’origine & uniformemente asintoticamente stabile
allora lo e globalmente esponenzialmente, il teorema 77 fornisce condizioni sufficienti perché il punto
d’equilibrio (z.,(.) = (0,0) sia globalmente esponenzialmente stabile. Lo stesso risultato vale perd
sotto condizioni piti deboli, come illustrato dal teorema dell’eccitazione persistente. Prima di enunciarlo
premettiamo alcune definizioni.

Definizione 9. Un segnale w(t) € R” si dice essere persistentemente eccitante se esistono delle costanti
ki,ko >0 e T > 0 tali che

t+T
kol > / w(t)w? (1) dr > kI, Yt > 1. o
t

Si noti che mentre la matrice w(7)w? () & singolare per ogni 7, la condizione di persistente eccitazione
richiede che il suo integrale su un intervallo finito di lunghezza T sia definito positivo uniformemente. Si
noti inoltre che il limite superiore viene automaticamente soddisfatto se w(t) € limitato.

La somma di due segnali persistentemente eccitanti non € necessariamente un segnale persistentemente
eccitante, né un segnale in Lo € necessariamente persistentemente eccitante. Pero la somma di un segnale
persistentemente eccitante ed di uno in Ly & ancora un segnale persistentemente eccitante.



138 Capitolo 2. La stabilita interna

Lemma 5. Siano w(t), v(t) continue a tratti, con w(t) eccitante persistentemente e

/ HZ/(T)Hg dr <c< o0
0

ossia v € Ly. Allora anche w(t) + v(t) é eccitante persistentemente.

Dim. Per la definizione di eccitazione persistente esistono delle costanti k1, ke > 0 e T > 0 tali che
t+T
kol > / w(T)wT(T) dr > k1, V> tp.
t

Ma allora, considerato un arbitrario vettore « con ||z|, = 1, si ha

t+T t+T 9

ko > / T w(r)w? (7)x dr = / (wT(T)SC) dr > ky, Vit >tp.
t t

Inoltre®” per l'ipotesi su v(t)

/000 (VT(T)m>2 dr < /OOO vI(r)v(r) dr = /000 ||1/(7')||§ dr < ¢ < co.

Ora si consideri un istante § = T'(1 + m), con m > % un intero. Si ha3®
1

/tw ((w(r) + () "2) dr > ;/tw (w" (7)) dr - /tw (")) dr 2 ks =2 J

37 Gi ricorda innanzi tutto che se A & invertibile

A B A B A
det(c D)fdet(o D,CAle)fdetAdet(chA B)

in cui la seconda matrice & ottenuta dalla prima sottraendo dalla seconda riga la prima premoltiplicata per CA~'. Analogamente se D & invertibile

A B A—BDC 0 B
det(c D)fdet( c D)fdethet(A—BD )

avendo sottratto dalla prima riga la seconda premoltiplicata per BD~!.

, I 0
Si noti ora che se ||z, = 1, risulta che (a’z)? = a"za"a < a’a, ossia a” (I — z2")a > 0. Infatti posto a = ( r ) (3), sicché (8) =

(TIT ?)&,siha
I—z2" 0 a I =z I—z2" 0 I 0 I =z
Tr N, — T _ T s _ AT o
et (o) (U7 1) )= () (0 D () (5 D)

A B I =z
La matrice (C D) = ( o ) ¢ semidefinita positiva, come si pud vedere applicando il criterio di Sylvester: tutti i minori principali di ordine
x

IsU

minore o uguale a n (la lunghezza di z) hanno determinante pari ad 1, mentre quello di ordine n + 1, ossia la matrice T , ha determinante
x

1
nullo, in quanto per quanto visto prima

0=det I det(l —2"z) = det A det(D — CA™'B) = det D det(A — BD™'C) = det 1 det(I — 2a”) = det(I — za”).

2
; 1 . . . 1 ,
38 Posto a = w'x, b = v7a si ha ((w + 1/)Tz'> = (a+0b)? > §a2 — b%. Infatti portando al primo membro si ha sempre 5(12 + 2ab + 2V =

2 2
1 ; ; .

(\7(L+\/§b) > 0. Analogamente ((u,r+1/)Tz) = (a+b)? < 2a*+2b°. Infatti portando 1'ultimo membro al primo si ha —a*+2ab—b* = —(a—b)* < 0,
2

che ¢ sempre verificato.
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ed analogamente

/tf,+6 ((w(T) N V(T))Tx)2 ir < 2/:+6 (wT(T)gc)2 dr +2 /tt+6 (VT(T)a?)z dr < 2(1 4+ m)ks + 2¢.

Dunque

2(1 + m)ks + 2¢ > /tm ((w(r) + V(T))Tx)2 dr > %kl

e quindi

(2(1 + m)ky + 2¢)1 > /Hé (w(r) +v(7)) (w(r) + V(T))T dr > %klf, Vit > t. o

Teorema 26. [Eccitazione Persistente] Sia dato il sistema lineare tempo-variante

i = Ax+TIT(t)C
( = —AI'(t)Pz

ove x € R", ( € IR?, con condizioni iniziali (zg, (), e dove

e A ¢é una matrice n x n Hurwitz;

o | I(t)] e HF(t) H sono uniformemente limitate e vale la condizione di persistenza di eccitazione, ossia
esistano due reali k > 0, T' > 0 tali che

t+7T
/ Ir'(rYr(t) dr > kI >0, Vit > to;
t

e P =PT > 0 ¢ una matrice n x n soluzione dell’equazione PA+ ATP = —Q, in cui Q = Q7 > 0;
o A= A" >0 é una qualsiasi matrice p x p di guadagni.

Allora il punto d’equilibrio (z.,¢.) = (0,0) é globalmente esponenzialmente stabile.
Dim. Essendo A > 0 la si puo scrivere come A = LT L e considerare le nuove coordinate

(€)= (%)

sicché, posto B(t) = LI'(t), il sistema si riscrive come

i = Az +pT(t)¢
£ = —B(t)Pa.

La condizione di persistente eccitazione si riscrive poi
t+T t+T
L/ r(n)rt(r)dr L" = / B(r)BT (1) dr > kLLT > knI >0, Vt>tg
t t

per un ki opportuno. Le condizioni si riscrivono pertanto come per il sistema iniziale in cui si prenda

A=1.
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Si prenda dunque A = I e si consideri la funzione candidata di Lyapunov radialmente illimitata
V =a2TPz+¢T¢
la cui derivata rispetto al tempo vale
V =2l (PA+ ATP)x + 22T PIT(t)¢ — 2T (t) Pz = —27 Qu.

Per il teorema di Lyapunov il punto d’equilibrio (z., {.) = (0,0) & uniformemente stabile e ||z(¢)||, [|{(¢)]|
sono uniformemente limitate per ogni ¢ > to. Essendo inoltre per ipotesi || I'(¢)|| uniformemente limitata,
ne segue che anche

i) = |4z + T < Al e + ITONICE]

¢ uniformemente limitata. Altra conseguenza del fatto che Vv < 0 & che V(¢) & una funzione uniformemente
limitata e non crescente per t > tq, sicché

¢ t
lim [ 27(7)Qxz(r)dr = — lim [ V(7)dr = V(ty) — V(c0) < 0.
t—o0 to t—o0 to
Siccome @ > 0, si puo scrivere @ = RT R e dunque posto () = Rx(t) si & mostrato finora che
¢
1) lim DT (1)Y(7) dr < oo;

t—o0 to

2) [[¥(8)|| < ki1, per ogni t > to;
H H < ko, per ogni t > to;

con kp, ko numeri reali positivi e finiti. Siamo quindi nelle ipotesi del corollario 77?7, sicché
Tim J(0)] =
— 00

ossia,
lim ||z(¢)|| =0, Vaxoe R"

t—o0
in quanto R ¢ invertibile.
Per mostrare che anche la norma di ((¢) tende asintoticamente (e quindi esponenzialmente) per ogni
condizione iniziale, occorre utilizzare il seguente fatto.

Fatto. Per ogni € > 0 ed ogni T > 0 fissati, per ogni condizione iniziale (x,(y) esiste un t > T tale che

IO <e.

Dim. Per assurdo esista un istante ¢, tale che ||C(t)|| > € per ogni t > ¢,. Ricordando® che AL, 272 < 2T Pz, e

min

t
preso in particolare z = IrT (t)w con w un vettore p X 1 con norma unitaria, dalla ipotesi assurda ”Ci )i > 1 per
t > t1 e da quella di eccitazione permanente si ha che per t > ¢4

t+T t+T
[ M PO wdr = Ao [ DI () drw= Nk
t t
t+T t+T T

g/ wﬁwwﬂvmmg/ S iy prr ) ST

o e <l
1

< / O rmprr e e = L / (T (1)) PIT (r)((7) dr.

t £ t

39 P . . N . ; . IS F. IR .
Nel seguito AP, AP indicheranno gli autovalori pitt piccolo e pitt grande di P.
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Pertanto

t+T
/ T () PTT ()¢ () dr > NP, ke®,  Vi>ty.
t

Sia poi kp il limite di entrambe le norme ||I'(t)]|, HF(t)H, per ipotesi uniformemente limitate. Inoltre, poiché

V' (t) & una funzione non crescente

P
Amin

2Tz +¢TC<V <A aTa+¢T¢ <A\ alao+ L.

max max

Essendo poi singolarmente AL, 27w < AP, 272 + (T¢ e ¢(T¢ < AP, 2Tz + (T¢, si ricavano i limiti superiori

min min
Aasx0 Z0 + G5 Co
lz (@)l < \/ Eee———— <@ < \/Aiaxonxo + (g o = ke
min
essendo (g, (o) le condizioni iniziali. Infine poiché si & mostrato che tlim |z(t)|| = O per ogni condizione iniziale,
—0o0

questo equivale a dire che per ogni € > 0 esiste un g tale che
lz@®)| < e, Vit >t

Conseguenza di queste cose & che per ogni t > {5 risulta
t+T _
/ 2T PIT (TP = (T ()D(R)P = (T (7)PA] a(r) dr
t

< [k

max

t+1T
1
V2R3 hehr AR + kekr AR 1Al / Jo(r)] dr < ZhALe.

max
Si ora consideri la funzione
Lrr T
P(t ) = [T+ T+ T) = ()]
che & limitata in quanto tale & {(¢). La sua derivata vale

do(t.C0) _ oty it et - i — [ ACT@ND) [T AT (DI Pa(r)
R TH+T)(E+T)—C (t)((t)_/t - dr — /t - J

t+T . )
= - /t {gT(T)F(T)PI(T)+CT(T)F(T)PI(T)+CT(T)F(T)Pi(T)} dr

t+T .
/t |7 (1) PLT (7)1 (7)Pa(r) = ¢T() P (r) Pa(r) = T (1) D (r)PAx(r) = (T (1) D() PT T (7)((7)] dr

t+T . t+T
/t &7 () PIT()D(7)P = (T (1) D(7)P = (T ()1 (7)PA] a(r) dr - /t ()0 (r)PIT (7)¢(7) dr.

Ora, in base a quanto mostrato, per ¢ > max{t1,¢2} si ha

do(t, (¢ 1
e(t,¢(1) < 77}{/\&&2

dt 2
che contraddice la limitatezza di (¢, {(t)) per ogni ¢ > tg. Dunque l'ipotesi iniziale, che cid esista un istante ¢;
tale che ||((t)|| > € per ogni t > 1, ¢ assurda. Quindi dovra essere vera la tesi. o
Poiché si € mostrato che tlim [lz(¢)|| = 0 per ogni condizione iniziale, questo equivale a dire che per

— 00
ogni € > ( esiste un ¢, tale che
&
el € ——=, Vit

V2 ax
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In virtu del fatto appena visto esiste un istante di tempo T, > t. tale che

I <

Sl

Poiché (nella dimostrazione del fatto) si & visto che

HC || < \/)‘maxxo Zo + C(?CO = k{

e prese zg = z(T%), o = ((T:), si ha

IS0 < ML (T)2(T2) + CT(T)G(TL) <6, Wiz

il che implica che

Jim [[¢()] =0
per ogni condizione iniziale. Dunque (z.,.) = (0,0) & attrattivo. Inoltre poiché hm / T)Qz(T)dr =
V(to) — V(o0) < oo vale uniformemente rispetto a to, anche thm lz(®)] = 0, hm ||C( )|l = 0 valgono

uniformemente rispetto a tg. Ne segue che (z.,(.) = (0,0) & globalmente uniformemente asintoticamente
stabile. Poiché il sistema di partenza ¢ lineare, (x.,(.) = (0,0) & anche globalmente esponenzialmente
stabile. o

2.10 Stabilita dei sistemi perturbati

Il sistema & = f(t,x) + g(¢,z) con f:[0,00) x D — R", g:[0,00) x D — IR" funzioni continue a tratti
in ¢t e localmente Lipschitz in z in [0,00) x D, D C IR" dominio contenente z., pud pensarsi come
la perturbazione di un modello nominale & = f(¢,), con g(t,z) il risultato di errori di modellistica’®
invecchiamento, incertezze, disturbi. Su tale termine si potrebbe avere alcune informazioni, come un
limite superiore su ||g(¢t, z)||.

Se la perturbazione si annulla in z., ossia g(t, z.) = 0, allora il sistema perturbato ha ancora z. come
punto di equilibrio e la stabilita di x. puo studiarsi in modo analogo a quello usato nel metodo indiretto
di Lyapunov (quello della linearizzazione), con la differenza che qui g(t, 2) potrebbe essere piu generale
di quello visto nella linearizzazione.

Se viceversa g(t,z.) # 0, x. non ¢ piu di equilibrio per il sistema perturbato e non si puo piu studiare
che il problema come una questione di stabilita di punti di equilibrio. Nuovi concetti, quali la stabilita
ingresso-stato saranno necessari.

2.10.1 Perturbazioni che si annullano in x,

Supponiamo che g(t,z.) = 0. Considerato il sistema non perturbato & = f(¢, ) supponiamo che esista
una funzione di Lyapunov V:[0,00) x D — R", di classe C!, tale che

ki o — ze]|® < V(¢ ) < ko [lo — 2

oV (t, oV (t, c
2) L OVILT) 1y 2) < byl — e

per ogni (t,x), con k;, ¢ > 0, allora z. & esponenzialmente stabile (eventualmente globalmente).

V(t,z) = +

40 Questo nel caso che non cambino l'ordine del sistema
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Studiamo la stabilita di z. per il sistema perturbato utilizzando la stessa funzione candidata V (¢, x).
Lungo le traiettorie del sistema si trova che

. ov ov
V(t,z) = o +—f(tz)| + a—g(t,x) < —kslle — x|+ 879(75733)
xX T

Qui oV g(t, z) & leffetto della perturbazione. Poiché non si conosce, almeno non completamente, la g(t, z)

Jx

non si sa se esso e tale da impedire che V(t x) sia definita negativa. Supponiamo di sapere che g(¢,x)
soddisfi un limite nella sua crescita

llg(t, )| < L||z — ze||*, Yt >to, Ve eD, con L > 0.

Ad esempio se ¢; = 1 la condizione si riduce a quella di Lipschitz. Se poi risulta che
H ” < kalle — ||

con c¢1 + ¢ = ¢ allora si puo considerare una “analisi del caso peggiore”

Vita) < —kslo -zl + Dglt,2) < —kslla — el + || ZE | lgt, )]

IN

—ksllz — wel|® + Lkallz — wel|® = —(ks — Lka) ||z — wel|.

Se L & abbastanza piccolo, ossia se la perturbazione “cresce poco”, sicché L < Z allora
4

V(t,x) < —E3||x—xe||c, ]2‘3 =ks—Lkys >0
ed essendo inoltre ky ||z — x| < V(t,z) < kaljlx — z.||° si conclude che z, ¢ esponenzialmente. Se tutto
cio vale globalmente, allora z. ¢ globalmente esponenzialmente stabile.

Quanto visto mostra che la stabilita esponenziale del punto d’equilibrio z. del sistema nominale ¢
robusta rispetto a perturbazioni g(¢,x) che verificano il vincolo imposto.

Esempio. Sia & = Az + g(t, ) con A matrice Hurwitz e g(¢,x) Lipschitz in x, uniformemente in t, ossia
llg(t,z)|l2 < L||z||2, ¥t >ty e Vo € R™. Fissata una matrice Q@ = Q7 > 0, sia P = PT > 0 la soluzione
unica di

PA+ ATP=—_Q.

Dungque si puo prendere V=27 Pz, che ¢ tale che
2 2
Amin(P)[[z[l5 € V(2) < Amax(P) |2 l3

con

V(z)=2sTPf(t,z) = 22" PAz = —2TQz < —Auin (Q) ||z

HW
ox

Lungo le traiettorie del sistema perturbato

= [1227 Plly < 2||Pll,llz]l, = 2Amax(P) 2]l

V() = 27 [Az+g(t.2)] < —Anin (@23 + 2Amax (P) L3

= —ain(@) = 2LAwax(P)] 12115 = —Rslo]3
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e se | A (@)
min 1
D T ()
2 Anax(P) 2
allora . = 0 & globalmente esponenzialmente stabile. Si noti che ;(Q) & massimo per Q = I*!. o
Esempio. Sia
T, = @2
Ty = —4x1 —2x9 + ﬁl‘g

B > 0 non nota. Questo sistema & del tipo

. 0 1 0
(4 %) ()

con 0(A) = {—1FjV3} C €. La soluzione di PA+ ATP =—-T¢&
p_ (32 18
S\ 1/8 5/16 )°

lg(@)lly, = Bla3] < Be?|as| < Be|lzll,  per |zof < c

e poiché, presa V=xT Pz, si ¢ visto che (vedi esempio precedente)

|5
or

ove si ¢ tenuto conto che o(P) = { ~ 1.51, ~ 0.3}. Dunque:

Essendo poi

< 2Amax(P) [Jz]|2 = 2 1.51 ||z, = 3.02 ||z||,.

V() = ~[Anin(@) = 2LAmax (P)] 113 = —(1 = 26¢ 151 o} = (1 - 3.02 5e2) 3

Se 0 < 3 012 5 allora V & definita negativa. Non conosciamo c¢. Per stimarlo sia
.02¢

3 1 5
2,=22eR?|V(z)= 22+ “mze + —22 < }
P { | V() 21 412 162_P

41 G PA 4 ATP = —Q, anche (kP)A + AT(kP) = —kQ, per cui u(kQ) = % - ;\7(((91)) — 4(Q). Se inoltre A (Q) = 1, 0 = QT > 0,

p= / ATt ar, B = / AT Qe dt
0 0

P-P= / AT - Qe dt <0

0

allora le soluzioni

delle equazioni di Sylvester sono tali che

in quanto I — Q < 0. Dunque P, > P; € Apax(P2) > Apax (P), sicché
H(I) _ )‘min(l) )‘ma‘,{(PZ) _ )\max(PQ)
w@Q)  AnaP) Xpue(@Q) Amas(P)

>1 = p) = u(@).

Infine per ogni Q@ = Q" > 0, si ponga k = )\%((2)7 Q = kQ (sicché A\pin(Q) = 1). Per quanto mostrato:

n(I) 2 (@) = (k@) = p(Q)-
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e determiniamo il piti grande valore di |z2| su 042,, ossia quando

3 5 . 1 n 5 5

- —T1X2 — Xy = pP.
9! 167
Derivando rispetto ad x; si ha

1
3x1 4+ —x9 = 0.
4

1 To. Quindi

Dunque il massimo valore di x5 si ottiene quando V(x) = p interseca z; = ~19

3 1 ) 87 29
R DR Bl By
2144 48 16 288 96

ossia V(x) = p il massimo valore di 23 & %p.AIl’interno di 2, si ha |z2] < c =4/ 98 p, e se allora

2
1 1 0.1
B < ~
3.02¢2 302 98 p
sicché V definita negativa su 2, e quindi z, = 0 ¢ esponenzialmente stabile con (2, la stima della regione
di attrazione. Si vede che al diminuire di 5 la stima della regione di attrazione diventa piu grande. o

Supponiamo ora che esista una funzione di Lyapunov V:[0,00) x D — IR", di classe C*, tale che
Wi (z) < V(t,x) < Wa(z)

o), VLD 11,0) < ~Wa(a)
per ogni (¢, x), con W; continue e definite positive. Dunque z, non & esponenzialmente stabile, bensi ¢
pit semplicemente uniformemente asintoticamente stabile.

Studiamo il punto d’equilibrio per il sistema perturbato. Si ha

V(t,x) =

Vita) = |+ I ra)| + PV g(tx) < ~Wa(a) + GLg(t,2)

e+ [ ot

IN

Vediamo quanto risulta H%—‘l{g(t, x)H < Ws(z). Un caso semplice da studiare ¢ quando

Wa(z) > ks®?(x) H < ka®()

con @: R" — IR continua e definita positiva. Una funzione di Lyapunov per la quale
Wi(z) < V(t,x) < Wala)
O+ IV f(t,2) < —ks®?(a)

|55] < kot

¢ detta di tipo quadratico, che puo esistere anche se x. non & esponenzialmente stabile. Allora

Vite) < ~Wal@)+ | 9Lg(t )| < ~ke®®(@) + kad(@)lg(t, )]

= —ked(x) [0(a) - K3 )g(t,0)]]
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k
lg(t,z)|| <~P(x), < ;4
3

allora V (t,z) & definita negativa e z, & uniformemente asintoticamente stabile per il sistema perturbato.

Esempio. Sia @ = —2° + g(¢,z). Ovviamente & = —2> ha x, = 0 globalmente asintoticamente stabile.

Poiché z. = 0 ¢ esponenzialmente stabile per & = f(¢,x) se e solo se £ = 0 & esponenzialmente stabile

per £ = A()E, At) = % , allora x, = 0 non & esponenzialmente stabile per il sistema perturbato.
=0

Dunque non esistera una V (¢, z) tale che

. oV
el < Vito) < Rlle’, V) < —hallol?, |27 < ki,
x
Perd V(t,z) = 2 ¢ tale che
V = 423 i =423 (—2®) = —4ab = —k3P?() ks =4, &(x) = 2°
H%—ZH = |42%] = ksd(2) ky =4
e se dunque
k3
lg(t, )l = |g(t, )] <7(x) = [, v < L
4
allora . = 0 € uniformemente globalmente asintoticamente stabile per il sistema perturbato. o

La differenza tra il caso di punto di equilibrio esponenzialmente stabile e punto di equilibrio uniforme-
mente asintoticamente stabile & che in questo ultimo caso non si ha robustezza per perturbazioni di classe
C™ con crescite in norma di tipo lineare e arbitrariamente piccole.

Esempio. Sia © = —2 4+ v?z. Mediante il metodo diretto di Lyapunov si vede che z, = 0 & asintot-
icamente stabile per il sistema non perturbato # = —z3. Con il metodo indiretto si vede poi che z, &
instabile per il sistema perturbato, che ha una linearizzazione nell’intorno dell’origine data da & = 2z,
comunque piccola sia la crescita di g(z) = y?z. o

2.10.2 Perturbazioni che non si annullano in z,

Se g(t,z.) # 0 (ovvero non si sa se g(t,xz.) = 0) allora 2, non & di equilibrio, o potrebbe non esserlo,
per il sistema perturbato. Si pud allora studiare se la soluzione z(t) del sistema perturbato ¢ tale che, se
g(t, z) & “piccolo”, sia limitata in norma per ¢ sufficientemente grande.

Definizione 10. Si dice che la soluzione z(t) di ¢ = f(t,z) ¢ uniformemente ultimamente limitata se
esistono delle costanti b, ¢ > 0 tali che Vo € (0, ¢), esiste un valore T, > 0 per cui se ||xg — z.|| < « allora

z(t) — 2| <b, Vit >tg+ Ta.

Se cio vale per « arbitrariamente grande si dice che z(t) & globalmente uniformemente ultimamente
limitata. La costante b € detta limite ultimo. Per i sistemi autonomi si puo tralasciare l’aggettivo
“uniforme”. o
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Teorema 27. Sia f:[0,00) x D — IR" continua a tratti in t e localmente Lipschitz in x, D C IR™ dominio

contenente z.. Sia V:[0,00) x D — IR di classe C! e tale che

Wi(z) < V(t,z) < Wa(x)

V(t,x) < —Ws(x) Va ||z -z >p>0
con W; continue e definite positive in D. Fissato B, , C D, sia pu abbastanza piccolo perché

n= max Ws(z)< min Wi(x).
le—zell<p () le—aze||<r (@)

lz—zell<r

Si prenda p € (n, min W, (x)) e si consideri I'insieme

U={z€B,, | W) <p}.

Per g € U esiste un istante t1, , finito ed una funzione (3 € KL tale che la soluzione x(t) di & = f(t, z)

gode delle proprieta
2(t) — ze| < B(|lwo — zell,t —to) V€ [to,t1)
x(t) € {w € By, , | Wi(z) < n} Vit>t.

Se D = IR" e Wy (z) é radialmente illimitata cio vale per ogni x e per ogni fi.

min Wi (z) ,V (¢, z)

le—zc|l=n

\\ Wa(zx)

TRmed 7 Wi ()
U /\/ |
o R
—r L . ,u\ r
Vt,x) < —Ws(x)

Figura 29 — Teorema della uniforme ultima limitatezza

Dim. La dimostrazione & piu semplice considerando delle funzioni di classe K tali che

ar(lz - z.]) < Wi(2) < V(t,2) < Wala) < as(lle — )

V(t,2) < ~Wi(a) < —as(llz — ) Va |l — ol > > 0.

Fissato r > p tale che B, , C D, resta individuata una linea di livello di V'(¢, ) corrispondente al valore

a1 (r). Linee di livello di valore pit grande potrebbero essere esterne a By, .
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A /7 pllesa
aa(p) - T ! ozzl(ozl(r))T
: § 5 e
0 W r

Figura 30 — Limite ultimo nel caso in cui oy (|| — z.||) < V(t,z) < as(]|z — z.||)
Si considerino dunque stati iniziali z( tali che
lzo = ze]| < az*(aa(r)).
In corrispondenza del valore y1 < o *(ap (7)) si pud considerare I'insieme
P ao(n) = {x €B,. r|V(tx) < ag(ﬂ)}

il quale contiene B,, ,, ed & contenuto in B, ; con b= aj ' (aa(p)).

Bzc,b
Figura 31

Esternamente ad (2; o,(,), € quindi sulla frontiera di B, ; ed esternamente ad esso, V(t7 x) & definita
negativa e dunque V (¢, z) & decrescente. Analogamente alla dimostrazione del teorema di Lyapunov, sulla
frontiera di B, ed esternamente ad esso risultera

V(t,z) < —a(V(t,x)), ael

e quindi
[z(t) — el < B(llwo — zell .t —t0), B €KL

Pertanto le traiettorie che partono da B, (ry) entrano all'interno di By, 5, b = oy (az(p)) in un

eaQ;1(0t1

tempo finito ¢1, , e ivi restera per tempi superiori, in quanto come detto sulla frontiera di B, risulta

m

V(t,x) definita negativa. Dunque b ¢ il limite ultimo della traiettoria.
Se poi D = IR" si pud prendere 7 — oo, sicché a5 * (a1 (1)) — 00 e ¢ pud essere qualsiasi. o
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Dalla dimostrazione si vede che se
ar([lz —zell) < Wi(z) S V(¢ z) < Wa(z) < as(||z — )
con ay, as € K in [0,7], e se
p<ay(aa(r), o — el < ay'(ai(r)
allora per il limite ultimo vale I’espressione
b=aj ' (az(n).

Si osservi che essendo afl oag € I, risulta lin%)b =0.
'Ll,%
Inoltre risultando

() = e[| < B(l|lzo — [, t — o) per ¢ € [to, 1)
lz(t) = @ell < b= a7 (az(n)) per t >t

ne segue che in particolare si puo anche scrivere

2(t) — ze| < B(lzo — zell,t — to) + a7 *(calp)), V>t

() = |

B(lwo — x|, t — to)+ a1 ' (aa(p))

B(llxo — we|l,t — to)
lzo — el
b=a; ' (az(p))

Figura 32 — Limitatezza della traiettoria

In particolare se
killz — ze|® = ax(llz — zel]) S V(¢ 2) < az([lz — zc|]) = kaflz — 2]

V(t,2) < —as(llz — zc]l) = —ksllz — |, Va |z =] >p
con k;, ¢ > 0, analogamente ai calcoli precedentemente visti, se u e ||xg — .|| sono minori di

k
03 (en(r)) = {/ 7
2

allora &
V(t,x) < —ksllz — 2| < —2V (¢, z)
ko
e per il lemma del confronto

k
V(t,x) < V(to, zg)e 7 78,
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Dunque
() — || < {/V(]:’x) < \C/V(tg’“) Rt < ¢ /f2 iz — ale™ R 1) per t € [to, t1)
1 1
|2 (t) — || < b= a7 (az(n) = a7 (kop®) = § ’,;2 i per t >t

e in particolare

g kg
|z (t) — 2] < f’/k—Q(on—ere S0 ) pert > o,
1

Come osservato prima 1irr%) b = 0. Si noti che in questo caso si puo calcolare esplicitamente istante ¢;
B

ko
Blllao — el tr — t0) \f oozl = /R
k1

koc
— k3
tl = tla:()’u = tO + In (Hmo [ :EE|> ’ .

Torniamo all’esame del sistema perturbato & = f(t,z) 4+ ¢(¢, z) e supponiamo che z. sia esponenzial-
mente stabile per il sistema non perturbato & = f(¢,z) e sia V (¢, z) la funzione di Lyapunov che prova
tale stabilita

imponendo

ottenendo cosi

Falle — el < V(t,2) < kalw — 2|

Vit,) = B+ W (t,0) < —hslw — e

Come detto fin dall’inizio, z. non ¢ in generale d’equilibrio per il sistema perturbato. Studiamo dunque
le traiettorie del sistema perturbato usando V (¢, ) come funzione candidata di Lyapunov. Si ha

. ov oV oV c oV
Vt,a) = [ + Vg, )} + WV ) < —Rgllo — 2 + HH lot,2)]l
ot ox or oz

Poiché le funzioni ay, as sono polinomiali di grado c, %‘; sara polinomiale di grado ¢ — 1 e dunque

2] b

Supporremo inoltre che la perturbazione sia limitata
lg(t, z)l| <6
con § opportuno, come precisato nel seguito. Dunque, preso ¥ € (0, 1)
Vit,r) < —ksllz — 2|+ 0kallz — 2|1 + Oksl|z — x.||¢ — Iks|z — x|/
—k3(1 = 9|z — .|| + <5k:4 — Vks||lx — :z:,,||) |z — xe|j¢t

ed essendo per ||z — x| > g%
’ Ska — Izl — o] <O

si ha N
V(ta) < kol =Dl —well® per o o 2 =0
3
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Se allora i e ||zg — || sono minori di ay (a1 (r)) = ay ' (k7)) = {/ % r, risulta che
2

k _ k3 k
l2(t) = ze | < /=2 llwo — welle™ e /=2 4 pert > to.
k1 k1

Si noti che b = aj ' (aa(p)) = 1§ % 1. Si noti inoltre che il fatto di prendere un p = g% minore di

g t(ar(r) = 1/ Z—; r implica che la perturbazione g(t,x) deve essere limitata in norma da un ¢ tale che

o<y ﬁ@ﬁr.
ko ky

Questo risultato puo essere visto come una proprieta di robustezza del sistema nominale (avente z.
stabile): perturbazioni arbitrariamente piccole, non comportano deviazioni grandi dall’origine.

Esempio. Si consideri il sistema

T1 = X2

g = —dwy — 2x9 + B3 +d(t)
con [ > 0 incognito e d(¢) uniformemente limitata:

@) <o,  Vt>0.

. 0 1
x—(4 2)3&—A$

ed ha x, = 0 esponenzialmente stabile. Si & gia visto in un precedente esempio che per @@ = I I'equazione
di Sylvester PA + AT = I ha soluzione

Il sistema non perturbato e lineare

P= ( ?g 51//186 >

sicché si pud considerare per il sistema perturbato la funzione candidata V(z) = 27 Px. Si noti che
mentre B3 si annulla in z, = 0, cid non accade per d(t), per cui questo secondo termine va trattato in
maniera differente del primo. Lungo le traiettorie del sistema perturbato si ha

V(t,z) = 22TP [Ax + (53?% —?—d(t))] =—2TQxr + Zmlé {(ﬁx% + d(t)} + ng% [(ﬁx% + d(t)]
= —|2l} + §8w3(2z125 + 523) + d(t)(2w1 + 525).

Ora si noti che

(azy +bzo)” < (a® + 03 (22 +22) = |azy + bao| < /(a2 + b2)
7

(azQ—br1)220

(%)

2

Dunque

221 + 522 < VAT 25 |12l = V29 |la]l,
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per cui
22122 + 503 < [221 + 5 [wa] < V2 [lallylas] < V36 [zl = 6]l

Pertanto per |z2| < ¢
y V2
V(te) < —llal} + 186lzl} + 16v29 flall, = - (1 - 3862) o3 + 0¥ |z,
2
= —llall? + Y2 |,

Supponiamo che § < ?j% percuik=1-— %HCQ > 0. Sommando e sottraendo kd||z||3, ¥ € (0,1), si trova
c

che
: V29
V(t, ) < —k(1—0)|z]; — k|5 + 5? (E41P

con
ey Va9 5
k9 +6—I|zll, <0 per x|, > ——.
[EdE ll[l, ||, -
Dunque se
_ )\min P
2o — 2. < a3 (e (r)) = ) 2=,
Amax (P)

conr <c,ese
V29 6 Amin (P)
—_— < —C

8 19 Amax (P)
ossia

o< 8 kv Amax (P) c,

V29 Amin (P)

si ha
V29§

V(t,) < —k(1=9)|al; = —ksl|z]l;  per ||z > p = s
Ad essa si aggiunga che

Amin(P)[[2]l3 = kallzll; < V = 2" Pe < ka2l = Amax(P)]12]5

oo B2, Amax (P) /151
= —_ = o
8w Amin( 8 KoV 03

Se z. non e esponenzialmente stabile ma e umformemente asintoticamente stabile, per il sistema
nominale esiste una funzione V (¢, ) tale che*?

per cui

ai(lo —z) < Wi@) < V(t,2) < Wa(z —2.) < az(lo — o]
Vit,w) = O+ GV f(t,) < ~Wi(a) < —as(|lz - o)
‘ oV
Ox

42 1 effetti vale un teorema di “inversione” (converse theorem), per il quale se z. ¢ uniformemente asintoticamente stabile esiste una funzione
V(t,z) che gode delle suddette proprieta.
)
43 (Cio @ assicurato dal converse theorem, si veda la nota precedente.

ed inoltre se*?

< au(fla - z.|)
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con oy € K. Allora per il sistema perturbato si ha

. oV
V(t,z) = |— + —f(t,z)| + —g(t,z) < —az(llz — ze|)) + aa(llz — zc[)g(t, 2)]-
ot or ox

Se la perturbazione ¢ tale che
lg(t, z)l| <6

con ¢ opportuno, come specificato nel seguito, allora

v

IN

—az([|z — zc|)) + daa(llz — zell) + as(|z — zell) — das(l|lz — zel))
= —(=as(llz — zc)) + dou(llz — zc)) — Yas([lz — z.]).
Si nota che perché sia
day(f|lz — wel]) — das(l|lz —wel]) <0
deve risultare in particolare

adx%ngm@)

in quanto ay € K & una funzione strettamente crescente, ossia deve essere

1)
o= ol = n = (Sautr)

sicché 5
V(1= Das(la -zl Iﬂ‘x—%HZu=a?<§%00-

Pertanto se p e ||zg — 2.|| sono minori di o * (a1 (r)) si ha b = a; ! (az(p)) e
lz(t) = zell < Blllwo — zell,t —to) + a7 (az(n)) Vit =to.

Infine perché sia
1[0 _
%1Qf«ﬂ)=u<%lmmﬂ>

la perturbazione deve essere limitata in norma da

5 < 190‘3(0‘51(“)1(’")), 9 € (0,1).

La differenza con il caso in cui x, era esponenzialmente stabile per il sistema non perturbato ¢ che nel
caso di esponenzialmente stabile si richiedeva

ki k
lg(t, )| <6 < {/—==0r,  9e(0,1)

2 4

che tende all’infinito per r — oco. Quindi se le ipotesi valgono globalmente, per tutti i disturbi uniforme-
mente limitati la z(t) del sistema perturbato ¢ uniformemente limitata. Nel caso in cui 2, & uniformemente
asintoticamente stabile per il sistema perturbato si richiede che

<o <oloz ) gy

lg(t, =
g ay(r)
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e la funzione a destra non tende (in generale) all’infinito per » — oo e dunque non si puod concludere in
generale che la z(t) del sistema perturbato (da disturbi uniformemente limitati) ¢ uniformemente limitata.
Per taluni sistemi cio, in particolare, puo essere vero, ma non in generale. Ad esempio il sistema

. x
T=—

1+ 22
ha z. = 0 globalmente uniformemente asintoticamente stabile, ma perturbandolo con una perturbazione

uniformemente limitata "

T =— + 4, 0>0
1+ 22
risulta z(t) — oo se § > 1/2. Infatti considerata
4
V(z) =2* = oan(llo — wel)) = az(lle = zell) = llz — zc]|

per il sistema non perturbato si ha
. 4zt
V-t = —as(||lz—z.|) = x = 0 & (globalmente) uniformemente asintoticamente stabile

1+z
Si vede che

ov
HaH = 142 = 4laf* = au(lz - z.])-
X

4 ., .
Si nota che oy, as, ay € Ko. Inoltre anche az € Ko poiché %T_C’?oo ed & sempre crescente:
T

d 4r* _447”3(1—1—7”2)—7“427"

>0
dr 1 + r2 1+ 7,22
sempre verificato (r = || — x| > 0). Ora
Joslazlon(r) _ as(r) v
ay(r) ay(r) 4r3(1 +r?) 1+ 72

e se 0 non ¢ piu piccolo di tale funzione, la ||g(¢, )|| < § non viene piu limitata. Ed in effetti poiché

- 1
saal=|— =Bl <2 v
1+ a2 1+22 2
(infatti vale sempre che —(|z| — 1)*> < 0), si ha che se § > %

T = +0>0 = z(t)—> Y xp.
1+ 22

Esempio. Riconsiderato il sistema

i=—z*+7%,  A#0

di cui si e gia visto che z. = 0 & asintoticamente stabile per il sistema non perturbato ma e instabile per
quello perturbato (la parte lineare ha I'autovalore 42 > 0), vediamo che con una limitazione opportuna
sulla funzione g(z) = 2z, del tipo ||y?z|| < & con § opportuno, si ha che la z(t) del sistema perturbato
¢ ultimamente limitata. Infatti il sistema perturbato ha pitt punti di equilibrio

_$3 + ')/l' = O :> 'Tel = 07 '1:62 = ,}/7 .'1}'53 = _’Y
che dipendono da ~, con
0 9]
i = _2,},27 i
ox K ox

Quindi z.,, z., sono asintoticamente stabile, mentre x., ¢ instabile. o

= —242.

Teg

= (-3 +7)

Tey
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2.11 Stabilita ingresso stato (input-to-state stability — ISS)

Si consideri il sistema & = f(t,z,u) con f:[0,00) x D x D,, — IR" continua a tratti in ¢ e localmente
Lipschitz in z ed v, D C IR"™ dominio contenente z, = 0, D,, C IR™ dominio contenente u.,. Come
nel caso di x., non ¢ limitativo considerare u, = 0, perché se cio non fosse si potrebbe considerare una
trasformazione pr = u — u.. L’ingresso u(t) sia continuo a tratti e limitato ¥ ¢ > t.

Si supporra che & = f(¢, z,u.) abbia il punto di equilibrio z. uniformemente asintoticamente stabile.
Allora & = f(t,z,u) puo essere visto come la perturbazione di & = f(¢,z,u)

T = f(tx,u) = f(tam,ue> + [f(t,a:,u) - f<t7xaue) = F(t,.’[?) —l—g(t,l‘)
F(t,x) = f(t, z,ue)
g(t,x) = g(t,z,u(t)) = f(t,z,u) = f(t, 2, ue)

e si possono applicare le tecniche viste per i sistemi perturbati. Per il sistema nominale esista una funzione
V(t, ) tale che
ar(flz — zel]) < Wiz) < V(t,z) < Wa(z) < o[z — z|)
V(t,z) < —Ws(z) < —ag(|le — z]|)
ed inoltre**
1%
— || < cu(llz — zl)
or

con a; € K. Allora per il sistema perturbato

Vo= W Wraw) = [ B+ BV p(tw,u0)] + QL[ f(tw,w) — f(t2,ue)

—as(le =zl + || ZE | Igtt. )

IN

in cui g(t,z) = f(t,z,u) — f(¢, x,ue) ha il ruolo di perturbazione. Poiché H%—‘;H < ay(]]Jz — x.||) e se tale

perturbazione soddisfa la condizione
lg@t, o)l = [1f(t,2,u) = f(t, @,ue)ll < Lllu— uell, con L >0

YVt >tygeV (z,u)in un intorno di (x., u.), allora preso 9 € (0,1) si ha

V

IN

—ag(le = zl) + | 3%l tt, )]
—as(lla = @) + @l = zel)Llu = el + Vas(llz = z.]) = das(lz — )

IN

—(1L=D)as((lz — zell) + calle — ze[) Llu — uell = das((|lz — zel)-

In D= {z| ||z — x| <r} risulta
ag([lz = ze|[) Lllu — ue| — das([lz — zc[) <0,  Vi>to
in particolare quando

ay(r)Lsup |Ju — ue|| — daz (]| — z.||) <O0.
t

>to

44 Queste in realtd non sono ipotesi, in quanto vale un converse theorem per il quale se z, ¢ uniformemente asintoticamente stabile esiste una
funzione V (¢, z) che gode delle suddette proprieta.
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Dunque per

(L
& — e > p=az’ <a4(r) sup [[u(t) — uell>
v t>to

si ha )
V< —(1=9az(f|lz — zl).

In base ai risultati visti per i sistemi disturbati, se

(L _ _
j= oyl ( sup [Jut) —ue|) carlea(m) e w0 -] < a5 (ea(r))
9 t>to
ossia se .
¥ as(as; (a1 (r -
sup Jut) — ugl) < 22202 (@) < ag (ea(r)
t>tg L a4(r)

ossia per sup ||u(t) — ue|| e ||To — || sufficientemente piccoli, si ha che le traiettorie del sistema sono
t>to
uniformemente ultimamente limitate

lo(t) = @ell < Bllwo — well,t —to) + a1 (a(n)

con limite ultimo
b= oy (oa(p)).
Pertanto per V¢ > tg risulta

Bllzo = well, t = to) + a7 (a2 ()

0~z —to) + o (a (a5 (Gaatr) sup Juto) -l ) ))

0

[ (t) — ||

IN

B0 =l — 1)+ p ) — ]

TZto
ove p(:) = a;' 0 az o (%a4(r)((~) fue)> € K. Questo motiva la seguente definizione di stabilita
ingresso-stato (input-to-state stability).

Definizione 11. Il sistema & = f(t,x,u) & localmente stabile ingresso-stato se esistono una funzione
B € KL, una funzione v € K, delle costanti k1, ks > 0 tali che

Vo | |zo — 2e|| < k1 la soluzione z(t) esiste e per V¢ > ¢, risulta:
=
Vu | sup [lu(t)]] < k2 [2(t) = zell < Bllwo — @ell,t —to) + 7| sup [lu(r) — uell
t>tg TE[to,t]

11 sistema ¢ detto stabile ingresso-stato (ISS) se D = R", D, = R™ e quanto visto vale per ogni stato
iniziale zy e per ogni funzione di ingresso w(t) limitata. o

Se un sistema @ = f(t,x,u) & ISS allora se u(t) & limitato allora anche z(t) lo sara, ed inoltre sara

ultimamente limitata con un limite ultimo funzione di sup |Ju(t) — ue||.
>to
Si noti che poiché

L
p=az’ ( sup ||u(t) — ue||) —0 per sup ||u(t) — uel] — 0
9 t> t>

>to
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in quanto p & una funzione di classe K di sup ||u(t) — uel|, allora risulta che se flim u(t) = u, anche
t>to o

lim x(t) = z.. Per vederlo basta considerare che un generico istante ¢; > ¢y vale sempre

t—o0

() — ze|l < B(llz1 — el t —t1) +7 ( sup |Ju(r) — ue||> , Ytz

TE[t1,t]

con

sup [[u(7) — uel| < sup |lu(r) — ue.
TE[to,t] TE[t1,t]

Dunque si comprende che p, e dunque il limite ultimo b = aj*(aa(p)) — 0 ossia 2(t) — 0 per t — oo. Si
noti inoltre che se u(t) = 0 la definizione di ISS si riduce a

() = || < B(l|lzo — |, t = to)

ossia la ISS locale implica la uniforme asintotica stabilita di . per & = f(¢, x, ue ), mentre la ISS implica
la sua globale uniforme asintotica stabilita.

Teorema 28. Sia D = {z € R" | ||z| <r}, Dy = {u € R™ | ||z <rn}, f:[0,00) x D x D, — R"
continua a tratti in t e localmente Lipschitz in  ed u. Se V:[0,00) x D — IR & di classe C! ed ¢ tale che
ar([z = zell) < V(t,2) < as((le —ze])

V(ta) =9 + W f(tou) < —ag(lz =) Vlz =zl = p(llu—wue]) >0

per ¥ (t,x,u) € [0,00) X D x Dy, a;, p € K, allora il sistema & = f(t,z,u) é localmente ISS. Se D = R",
D, € R™, oy € K allora il sistema & = f(t,x,u) & ISS.

9 -1
Dim. In base ai passaggi svolti prima, se sup ||z (t) — z.|| < *M, |20 — x| < g *(ay(r)) si
t> L

>to ag(r)
ha

[(t) — ||

IN

8ol = t0) + p (2 sup ) = e

= Bllaollt — to) + 4 (sup Ju(r) uen)

T>to

5(||$0||’f—t0)+7( sup |lu(7) —Ue||> ,  Vt>to

TE[tU,t]

e dunque ¢ localmente ISS.

Nel caso globale poiché ay(||z — z.||) < Wi(x), con oy € Ko, sicché Wi (x) ¢ radialmente illimitata e
vale il teorema dato per le perturbazioni che non si annullano per z. = 0 per ogni = ed ogni . Da cio
segue la ISS. o

Per i sistemi non stazionari questo teorema da solo condizioni sufficienti, che sono pero necessarie e
sufficienti per i sistemi stazionari & = f(x,u).

Ritornando al sistema & = f(t,z,u), se f € C! e 8—9{, % sono uniformemente limitati, se & =
f(t,x,ue) ha z, = 0 uniformemente asintoticamente stabilé allora & = f(¢,z,u) & localmente ISS. Infatti

sotto le ipotesi di f € C' e % limitato uniformemente e x, = 0 uniformemente asintoticamente stabile
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per i = f(t,x,u,.), esiste una funzione V (¢, z) tale che*®

ar(flz = zell) <V(t,2) < as(fz —ze)

9 + OV f(t,2,u.) < —as(ll — . ])

H%{H < au(||z — z.|)

con «; € K[0, rg] e se il sistema & autonomo V' non dipende da ¢. Poiché poi % ¢ limitato

1f () = [t 2,ue)| < Llju—well,  L=0

per ogni t > tg ed (z,u) in un intorno di (z., u.). Ripetendo nuovamente i soliti calcoli per & = f(t, x, u)
si vede che

.9V oV
V=—+—f(tzu <—(1-79az(lz —zl)
ot ox

per ||z — ze|| > p(]lu — ue||) e dunque si ha la locale ISS.

af of

Per un sistema autonomo & = f(z,u) basta supporre che o0 ou siano limitate e che x. sia asintoti-
camente stabile per & = f(x,u.) perché © = f(x,u) sia localmeénte 18S. Infatti la limitazione implica che
f € C! e si applica poi quanto visto prima.

Se poi f(t,z,u) € C! ed & globalmente Lipschitz in (z,u), uniformemente in ¢, e se & = f(t, z, u.) ha
x. = 0 globalmente esponenzialmente stabile, allora & = f(¢,z,u) & ISS. Infatti sotto tali ipotesi valgono
globalmente le relazioni“

ar([lz —zell) S V(¢ z) < az(lle — zl])
ov . oV

ov , JdvV. < _ _

W 4 OV f(t,2,u) < —as(lla — )

|19Z < aalllz = ael).
Inoltre poiché f(t,x,u) & globalmente Lipschitz in (z,w) si pud ancora scrivere
||f(t7$au)7f(taxaue)” SL”UJ*U@”? LZO

Seguendo gli stessi ragionamenti e calcoli di prima si deduce la ISS.

Esempio. Sia

i=—234u.
Se u = 0 allora @ = f(¢,7,u.) = —2> ha z, = 0 globalmente asintoticamente stabile. Presa V = %:ﬁ si
" V = z(—2¥+u) = -2t +au=—(1—9)z* +zu— !
s/ sup [ul
< —(1- )t Vie| > || Z5—, ve(01)
per cui il sistema & ISS con v(a) = ¢ %. o

45 Cid in virtu di un converse theorem.
46 Questo in base ad un altro converse theorem.
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Esempio. Sia

&= f(z,u) = —x —22% + (1 + )’
Il sistema & = f(x,0) = —x — 223 ha z, = 0 globalmente esponenzialmente stabile poiché considerato
il sistema lineare { = A(t)§, che nel nostro caso ¢ & = —uz, per esso £ = z, = 0 & globalmente
esponenzialmente stabile”. Si noti che f(x,u) non & globalmente Lipschitz, per cui non si puo dedurre
(per ora) che & = f(x,u) & ISS. Si calcola perd che

% (V = %mQ) =V = —22-22'+2(1+22)u? = -2+ (1 + 2?)(xu? — z?)
—a? Viz| = u® = p(Jlull) > 0

IN

e dunque ay(|fr — a.)) < V < as(flz — zll), V < —ag(la — z.]) per |zl = p(ul}) > 0 con ay = az =
%TQ € Koo, g = 1% € K, per cui il sistema & ISS. o
Esempio. Sia

i = f(z,u) = —z + (14 2%)u.

Il sistema & = f(x,0) = —2 ha 2. = 0 globalmente esponenzialmente stabile*®; f(z,u) non & globalmente
Lipschitz in = e quindi non si puo dedurre che & = f(z,u) & ISS. Ed in effetti non lo &, poiché per esempio
con u = 1 il sistema & = —x + 22 + 1 con 19 = 0 ha z(t) — oo; infatti se z(¢) & la soluzione e v(t) & la
soluzione di & = —v+1 < —v+v%+1, per il lemma del confronto v(t) < z(t). Mav(t) = e '+t =F cc e
dunque anche z(t) — oco. Dunque non ¢ ISS. E perd localmente ISS, poiché flz,u) e Cle g—£ = —1422u,
o Of _ 1+ 22 sono uniformemente limitate, ed infine & = f(z,0) = —z ha z, = 0 asintoticamente stabile
(& glfobalmente esponenzialmente stabile).
Poiché _
%%xz =V = —224+z2(1+22)u=—(1-9)2% —92% + 2(1 + 2*)u
< —(1 =922 =922 + |z|(1 + r?)|u|
2
< —(1-9)a? Vol € [ 15 ul, 1]
2
con ¥ € (0,1) allora il sistema & localmente ISS con y(a) = 1 Tgr a. Infatti, secondo la definizione, per
s
lzol] < k1 =1 ed u(t) tale che sup ||u(t)| < ke = ! , x(t) esiste con
t2to 1+7r
1472
[z < Bllzoll,t = to) + ———| sup Ju(r)]| | o
) TE[to,t]
Nel caso di sistemi interconnessi
jjl:fl(tvthQ) T € Rnla T2 € R"?
iy = fa(t, z2)
con fi continua a tratti in ¢ e localmente Lipschitz in z = 53;1 ), se 1 = f1(t,21,0) ha 21 = 0
2

uniformemente asintoticamente stabile e Z5 = f5(¢, 1) ha xo = 0 uniformemente asintoticamente stabile,
¢ intuitivamente chiaro che se x5, visto come ingresso nella prima equazione, ha un comportamento
adatto, allora il sistema interconnesso ha x = 0 uniformemente asintoticamente stabile. Infatti

47 i ricorda che questa € una condizione necessaria e sufficiente perché x, = 0 sia globalmente esponenzialmente stabile.

48 ¢ un sistema lineare, per il quale ’esponenzialmente e la asintotica stabilita coincidono.
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Lemma 6. Se @1 = fi(t,z1,22), con xo considerato come ingresso, & localmente ISS e x5 = 0 &
uniformemente asintoticamente stabile per & = fo(t,x5) allora x. = 0 ¢ uniformemente asintotica-
mente stabile per il sistema interconnesso (se il primo é ISS e il secondo é globalmente uniforme-
mente asintoticamente stabile allora . = 0 é globalmente uniformemente asintoticamente stabile).

Nel caso di sistemi lineari stazionari & = Ax + Bu, se . = 0 ¢ asintoticamente stabile e se u(t) &

limitato, ossia sup ||u(t)|| < k2, poiché
t>to

t
x(t) = At g —|—/ eA=T) Bu(r) dr
to
si ha

t
/eA(t_T)BdT ko

to

le (] < A1) [lao | + \

ed essendo per ipotesi o(a) C C~ la norma dell'integrale & limitata, cosi come ||eA(¢=%)||. Quindi

lz(@)] < Mem ) |lao|| + kad

5(|xo|,tto)+7< sup |U(T)||>

TE[to,t]

per cui per un sistema lineare stazionario la stabilita asintotica di z. = 0 implica la ISS del sistema (e
viceversa; come giad mostrato la ISS implica la globale asintotica stabilita).

Il teorema relativo alla ISS & dovuto a Sontag. Esso ¢ nella cosiddetta “versione infinitesimale”. Esso
si poteva enunciare anche dicendo che & = f(t,z,u) ¢ localmente ISS se esiste una funzione V € C* tale

che
a1 (llz — zel]) S V(¢ z) < ao(||lz — zcl])

Vi) = G + G st w ) < =as(lle = wel) + ol — wel)
per ogni (¢,x,u) € [0,00) X D X Dy, a;,az,0 € K.
Questa formulazione & equivalente a quella data con

V(tvfﬂ)—alJr%f(t»w) < —ag(lle = ze|)) + das([le — ze|]) — das((le — zel) + o(flu — uell)

oot
= (1= 9)ag(llz — zell) + ol = ell) — Vs (12l 9e(1)
< ag(llz — zl) ver [lol] = a5 (So(lu - )
ove p
os(llr —el) = (1 =gl —ael),  7=65"0 7

1l sistema & poi ISS se a3 € o, D = R", D, = R™.
Di tale teorema esiste anche una “versione integrale”, in cui si richiede che V sia solo continua. Il
sistema @ = f(¢,z,u) & localmente ISS se esiste una funzione V (¢, z) € C° tale che

ar([lz —z.|)) SV(t2) < as(flz — zel])

to to
Vit o(t2) - Vitra(t) < = [ dallotr) = o) dr + [ o(fulr) = ) dr.
tl tl
époilSSsea; € Koo, D=R", D, = R™.
Se il sistema ¢ stazionario queste condizioni, come pure quelle del precedente teorema dato, sono
necessarie e sufficienti.
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2.12 1 sistemi interconnessi

da correggere

Se un sistema puo essere modellato come l'interconnessione di sottosistemi, si puo pensare di anal-
izzare la stabilita, ignorando le interconnessioni, e poi combinare le conclusioni per studiare la stabilita
del sistema interconnesso. Questa idea viene qui usata per trovare funzioni di Lyapunov per sistemi
interconnessi.

Si considerino gli m sistemi interconnessi

1
z; = fi(t,z) + g:(t, x), i=1,---,m, z; € R™, T = e R"”
T
m
con n = Zni, fi,g: di classe sufficientemente elevata per assicurare l’esistenza locale e I'unicita della

i=1
soluzione per xy € D, D dominio di interesse, e

fz(tvo) = 07 gi(ta O) = 07

ossia x, = 0 ¢ di equilibrio.

1l generico sottosistema 4 ha un punto d’equilibrio in z.; = 0. Supponiamo che sia V;(t,z;) una
funzione di Lyapunov la cui derivata sia definita negativa lungo le traiettorie dei sistemi non interconnessi
T; = fi(tvxi)v i=1,---,m

air([|z — ze|) < Vit 2) < ain(flz — z.l])
i + Wit 2) < —aus(lo — )
con ay; € K. Si consideri dunque la seguente funzione di Lyapunov

Vit,x) = Zaﬂ/;(t,:n), a; > 0.
i=1

Essa & una funzione di Lyapunov per il sistema “non perturbato”

f1(t,l‘)
p=fta)=|
fm(t, z)
in quanto
Y aaa(le —zl) = arlle = zl) S V(t,2) = Y aiVilt,2) < qolllz - ael)) = ) ascia(|lz — ze]))
i=1 i=1 i=1

ov. oV U (am ov; ) s
—+ —f(t,x) = a; + filt,x) ) < — a;iz(l|lz — ze||) = —as(||lz — z.|]).
o o (t,z) ; P, (t,z) ; 3(ll ) 3( )

m
con o = Zaiaij e, j=1,2,3.
i=1
Utilizziamo ora la stessa funzione V (¢, ) per studiare la stabilita di . = 0 per il sistema “perturbato”

fl(tam) gl(t’w)
i= : + : = ft,x) +g(t,2)
Im(t,x) gm(t, )
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in cui g(t,x) puo essere vista come la “perturbazione” dovuta alle interconnessioni. Lungo le traiettorie
del sistema “perturbato” si ha

m

oV 8V oV 8V
— 4+ —f +—g(t,x) = az( ta:)—i— azigztx
ot 3x (t,2) Ox ; 33:1 Z

in cui
= Z a;—g;(t,x)
i1 Oz

¢ la combinazione lineare di termini in generale indefiniti. Questa & la situazione analoga a quella vista
per i sistemi perturbati. Considerando un’analisi del caso peggiore e prendendo in esame funzioni di
Lyapunov di tipo quadratico, ossia tali che per ogni (¢,z) € [0,00) x D e per i = 1,---,m risulti

‘W szz(t 7)) < —i®;(x;)
25 < s

a;, B; >0, &;: R™ — R funzioni definite positive e continue, e supponendo che

lgi(t, @)l < D 7i®y(x;), 7320, V(t,z)€[0,00) x D

si ha
ov. oV ov
—+ —ft,x)+ —gt,x) < Za,al (x4 —l—Zaz lg: (¢, )|
at al’ 3 ZT;
< — Zala@f x; +Zal Bi®i(x;) vi;Pj(xj)
=1 =
=— {%%@2(5@) — a;Bivij Pi(x;) 953‘(5’33‘)}
i=1
ay - 0 ] — 61711 te 761’Ylm dsl(xl)
= (@) - Pulaa)) | P o S : :
0 R ¢ 77 _Bm’le o Oy — 5m’7mm ¢m (xm)
= —-¢TASP
T
_ T AS + S AgZi
2
con
- Giyin - —B171m Di(x;)
A:diag{a1-~-,am}, S = , P = :
_6m7m1 o Qg — ﬁm’}/mm ¢m (xm)

Se A & tale che AS + STA > 0 allora V(t,x) ¢ definita positiva, poiché @(x) = 0 se e solo se z = 0, in
quanto le funzioni @;(x;) sono definite positive. Questa ¢ ovviamente una condizione sufficiente.
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Notando che si poteva anche scrivere
Jar 0
- S S :
0 e am 0

av. oV 9%
+ —f(t,z) + —g(t, x
o o (t,z) o g(t,z)

¢ =dTSP

Vam

con VA la radice quadrata di 4 > 0,

& =\AD

e con le funzioni @;(x;) = \/a;®;(;) definite positive, la condizione necessaria e sufficiente & che i minori
principali consecutivi di S siano positivi (condizione di Sylvester). Se tale condizione ¢ soddisfatta z. &
globalmente uniformemente asintoticamente stabile.

Poiché i termini a; danno un “contributo positivo” alla definitezza positiva, mentre quelli —3;v;; ne
danno uno “negativo”, si comprende che la stabilita del sistema interconnesso dipende da “quanto stabili”

siano i sottosistemi in rapporto al “grado di interconnessione”, dato da ~;;.
Esempio. Si consideri il sistema
; 3.,..2.3
T —Xr1 — 5581 Ty
. 3,1 .22
To = —I5 + 5T1°%3
in cui
3.2.3
o _xl o —51‘1 l‘2
floy=1{ _53 ). g@)=
z5 1,22
21‘1 1‘2

Entrambi i sottosistemi “non perturbati” hanno l'origine asintoticamente stabile, in quanto

.’tl = —21, i’z = —l’g.
Inoltre se si considerano le funzioni
2 1 4
Vi=—-2%, Vo= —Ty
si trova oV v
71f1(5€1) =—11% = —1P1°(21), Jf2($2) —1§ = — P2 (12)
1 2
con
o =1,  Pi(x1) = | ar =1, Py(z2) = |z2].
Si noti inoltre che oV -
H =t =gt | 22] = el = sata(oa
3302
con
B =1, B2 = 1.
Si noti che prendendo Vo = %x% si sarebbe avuto Vo = —xd, sicché @, = |z5|, ma HaVQ H = |xo| #

52¢2($2)~

Inoltre i termini di interconnessione sono tali che

lgs (@)l = || 51203

gz (@) = | §o12a3] = Jorlaal? <

] = §tesP

2

%6102 @1(131

< 3812‘3132(562)

per |z1| < ¢

) per |z1| <y e |xa| < co.
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Dunque in D = {m | |z1] < e, |22] < 02} si ha

o+ %f(t,m) + Vgt 2) = =B, % (1) — Bo®(w2) + 301261 (1) Bo(w2) + 1097B1 (1) Bo (2)

ot or 2 2
3.2
1 —5C1 @1(1‘1) ) T
= —(D1(x Dy (x 2 =P () SP(x
@1(1) a(a) ( et 0 ) (e (@) §(x)
e si deve avere (7777)
3 3
1-— 1013022 >0 ossia 1013022 <1

Cio ¢ verificato ad esempio con ¢; = ¢o = 1. Assumiamo tali valori e stimiamo la regione di attrazione di
ze = 0. A tale scopo occorre conoscere la matrice di Lyapunov composta

V(.’E) = CL1V1($1) + az‘/Q(CCQ)

o al 0
=(% 0)

per cui AS + STA > 0. Prendendo ¢; = ¢ = 1 si ha

ossia la matrice

2a — (ﬁa + la )
AS + ST A = s 2™ T
- (§a1 + §a2) 2a9

che & definita positiva per a; > 0 (gia verificato) e

2

1 a a

dayas — =(3a1 +az)> >0  ovvero - <2> +10=-9>0

4 ai ai

e quindi 1 < g% < 9.
Poiché si puo sempre considerare la funzione chl’ non si perde di generalita considerare a; = 1 (per
cuil <ap <9)
1
Vix) = §£12 + ~ayzh

Una stima della regione di attrazione e l'insieme
2. ={ze ]RQ\V(Z‘)SC}
con c sufficientemente piccolo perché
Q.CcD={z¢c R® / |z1| < 1, |zo] < 1}.

Poiché la funzione ¢(x1,22) = V() — ¢ assume valori massimi per

1 1
a(pa(x%Jrag:réc)mO, ai:aﬂg:()
(9{1}1 (9{1}1 2 4

ed in corrispondenza
¥l = fla Ty —c ¥ = fle—c
21=0 = 2T — 6 22=0 = 1
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e quindi
4/ 4c

To = F P ZE1::F\/%’

si trova che |z1] <1, |x2] < 1 quando v2¢ < 1, ossia quando ¢ < 1 af4c <1, ossia ¢ < %.

2 Va
1
c<min{7 az}.
2 4

La massima stima (2. ¢ allora per ap =2 e c=

In definitiva si deve prendere

1
2
Q%:{zGBZ\x12+x§§1}

in quanto si prende per c il valore massimo e la regione di convergenza ¢ la piu grande possibile, in quanto

T2 = F

v/ a—g assume valore massimo in modulo per as pill piccolo possibile. o



