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Teoria della consolidazione mono-dimensionale di Terzaghi (argille)

Il calcolo del cedimento di consolidazione effettuato con il metodo edometrico (1-D o 3-D) fornisce S(  (cedimento finale – in condizioni drenate). Però non dà indicazioni sui tempi necessari per l’esaurimento della consolidazione, né sulla legge di decorso del cedimento.

La teoria della consolidazione non ha come oggetto S( (precedentemente calcolato), ma risponde alla domanda : in quanto tempo avverrà il cedimento ovvero quanto tempo è necessario per l’esaurimento della consolidazione (= raggiungimento delle condizioni drenate = esaurimento degli eccessi di u = trasferimento del carico applicato dall’acqua ai grani).

In particolare la teoria della consolidazione fornisce: 

(a) u(t,z)   (pressione neutra ad ogni tempo e ad ogni profondità durante la consolidazione)

(b) s(t)/ S( (% di S( avvenuta al tempo t) .Che sia S( = 1 cm o 1 dm o 1 m, S( non entra in gioco in questa teoria.

In generale l’espulsione dell’acqua, messa in sovrapressione dall’applicazione di un carico, avviene in tutte le direzioni. Il problema 3-D è complesso, ma si semplifica se il carico in superficie è esteso rispetto allo spessore dello strato (caso 1-D). Infatti in tal caso le gocce d’acqua fluiscono solo in direzione verticale ed anche i grani si spostano solo in verticale (per ogni elemento è (h =0). Qui di seguito si riporta la soluzione della consolidazione monodimensionale, sviluppata da Terzaghi.

La Fig. 9.1 mostra il modello equivalente meccanico della consolidazione 1-D. Quando si applica un carico, per t=0+ esso è sopportato tutto dall’acqua, che non ha avuto il tempo di defluire attraverso i forellini. Con il tempo l’acqua viene espulsa, i dischi si possono avvicinare, quindi le molle (scheletro solido) si accorciano ed entrano in carico. Il carico applicato è sopportato : inizialmente tutto dall’acqua, a t( tutto dalle molle, all’istante generico t in parte dall’acqua, in parte dalle molle. In ogni momento la somma delle due quote è sempre uguale al carico applicato. Le camere interne saranno le ultime a drenare poiché l’acqua deve passare attraverso più dischi. Quindi la consolidazione, o trasferimento del carico alle molle, nelle zone centrali avverrà in ritardo rispetto alle due basi dello strato, dove avverrà già al tempo t=0+.

9.1 - Ipotesi

La teoria della consolidazione 1-D di Terzaghi poggia sulle seguenti ipotesi:

1. l'argilla è omogenea e satura (S=100%);

2. il drenaggio è consentito sia superiormente sia inferiormente allo strato compressibile;

3. la legge di Darcy è applicabile;

4. l'acqua e i grani solidi hanno variazioni proprie di volume trascurabili;

5. la compressione e il flusso dell'acqua avvengono solo in direzione verticale;

6. la riduzione di spessore dello strato può essere trascurata (piccole deformazioni)

7. K ed mv sono costanti nello strato e ( non variano durante la consolidazione, cioè costanti con z e t;

8. la relazione sforzo ((’/accorciamento (v è (elastica) lineare (v = mv ((’ (mv è l’inverso di Eed).
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Fig. 9.1 - Modello fisico della consolidazione monodimensionale

Diagrammi (v, u, (v’

[image: image1.wmf]Prima di passare alla derivazione analitica, si consideri la fig. 9.2  , dove sono indicate le variazioni delle tre grandezze (v, u, (v’  ((v’=(v–u) a partire dall’istante di applicazione del carico (p (1-D).

Fig. 9.2 - Strato di terreno in fase di consolidazione

 Per ciascuna grandezza sono indicati i valori ai tempi t=0-, t=0+,t=t (generico), t= (. 

Si noti :

-In ogni caso la parallela a destra in ciascuno dei tre diagrammi si trova alla distanza (p

-A partire da t=0+ le (v restano costanti (se non viene aggiunto altro carico)

-Gli eccessi ue si annullano subito (per t=0+) presso i contorni drenanti, in tempi maggiori nelle zone centrali.

-Le curve nel 2° e 3° diagramma sono identiche (sia pure capovolte in orizzontale e partenti da due diverse fondamentali). Infatti ue(t,z) + ( (v’(t,z) = (p.

-Tali curve vengono chiamate isocrone (curve ad ugual tempo, come istantanee della ue scattate al tempo t)

-Il fatto che le curve abbiano generalmente andamento crescente con z non deve far pensare che le gocce abbiano preferenzialità a fluire verso il basso. Il motore non è la gravità, ma le ue. Le isocrone sono simmetriche rispetto alla mezzeria.

-Le isocrone, depurate della fondamentale triangolare uidr, sono visualizzabili (a meno di () nel diagramma dei livelli raggiunti dai piezometri inseriti lungo una verticale. La risalita sopra il livello di equilibrio della falda è identico per punti che si trovino a uguale distanza (sopra o sotto) dalla mezzeria dello strato.

Conviene anche tener sempre ben presenti i seguenti due punti: .

1. In ogni istante e ad ogni quota, dopo l’applicazione del carico (p, è 
(v(z)= (z + (p = (v’(z) (crescente con t) + u (decrescente con t)

2. u=uidr + ue, cioè u, pressione neutra complessiva, va ben distinta dalle due componenti di cui essa è somma, che sono la u di equilibrio uidr (che non provoca consolidazione) e “l’eccesso di pressione neutra ue“ che è il motore della consolidazione.

9.2 - Derivazione

L’obbiettivo è quello di determinare le isocrone, ovvero la funzione ue, che è funzione di due variabili, t e z.

L’equazione differenziale risolutrice si ottiene uguagliando per un generico elemento a profondità z, di altezza dz e basi dx(dy, la velocità di accorciamento di altezza 
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z espressa in doppio modo, una volta secondo le leggi dell’idraulica, un’altra secondo quelle della statica.

(1)
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z (fluido) = velocità di accorciamento di altezza (e quindi di volume, essendo la base costante) corrispondente al volume di acqua espulsa

(2) 
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z (scheletro) = velocità di accorciamento verticale dello scheletro causato dall’incremento di (v’ 
Per quanto riguarda (1)

Con riferimento alla fig. 9.3 (in cui v rappresenta la velocità verticale dell’acqua) si osserva che la differenza di velocità verticale dell’acqua tra le due basi dell’elemento (che dovrà essere pari alla velocità di variazione di volume/altezza dell’elemento) è ((v/(z)dz. 

[image: image17.wmf] 

Fig. 9.3 - Velocità di

filtrazione dell'acqua

Per passare dalla velocità di variazione di altezza alla velocità di accorciamento occorre dividere per l’altezza dz. Si ottiene così 
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z = ((v/(z).

La velocità dell’acqua può essere espressa mediante la legge di Darcy: v=ki=-k ((h/(z). Derivando rispetto a z:

(v/(z= -k ((2h/(z2).

Si ottiene così:
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z = -k ((2h/(z2)







(1)

Per quanto riguarda (2)

L’accorciamento dello scheletro, per la definizione di mv = 1/Eed, è (v = mv(((z’. Passando alle velocità si ottiene
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z = mv (((z’/(t)







(2)

Uguagliando 
[image: image8.wmf]e
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z dalla (1) e (2) si giunge a:
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(3)

Nella (3) compaiono le funzioni incognite h e (’z . In realtà h e (’z (come pure ue ) sono interdipendenti. Per procedere è però necessario unificare l’incognita. Si scelga ad es. ue . La (3) allora viene trasformata in modo che in essa compaia solo ue.

Ricordando (vedasi fig. 9.4) che

[image: image18.png]


h=hp + (1/(w) (uidr + ue)

Fig. 9.4 - 
 il termine ((2h/(z2) che compare a primo membro della (3) si può esplicitare come somma di 3 termini:
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Poiché l’altezza di posizione hp e la pressione idrostatica uidr variano linearmente rispetto a z, le loro derivate seconde rispetto a z sono nulle. Sostituendo l’espressione appena scritta di ((2h/(z2) nel primo membro della (3), la (3) stessa diventa:


[image: image11.wmf]t

z

u

m

k

z

e

w

v

¶

s

¶

¶

¶

g

¢

-

=

2

2


La funzione incognita prescelta ue compare ora a primo membro, ma non ancora al secondo. 

Per quanto riguarda il secondo membro della (3) basta ricordare che (z’ = (z - ue - uidr , derivare rispetto al tempo, e osservare che uidr non varia rispetto al tempo. Quindi ((z’/(t= ((z/(t - (ue/ (t. Sostituendo questa espressione di ((z’/(t nella eq. precedente si ottiene :
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(4)

Se il sovraccarico applicato in superficie (p rimane costante nel tempo (e quindi ((z/(t =0) la (4) assume la forma:
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Si pone : 
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(6)

Il gruppo k/(mv((w) viene indicato con il simbolo cv (coefficiente di consolidazione verticale). Esso ha dimensioni [F/L2]. Si ottiene così la equazione della consolidazione monodimensionale (Terzaghi nel 1923) nella forma classica:
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Il valore di cv viene ricavato tradizionalmente in laboratorio mediante prove edometriche, proprio utilizzando la teoria della consolidazione, ma in senso inverso (nelle applicazioni, dato cv , si prevede il decorso del cedimento di superficie. Nell’edometro si osserva il decorso del cedimento di superficie e si ricava cv). 

Il valore di cv è fortemente influenzato dal disturbo provocato dal campionamento. Inoltre, se il terreno è fittamente stratificato, il suo valore può variare molto da punto a punto, anche nell’ambito di uno stesso campione.

A causa di ciò, per lavori importanti, si ricorre talora a prove di carico in vera grandezza : cv viene ricavato in base ai valori misurati – mediante piezometri - di ue in vari punti dello strato soggetto a consolidazione.

Va poi osservato che in generale la consolidazione è più rapida di quanto previsto dal modello 1-D perché l’acqua in molti casi viene espulsa anche/ o prevalentemente in direzione orizzontale. Ad es. nel caso di stratificazioni ( orizzontali (che è il caso più frequente) l’acqua fluisce molto più facilmente in direzione orizzontale (attraverso lenti più sabbiose) che verticale. Risulta quindi in molti casi più pertinente ch (coeff di consolidazione orizzontale). Ch è ricavabile da prove in sito (CPTU, PMT, DMT). Tipici rapporti ch /cv sono p.es. dell’ordine di 5. Tuttavia la conoscenza di ch , ancorché più realistico, presenta il problema di non esser utilizzabile con la teoria 1-D di Terzaghi. Se è noto ch, per utilizzarlo è necessario ricorrere a programmi di consolidazione ad elementi finiti.

Talora, in modo veramente rudimentale, si divide ad es. per 5 il valore di ch ricavato dalle prove in sito, ritenendo che possa rappresentare una stima di cv. Si applica la teoria 1-D di Terzaghi con tale cv. Poi si suppone che i tempi così previsti siano sovrastimati di un fattore 3-5. Chiaramente è un espediente non giustificato se si ha accesso ad un programma di consolidazione ad eleemnti finiti.

Soluzione dell’equazione differenziale.

Per fortuna ai fini applicativi non è necessario risolvere di volta in volta l’equazione differenziale ricavata. Ai fini applicativi ci si avvale in generale delle soluzioni a suo tempo sviluppate.

Vale la pena di ricordare che le due più utili/ frequenti applicazioni dei risultati della teoria della consolidazione fanno uso delle soluzioni già ricavate per le grandezze adimensionali UT,Z e UT.

1. UT,Z  (grado di consolidazione locale). Esso permette di conoscere per ogni t e z la suddivisione del carico (p in ((’v e ue. In pratica spesso si usa la soluzione grafica dell’equazione di Terzaghi (grafico adimensionale delle isocrone fig. 9.5). Le relazioni di conversione tra variabili reali e variabili adimensionali sono :

T=cvt/H2          Z=z/H       UT,Z=1-ue/(p

T è chiamato fattore di tempo

H è metà spessore dello strato in caso di doppio drenaggio (sopra e sotto), è l’intero spessore se il drenaggio è solo da una parte dello strato. In generale H è la distanza tra il piano drenante e quello impermeabile.

T e Z sono parametri adimensionali, t e z i reali.
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Fig. 9.5 - Rapporto di consolidazione UT,Z in funzione del tempo e della profondità.

Notare : UT,Z=1-ue/(p = ((’z /(p. 

UT,Z= raggiunge il valore 1 quando (p si è tradotta tutta in ((’z. (Grado di consolid loacale = 1).

Notare anche  1= ue/(p + ((’z /(p

Si noti che le isocrone sono perfettamente simmetriche rispetto alla orizzontale di mezzeria. Nel caso di doppio strato il piano di mezzeria può essere visto come un confine impermeabile, dal momento che tale piano non è attrraversato da gocce. Nel caso di strato con confine drenante solo superiore (o solo inferiore) si usa solo la metà superiore (o inferiore) delle isocrone, poiché per l’appunto attraverso la orizzontale z/H=1 non vi è flusso.

2. UT  (grado di consolidazione medio) = s(t)/s ( .Esso è un “sottoprodotto” di UT,Z. UT si usa quando interessa solo il cedimento di superficie, mentre non interessano le ((’z e ue all’interno dello strato.

UT,Z permette di conoscere ((’z (quindi (z ) ad ogni t e ad ogni z. Per integrazione di (z lungo tutto lo


In corrispondenza dell’isocrona UT,Z  relativa al tempo T, il valore UT è pari al rapporto tra l’area tratteggiata e l’area del rettangolo

spessore dello strato (quindi scompare la variabile Z e resta solo T) si può conoscere per ogni t il cedimento di superficie. In pratica anche per questo problema è disponibile la soluzione in forma grafica adimensionale. Si tratta di una curva avente in ascisse T, e in ordinate UT (particolarmente usata la coppia T50=0.197 per UT=50%, per ricavare cv dal valore t50 determinato con l’edometro, usando la formula che definisce il fattore di tempo  T=cvt/H2) (fig. 9.6).

Fig. 9.6 - Aumento del grado di consolidazione medio UT con il fattore di tempo T. Le diverse curve si riferiscono a diverse distribuzioni iniziali della ue (v. fig. 9.7). (Nel caso edometrico tradizionale il diagramma di ue è rettangolare e va utilizzata la Curva 1).

Nota: il valore T50=0.197 è scritto con tre decimali poiché è calcolato con la teoria della consolidazione, e non c’è motivo di approssimarlo aggiungendo errore ad errore. Resta il fatto che i veri errori – molto grandi – nella valutazione di cv  (non sono infrequenti errori del 200-300%) hanno altra provenienza.
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Fig. 9.7 - Alcune possibili distribuzioni iniziale degli eccessi di pressione (nel caso edometrico tradizionale il diagramma di ue è rettangolare – Curva 1).

Esercizio 1: Dati 2H, cv, t 

Trovare ((z’ alla profondità z. 

Indicazione : Adimensionalizzare t e z in T e Z. Si individua nel diagramma adimensionale delle isocrobne una isocrona e una orizzontale. Il punto di interesezione divide l’orizontale in due parti. La frazione corrispondente al tratto lato “lunetta” è la frazione di (p sopportata dall’acqua (ue), il complemento a 1 è la frazione di (p sopportata dai grani (((z’).

Esercizio 2: Dati s( , cv, t 

Trovare il cedimento si consolidazione s al tempo t.

Indicazione : Adimensionalizzare t in T. Dal diagramma del grado di consolidaz. medio UT – T (curva 1) leggere UT . Moltiplicando UT per s(  si ottiene s(t).

Esercizio 3: Si supponga di voler controllare durante la consolidazione il valore di cv utilizzato in sede di progetto (pre-costruzione). Si supponga di aver installato un piezometro (di solito saranno parecchi) e di effettuare in sito letture piezometriche in tempi successivi dopo l’applicazione del rilevato. Strato argilloso, doppio drenaggio. Si supponga che il piezometro, ad un certo tempo, inserito a ¾ di profondità dello strato argilloso, indichi un eccesso pari ad ¼ dell’eccesso iniziale = (p.

Indicazione : si tracci nel diagramma delle isocrone l’orizzontale a ¾ di profondità. Si individui l’isocrona per la quale l’intersezione con detta orizzontale corrisponda ad una ue tuttora presente pari a ¼ di (p. Si legga il fattore di tempo di quell’isocrona. Si scriva la definizione di fattore di tempo. L’unica incognita è cv. 

Esercizio 4 : Perché è cv = k/(mv((w) il parametro che governa il decorso della consolidazione anziché, come potrebbe sembrare a prima vista, la permeabilità k ? In altri termini: perché entra anche in gioco, oltre k, anche la compressibilità ?

Motivo : A parità di k, il decorso dipende dalla quantità di litri o mc di acqua che devono essere espulsi. Tale quantità dipende dalla compressibilità.

Esercizio 5 : Che origine hanno le due importanti formule di teoria della consolidazione ?: 

cv = k/(mv((w)          e        T=cvt/H2
Risposta : La prima ha origine al termine della derivazione della teoria della consolidazione, quando nell’equazione differenziale si osserva il formarsi del gruppo k/(mv((w).

La seconda fa la sua comparsa quando, per trovare la soluzione della equazione differenziale in forma adimensionale, viene sostituito a t il fattore di tempo adimensionale T.
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