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PREFAZIONE

Questo volume raccoglie le dispense di parte del corso
di wnmm:Nw delle Costruzioni per allievi msmmmsmwm chimici,
elettrotecnici ed elettronici, da me tenuto vvomwo
1’Universita’ degli Studi dell’Aquila :mldswaso accademico
1988/8%9.

Il testo e’ stato scritto con 17intenzione di fornire
agli studenti un supporto didattico in »msno utile per gli
esami della sessione estiva, percio’ steso di getto, sotto
la pressione - non solo psicologica - amwﬂm allievi piu”’
impazienti, con poche o :c_jw possibilita’ di rilettura e
ripensamenti.

Per questo motive e“ lungl dall’essere un‘opera

compiuta: ne fa testo l1a wveste editoriale dimessa, i

caratteri di stampa e le formule scritte a mano. Tuttavia,

‘ritenendo che 1’impostazione che ho dato alla materia non

sia priva di alcuni Mvcmmm di originalita’, ho creduto
egualmente di diffondere il volume tra i colleghi al fine di
sollecitare possibilmente nwl—m critiche ed una mmmncmmmo:m.
Riterrei infatti opportuno ripensare al ruoloc a cui e’
chiamata oggi la Scienza delle Costruzioni nell‘ambito di
alcuni corsi di laurea, soprattutto in quello in ingegneria

elettronica (e, in un futuro prossimo, informatica) che sono

- stati sedi nel passato in molte Universita’ Italiane di

forti spinte repulsive verso questa ed altre discipline.

L”impostazione tradizionale da me data &al corso va
vista come uno sforzo teso a meglioc recepire le esigenze

culturali dei corsi di laurea ai quali e’ rivolto, ed e”

finalizzata a valorizzare gli aspetti piu’ formativi della
disciplina piuttosto che quelli strettamente operativi. 11
corso e’ cosi’ incentrato sullo sviluppo del processo logico
di modellazione matematica del sistema - il corpo
deformabile - piuttosto che sull‘“illustrazione di variegate
tecniche di soluzione di modelli preconfezionati.

lLa definizione dei diversi modelli di continuo (1’asta,
la trave, la lastra, la piastra, il filo, 1la Emivvw:wv
avviene secondo schemi unitari (il metodo delle forze, il
metodo degli. spostamenti) e attraverso 1‘uso di strumenti
sistematicl (le formulazioni diretta, integrale e
variazionale) che meglio si prestano ad un proficuo processo
di sintesi.

La notazione operatoriale adottata serve allo WnOEO,
permettendo di definire in maniera concisa entita’ astratte
(quali gli operatori cinematico, d’equilibrio, elastico, di
rigidezza, di flessibilita’, di inerzia) che ritengo vengano
meglio recepite dall“allievo, per 1a sua particolare
attitudine, sviluppata in corsi paralleli, a interpretare un
sigtema come una “scatola nera*® che trasforma dei dati
d’ingresso in uscita.

La scelta di fondo di privilegiare la modellistica a
scapito di temi piu’ tradizionali, lascia .mvmuwo ad
argomenti che solitamente, in ambiente civile o meccanico,
sl sviluppano a valle della Scienza delle Costruzioni. Tra
questi | metodi di discretizzazlione ed alcuni elementi di
amswswnm.amm sistemi continui (questi ultimi espressamente
richiesti dai colleghi

elettronicidy trova inoltre

collocazione una trattazione abbastanza diffusa dei problemi




o



del secondo ordine, la quale, nel concetto di rigidezza
geometrica, accomuna i continul 1labill e 1a biforcazione
dell’equilibrio .

11 testo presuppone la conoscenza della meccanica del
sistemi di corpi rigidli e della meccanica del continuo
deformabile, i1 cui studio e’ mc~_cvvrﬁo nella prima parte
del corso.

In conclusione la scelta o presentazione degli argo-
menti e’ stata effettuate nella convinzione che 17aspetto
piu’ formativo della disciplina consista nelia Ac:u_oso di
sviluppo della capacita’ del discente ad Interpretare in
maniera razionale .c: fenomeno fisico sulla base di wuna
corretta formulazione di un modello matematico, e che questa
capacita’ costituisce un patrimonio irrinunciablle nel

bagaglio culturale dell‘Ingegnere, in qualunque campo sia

chiamato ad operare.

L’Aquila, luglioc 1989 Angelo Luongo
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1. IL PROBLEMA ELASTICO

1.1 Equazioni fondamentall

11 problema elastico si pone in guesti termini:
considerate un corpo che occupa :mddm configurazione di
riferimento un dominio & 5 con frontiera P = MmN¢+.ym# '
vincolato su y@x\ , sottoposto all‘azione di forze di
volume Thk.v e di superficie ﬁAR.u applicate su y@w ,
determinare:

% il campo di spostamenti W (x)

* i1 campo di deformazioni &(x)

% il campo di tensioni B(X).
Nel problema si riconoscono tre m_cm1w~ aspetti, geometrico,
dinamico (in particolare statico) reclogico, descritti

dalle equazioni che seguono.

a) Compatibilita’ inematica

Lo studic della cinematica del sistema .nozacnm a
relazioni differenziali lineari tra le variabilli di
configurazione w e di deformazione £ , nonche’ &

condizioni algebriche al contorno:

it

D w £ in P
@)
w = W sw 3P

dove D e’ un operatore differenziale lineare, detto

operatore cinematico, ed W e’ il vettore dei cedimenti

vincelari assegnati al contorno. Le (1) sono le gquazionj

implicite di congruenza del problema.

-1 -

b> Equillbri
L’ imposizione delle condizioni di equilibrio,

indefinite e al contorno, fornisce le relazioni:
- T
Ds -+ T = O Ln w\
, @)
N & o= .*U sSuw y@w

~
in cui D e’ V’operatore differenziale di equilibrioc e N

e’ un operatore algebrico. La relazione (25) e’ valida anche
su O mwr e permette di determinare le relazioni vincolari

una volta note le tensioni © .

c) Leqame costlitutivo

11 comportamento meccanico del materiale e’ descritto
dalla relazione tensioni—-deformazioni, assunta di tipo

lineare:

Ce = © in & . &D)
in cui C e’ un operatore algebrico detto operatore

elastico.

Le relazioni (1)>-(3) possono essere combinate in modo da
ottenere equazioni nella sola wvariabile W (metodo degli
spostamenti), nella variabile S (metodo delle forze) oppure
nelle variabili W , © (metodo misto). Le equazioni possono
essere ottenute in forma diretta, integrale o variazionale.

Nel seguito si analizzano i primi due metodi secondo le tre

diverse formulazioni.







1.2 Teorema dei lavori virtuali

Dato un sistema di forze e tensioni equilibrate
(eq.(2)> ed un campo di spostamenti e di deformazioni
compatibili (eq.(1)), i1l lavoro virtuale esterno %%m equa—

glia il lavoro virtuale interno %mw“

T edV = WbdVt [ wW FdS (4)
® L2 ae

Sostituendo le (1) e (2) nel TLV si ottiene:

¢ Du dVe— [WDs dVs Fﬂ,zmmh (s)
& . & 3%

(formula di integrazione per parti) da cui si ricava:

~ .
l“operatore di equilibrio — D e’ 1’aqqiunto dell’operatore

di compatibilita’ cinematica D (e viceversa):

~J

D- -D*

Le (2) si riscrivono:

b in P

£ su ¥ ()

D's

N G

i

i

Un’importante applicazione del TLU e’ 1a formula

generale dello spostamento che permette di calcolare una

componente di spostamento Q y hote le deformazioni £

senza dover risolvere 1/intero problema cinematico.

Assumendo come sistema di forze virtuali una forza
d’intensita’ wunitaria che fa lavoro nello spostamento

I
incognito Q e come campo di tensioni virtuali 1o stato 2)

equilibrato con 1a forza unitaria, il TLVU fornisce:

1= e dV - @' Ne'dS (6)
> 29,

dove 1’integrale su ymﬂ& esprime il lavoro delle reazioni

!
vincolari virtuali ﬁ = wQAM_ nei cedimenti vincolari W

del sistema effettivo.

1.3 Enerqia potenziale elastica

Si ammette 1‘esistenza di wun funzionale energia
potenziale elastica

U(e)= e ce dV #)

1
Z

&
tale che 1a sua variazione MHN equagli i1 tavoro interno di

deformazione M rm :

SU=/ 83:"CedV=/8e"sdV=3L (2)
S ®

L’esistenza del funzionale kv implica che 1‘operatore

elastico C e~ autoaqqiunto (teorema di reciprocita’, o di

Betti):

£,Ce, dV= [eglce, dV )

& &

g






Si ammette che .Q.Amv sia definita positiva affinche’ 1|1

materiale sia stabile:
Ueg)>o £ #0
(10)
.Q.AMV =0 £ =0
11 legame costitutivo e’ pertanto invertibile:

e=C'g (1)

1.4 Teoremi di minimo

a) Minimo dell“energia potenziale totale:

CNES per 1 equilibrio e’ che il funzionale V(%) assuma un

valore minimo nella classe delle confiqurazioni compatibilli

(cioce” nello spazio G delle funzioni W (=) sufficiente-—

mente regolari che soddisfano le condizioni al contorno su

28,

dﬁFvu\Mﬂ e dVo [WhbdV-/ 7L d 5= min

o 3 28, (2)

b> Minimo dell”energia complementare totale:

CNES per l1a conqgruenza e’ che il fupzionale dm.nﬂvmmmcsw un

valore minimo nella classe delle confiqurazioni equilibrate

(cioe’ nello spazio M delle funzioni ﬂhu.nv che soddisfano
le eguazioni indefinite di equilibrio e le condizioni al

contorno su y @w )

V.(e)= L 6 ¢ dV_ | @' NG dS = min
(13)

& 3%,

L %3
-5

1.5 Slistemi cinematicamente impossibili e staticamente

indeterminati.

11 problema cinematico (1> (assegnato &E(X) determinare
X\A.Kw > in generale non ammette soluzione, a meno che il
campo di deformazione & () non soddisfi le equazioni

esplicite di conqruenza

Se=o0 in & (4>

~

dove rw e’ un operatore differenziale 1lineare, e le
condizioni al contorno sono opportune.

11 problema statico (27) (asseqnati ka.b , ._.,Aubb deter—
minare ﬂAUﬁb > in generale e’ indeterminato; la soluzione

puc’ esprimersi come
G = G, + \M\ X A«MM

dove:
* ﬂoﬁunv e’ una soluzione particolare delle ¢(29);
* \'m« e’ un operatore lineare;}
* &.P\H\M\R e’ la soluzione generale del problema omogeneo
(tensioni autoequilibrate, o autotensioni):
3 .
D ﬂ\d =0 tn &
(7<)
S
N&,= 0 w ady
in n:m&\\ﬁbﬁ e’ un vettore di funzioni arbitrarie (funzioni

di_tensione o incognite iperstatiche).
Le condizioni di compatibilita’ (14) possono essere

determinate applicando i1 TLY scegliendo: a) come sistema

—& -







equilibrato le autotensioni mwe e le forze attive nulile,
b) come campo di spostamento e deformazioni quello effettivo

(in questa forma il teorema e’/ detto dei lavori virtuali

complementare)

ETSx AV [ @aTNSxdS , Yy OB

B 5%
| T % ,
\NV\ \M\ E 0:\. + .W:n.\s)..ﬁ. contorno = O , d\R
&

Si ottengono le equazioni esplicite di compatibilita’:
* o . .
Se =0 L &
12')
(14
Condiz, conl. su 3@ .

Risulta percio’:

S= 3% (8)

1.8 Metodo deqgli spostamenti

.Si soddisfano a priori le equazioni di compatibilita’

cinematica (1) e il legame costitutivo (3); si esprimono le

equazioni di eguilibric (2 in termini di spostamento

(fig.1).

“oe>D

. R L N ?u;

N

,.wx

1.6.1 Formulazione diretta

Dalle schema di fiag.l s i ottengono le equazioni di

equilibrio

L ws=

b
Buwu-=+ uFW@«

in %
(12

dove gli operatori P. e B sono cosi’ definiti:
*»®
L= D CD
B= NCD

E
L e’ detto operatore di rigidezza; poiche’ risulta L= r.\

(20)

I

V. e’ un operatore autoaaqgiunto.

Le equazioni (19) costituiscono un sistema differenziale
nelle variabili di confiqurazione N%mnﬁv . La sua soluzione
(unica per il teorema di Kirchhof+f) individua 1a
configurazione equilibrata tra le infinite configurazioni

compatibili.

Integrato il sistema differenziale e determinata W

si calcolano successivamente:
¥ il campo di deformazione: E = D w
* |1 campo di tensione : = CDuw

attraverso operazioni algebriche e di derivazione.

1.6.2 Formulazione inteqrale

Le condizioni di equilibrio (19) possono essere

determinate imponendo che 1’equazione dei lavori wvirtuali







(in cui le B sono espresse in termini di W tramite le
equazioni di legame e di compatibilita’) sia soddisfatta per
ogni campo  di spostamenti e deformazioni congruenti.

lL“equazione si scrive:

TS dV. [SuThdV L [ STFdg (1)

o & 28
Imponendo che gli spostamenti e le deformazionl virtuall
siano compatibili ¢« S e mN ) si ha:
Mm = .U Mcr mS Q\
(22)
duw = 0 Sw W@:\

Le tensioni effettive «i esprimono in terminli di

spostamento:
Con le €(22) e (23> i1 TLV (21) si scrive:
(c¢pb :\vﬁb Sw dV - [§uTbIV -/ S F d8 =0
& & 3 &
Yiwe & (z4)

Integrando per parti il primo termine (eq.(35)) si ottiene 1

3w (D*CDu-b)dV+ [SW(NCDu-)dS=0
& 38,
Viwe & (25)

da cui le (19).

1.6.3 Formulazione variazionale

Un metodo alternativo per ottenere le equazioni di
equilibrio e’ quello che fa uso del teorema di minimo
dell1/E.P.T.. Sostituendo nella (12) le condizioni di

compatibilita’ (1) si ottiene:

Viw)=1 Ouw)c(Du)dV- W bdV-|uFdg @)
& & 3

Imponendo la stazionarieta” in mw si ha

5V-[(@3u) couwdV - [5.LdV- msﬁnoa 0
& & o (z7)
cioce’ la (24).

l.e tre formulazioni, diretta, integrale e variazionale

sono equivalenti. Le ultime due costituiscono il fondamento
di alcuni metodi approssimati di soluzione (metodi di

discretizzazione).

1.7 Metodo delle forze

8i soddisfano a priori le equazioni di equilibrio (27)
e il umomam costitutivo (3); si esprimono le equazioni

esplicite di congruenza (14”) in termini di tensioni

!Lﬂ R B ey B G

ﬁ&.m

v
)
v

-10-







1.7.1 Formulazione diretta

Se il sistema e’ staticamente indeterminato 1la
soluzione delle equazioni di equilibrio contiene delle

incognite iperstatiche mW (eq.(15)):
mﬂ.ﬂo.»u\m_‘x AA/W~V

dove (©-78 e’ una soluzione particolare. Facendo uso del

legame costitutivo si ha:

2

i

c'e, + 'S (28)

La (28 esprime la deformazione come somma di due
-1

contributi: il primo MWu"An G, ¢’ 1a deformazione corrispon-—

dente a valori nulli delle m:nOOmemv iperstatiche, il

s

secondo e la piu’ generale deformazione dovuta a forze
attive nulle. A scelte arbitrarie delle funzioni di tensione
va Aucv corrispondono infiniti stati equilibrati che in
generale non sono congruenti (in quanto le equazioni (1) non
sono integrabili per un arbitrario termine noto (28)).
L‘unico stato congruente, soluzione del problema elastico,
e’ caratterizzato dal fatto che 1le condizioni di
integrabilita’— cioce’” le equazioni esplicite di congruenza
(147) - sono soddisfatte. Sostituendo le (28) nelle (147) si
ottengono le equazioni risolventi:
Fa+m, =0 in &

(22)

U = w Su Vw\c(

—-{1-

(30)

F e’ detto operatore di flessibilita’ e risulta

autoagpiunto. Le condizioni al contorno su d MJC vanno
espresse in .*mﬂsm:w di tensioni integrande le equazioni
implicite di congruenza. Problemi con condizioni al contorno
su wmﬁ\ vengono percio’ piu’ agevolmente trattati con il

me todo degli spostamenti.

1.7.2 Formulazione intearale

Le condizioni di congruenza (28) possono essere

determinate imponendo che 1‘equazione dei lavori virtuali
,Ams cui le m sonc espresse in termini di »W tramite le
equazioni di legame e di equilibrio) sia soddisfatta per
ogni stato di tensione equilibrato.

L‘equazione si scrive:

T T _ T
Se edV = [ SbwdV+ [ SF w dS (31)
8 & 2
Imponendo che lo stato di nm:mmOJm virtuale sia equilibrato

si ha:

= in &
7 Y b 0 (32)

Mhu nO L g7S yw@w ; M.ﬁ Hv& uﬂ Mnﬂ u:. vwﬂr

Mmm = Mu M“&

-12-







Le deformazioni effettive in termini delle funzioni di 1.8 Deformazioni .imposte. Stati di coazione

tensione sono:
Se nel sistema sono presenti deformazioni iniziali note

e- clonr 'S (247 £ ()

, ad esempio dovute a distorsioni diffuse o

variazioni di temperatura, ovvero ad imperfezioni
Con le (31) e (28’) il TLY si scrive (TLV complementarel:

geometriche mmﬁunb alle quali corrispondono deformazioni

. T el vl
-1 -1 — E(=> HUS\ A),il legame ostitutivo (3) si modifica come
AO&Q....G\MRVMMRLA\.H A?\\M\MRVSD‘\M« mv Av. Q costi
> 33, segue ,
¥ixe & 33) C(e~€)=w P (3¢)
Integrando per parti i1 primo termine si ha: ferme restando le ({) e (27). La (368> esprime la leage di

proporzionalita’ tra tensioni & e deformazioni elastiche

MRﬂrM*AﬁLﬂo ;Th.\LMRVLA\. = tevmini al contorno

E=&-E , dove & misura la deformazione totale.
& 1% MX € m mwn‘v " Le relazioni precedentemente determinate si modificano
come di seqguito :_cm.:,m;o..

da cui le (29). * Legame tensione-spostamenti (23):

G = ﬁ,\.U w - ﬁ.\ W. . A,W.Nv
1.7.3 Formulazjone variazignale
. % Condizioni di Sy . Lo . _
L’energia complementare totale (13) si scrive ondizioni di equilibrio in termini di spostamen
A to (19
g - . —
V. = L [(@e+8x) ¢ (SorSn)dV & Lw= b+b
_ (2 8)
& Buw= F+ F
-
= w KQNQITM\AVO_M @3s)
: dove
N
avendo espressoc O in termini di X tramite la «15), b = Ux.ﬁ m.ul
Imponendo la stazionarieta’ in N si riottiene la (33) e A,Wuv

1y
H
Z
O
My

quindi le equazioni di congruenza (2%9).
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Neile (38) b e £ rappresentano pertanto forze di volume

e superficie eguivalenti alie deformazioni imposte £ .

# Deformazioni in termini di funzione di tensione (28):
— -1 -1
t=E+C 6o+ C Sy (40)

* Equazioni esplicite di congruenza in termini di

funzione di tensione:
ﬂ.R:T_\\.u,TwMHO Q_*w

dove
neS*E (423

~—

Nelle (41) 4 e’ cso spostamento dovuto alle deformazioni
imposte.

Anche nel caso in cui sul sistema agiscano forze attive
nulle ( b=o0 y =0 5 1e <38 forniscono un campo di
spostamenti W al quale in generale corrisponde (eq.(37))

uno stato non nullo di tensioni autoegquilibrate: 11 sistema

e’ detto essere in stato di coazione. Lo stato di coazione

puo’ sussistere solo_ in sistemi iperstatici, i soli per i
quali le equazioni omogenee di equilibrio ammettono una
soluzione non banale; nei sistemi isostatici le deformazioni

imposte producono solo effetti cinematici.

Per gli stati di coazione sussiste un importante
teorema, di notevole interesse applicativo: "I1 lavoro
virtuale interno compiuto da un campo di tensioni elastiche

(dovute a forze attive b , £ non nulle & cedimenti

-5

vincolari £ =0 ) in un campo di deformazione dovuto ad uno

stato di coazione risulta essere uguale a zero"
¢ . Je" £ dV = 0O (43)
v el <
&
La dimostrazione e’ immediata. E/ infatti:

ﬂ ﬂ l.ﬂ 7\

ﬂ m

omumo m&o:\n rosm_%\qrms& oﬁfr.\:ﬁ ﬂh
& 3 39, 39,

dove nella prima uguaglianza si e’ applicato il teorema di

reciprocita’ e nella seconda il teorema dei lavori virtuali.

Poiche’ per ipotesi e’ TC«O s .mug y Fm_wb. , risulta

dimostrato 17asserto.

1.9 Sistemi iperstatici, isostatici, localmente isostatici.

I1 metodo degli spostamenti si applica indifferentemen-—
te a sistemi isostatici (cinematicamente determinati) e a
sistemi iperstatici (cinematicamente impossibili).

Il metodo delle forze si applica esclusivamente a
sistemi iperstatici, i soli per i quali ha senso introdurre
delle funzioni di tensione. Per i sistemi isostatici i)
metodo degenera in una soluzione in cascata delle equazioni
del problema elastico: le condizioni di equilibrio fornisco-
no infatti un‘unica soluzione equilibrataj mcnnwmmwcmgmnnm
il legame costitutivo fornisce 1o stato di deformazione e le

equazioni implicite di congruenza, sempre integrabili in

—-{é-







quanto i1 sistema e’ cinematicamente determinato, il campo
di spostamenti.

Nel caso particolare di sistema localmente isostatico

(o isostatico per wvincoli interni) ed iperstatico in aqrande

(o per vincoli esterni), come accade ad esempio per sistemi
monodimensionali ipervincolati, 1le mncmu_msm di equilibrio
sono integrabili a meno di gostanti arbitrarie (in quanto le
nm:awNMOJm al contorno sulle forze non sono in numero
sufficiente a determinarie tutted mentre quelle di
compatibilita’ cinematica in generale smn amme ttono
soluzione (perche”’ le condizioni al contorno sugli
spostamenti, wd numero eccessivo rispetto all’ordine “del
problema differenziale, non possono essere tutte

soddisfatte). Per tale classe di problemi i1 metodo delle

forze conduce ad equazioni algebriche di compatibilita’ in

termini delle costanti arbitrarie di tensione. Le equazioni
(13) sono ancora valide salvo considerare &W come vettore di

costanti (incognite iperstatiche) ed Lﬂu\wwﬁvnosm operatore

algebrico.
Dal teorema dei lavori virtuali complementare (17) si

ottiene percio’

v [8edv- mzm%aoﬁwug\ Vo
(2 W,

da cui seqguono le equazioni esplicite di congruenza

& IV - \Az&ﬁ& JdS =0 (44)
2 3,

-{7-

Esprimendo le & in termini di MW , hel caso generale di

deformazioni imposte (eq.(40)), si ottiene il sistema

Fx + "1+ 7

analogo all‘equazione (41),

algebriche:

wu\ Sc's JV

~A\

| o
S
Q.
<

¢“1')

in cui compaiono pero’ grandezze

(45)

Una formulazione duale che riconduce il problema

differenziale ad uno algebrico nello spirito del metodo

degli spostamenti sara’ illustrato piu’ avanti.
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2. ESEMPIO ILLUSTRATIVO: UN SISTEMA DISCRETO

Prima di affrontare lo studio dei diversi modelli di
continui elastici e’ opportuno esemplificare i concetti sino
ad ora illustrati facendo riferimento ad cr sistema
semplice, come quello costituito da nOﬂvm,vmmmam vincolati
elasticamente. Dal momento che la deformabilita’ del sistema
e’ concentrata in punti (vincoli elastici) la equazioni del
problema sono tutte di tipo alagebrico invece che
differenziale, cosicche’ l’esempio non puo’ chiarire tutti
gli aspetti precedentemente discussi (soprattutto il ruolo
delle condizioni al contorno, che qui non sono presenti)y

cio’ nonostante i1 modello e’ sufficiente ad illustrare la

anonvuoomw di ‘analisi.

2.1 Modello., Equazioni fondamentali

I sistema considerato e’ costituito da un corpo rigido

ABCD, vincolato in A con un carrellio e in B,C,D da molle

D
oA o]
3

v P L
e O O o
o oS |
b,\\Q. B C

WNAN

e ) Feg. 3

-1~

elastiche (fig.3). 11 sistema e’ sottoposto all’azione del
carico ripartito p. Si vuole risolvere il problema elastico
determinando il campo di spostamenti, le deformazioni

elastiche ¢ le tensioni nelle molle.

Nel sequito si formulano le equazioni del problema.

a) Problema cinematico

z . . . iy s
1! sistema puo’ acsumere oo configurazioni compatibili,
P Q

che 1mmumnnw:o cioe’ te condizioni di vincolo interne
(indeformabilita’ del corpo riagido) ed esterne (spostamento
orizzontale in A nullod. Per individuare 1la generica
confiqurazione deformata e’ necessario introdurre due
parametri (variabili di configurazione), ad esempio gli
spostamenti U s indicati in fiqura. Per un @m:mvmno
sistema i1 numero delle wvariabili di no:+w@cvmnm0:m e’ pari

al qrado di_ labilita’ del sistema di corpi rigidi privato

dei vincoli elastici. Nel caso in esame:

’

Lo stato di deformazione e descritto dalla variazione di

lunghezza Dm delle molle (assunte positive se d’allunga-

mento:

Dallo studio della cinematica del corpo rigido si ottengono

e relazioni (equazioni implicite di congruenza)

-20-







ALY = i 24 , , &=Dbu ()

A, o ¢

che definiscono 1 pperatore cinematico Hu .

11 problema cinematico "assegnati >* y .DN. ' Dw

determinare U e mw " in generale non ammette soluzione in

quanto il sistema e’ cinematicamente impossibile. La
soluzione esiste solo se il vettore dei termini
noti Z soddisfa le condizioni richieste dal teorema di

Rouche’-Capelli, cioe’ se il rango della Ewmﬁmnm ampliata

_ LA
[Die] = |1 20 b,

N

o

e’ uquale al rango della matrice D (pari a 2). Imponendo

che i1 determinante della matrice 3X3 sia nullo si ottiene
- A —
A ~+>u =0 (2)

ovveroc in forma matriciale,

-21 -

Ay 0
(4 -1 4] A, p={0p, Se-0 ()
As ©

La (2) costituisce 1‘equazione esplicita di congruenza del

*
problema e definisce 1’operatore ST,

b> Problema statico

Lo stato di tensicne nelle molle e’ descritto dalle

reazioni elastiche _Lw , positive se di trazione

T

B= [ Mo M N

Le —condizioni di equilibrio del corpo rigido (fig.4> si

scrivono (+)
ZX =09 Ra+ N3 =0
N, -N,+2pl =0 3)

N 2N, RN 0 2 p 0L

(+) 8i noti che le condizioni di equilibrio sono espresse
nello stato indeformato del sistemsa.

-22~







O A O

Ra

dove si e’ assunto quale polo di riduzione delle forze lo

stesso punto A assunto quale polo di riduzione degli

spostamenti. I sistema risulta essere una volta

iperstatico. Si noti che nella prima equazione compare la

relazione del vincolo in A che non puo’ essere espressa

attraverso un legame costitutivo. E’ necessario pertanto

eliminarta combinando linearmente le equazioni di
equiltibrio, in modo da ottepnere <condizioni nelle sole
variabili Zm . Nel caso semplice in esame e’ sufficiente

ignorare la prima equazione e scrivere (+)

Ny
4 { 0 Nmm

N2z = J
2 20 ¢ Nw®~

N;

UX“H .T
“)

*®
che definisce 1‘operatore statico D come il trasposto

deil’operatore cinematico. Si noti che i1 vettore b detini-

(+> Nel caso di 3n equazioni ed m reazioni vincolarl _Nm N
si ottengono 3n-m equazioni nelle sole Ng .

-23-

sce le forze qeneralizzate che fanno lavoro neile variabi-

1i di configurazione.

c)Y Legame costitutive

Si considerano molle elastiche lineari di rigidezza k.

11 legame sforzi-deformazioni e’ pertanto

™~

che definisce 17gperatore elastico mw .

d) Problema elastice

Si hanno:
* 3 equazioni implicite di conaruenza (1)}
%¥ 2 equazioni di equilibrio (4);
¥ 3 equazioni di legame (5);
# 2 variabili di configurazione incognite Q.. ﬁV P
* .m deformazioni incognite NVA. NVN. Nyw H
* 3 tensioni incognite »L« s 7&N ' 7W .
Complessivamente si hanno 8 equazioni in 8 incognite. Risol-
to i1 problema elastico e determinate le tensioni vgm ¥
17equazione (3y), precedentemente non utilizzata, nmvamﬂnm
di calcolare la relazione vincolare E>.
Nel seguito si risolve il problema prima con il metodo

degli spostamenti, poi con quello delle forze.
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2.2 Metodo deali spostamenti

2.2.1 Formulazione diretta

Seguendo il percorso logico di fig.l si esprimono :

* le tensioni in termini di spostamenti (eq.<1) e (5)):

Z
~
W

Kk |1 2 &=CDu (4)

* 1le condizioni di equilibrio in termini di spostamenti

(eq.(4)> e (&)

¥ 7 -
A qu®

k { Nh = 2 va
L 20 1t eJ lzpt

2k 3kL(v) (zp0

3kl ckof|| @ Nmﬁ

che definisce 1’operatore di rigidezza L.

Risolvendo le (8> si determina la configurazione equilibrata

lel

Hﬁﬂ N.ﬁ .m\ 3 AW“H .aml %W A@v

Sostituendo la soluzione nelile (1.45) si ha:
- 0 A28  A,=-2pL (i0)

Sostituendo le (10) nelle (3 (ovvero le (?) nelle (&) si

ottiene infine:
Z*nﬂmﬂmcu ZNHW\W&\ Zunimumo\.. A:V

L‘intero problema elastico.e’ cosi’ risolto. Vale 1a
pena di osservare che 1’equazione gsplicita di congruenza

(2), che non viene utilizzata nel metodo degli spostamenti,

e’ identicamente soddisfatta dalla sesoluzione (10). Per

completare la soluzione, dalla (3y) gj ricava

- Z 12
Ry = 5 P s (12)
2.2.2 Formulazioni inteagrale e variazionale

Le due formulazioni si distinquono da quella
diretta per il fatto che non richiedono Jo studio del
problema statico (4> ma solo quello cinematico (1.43),
oltre naturalmente alta definizione del legame (5. La

P4







condizione di equilibrio viene ottenuta direttamente in

termini _di spostamento dal torema dei lavori virtuali oppure

da quello dell‘energia potenziale totale.
L‘equazione dei lavori virtuali (1.21) nel nwmo,ms

esame si scrive:

c"%z = b Su , ¥iw (1)

Ny SA; + Ny 8A, + N3 84A; =
aNWmm9+NWh~M®\ Y3u 80 (14)

Esprimendo gli sforzi Zm in funzione degli spostamenti
effettivi V e @ (eq.{é)) e le deformazioni virtuali AWNVm
in funzione degli spostamenti virtuali Mnﬁ ' Awmvmmn.n—.bmvv

si ha:

=

(v+0¢)(Sv+080)+ K(v+20L) (Su+
050)+ k (92)(050) =
2p0 8o+ 2pe®SO , V85 86 (IS

N

i

Raccogliendo i termini in Mc.. me"
_Hr ANQ+w®®thmmw Sv + ﬁr.Awmqﬁw mmNmp
~2p0°]s6 =0 , V3r, 39 (16)

da cui si ottengono le equazioni di equilibrio (8).

27~

La formulazione variazionale richiede 1a scrittura

dell’energia potenziale totale (1.12):

V=L e C g -bu =

L
2
=4

N._A A>M+>M+>MVIN1®¢IIN¢U®N® (1#)

Introducendo le condizioni di compatibilitas (1.45) si ha:

Vel k[ (v+00) 4 (vr200) +(®€) ]+
s_mmmc.\fu&m@ (18)

Risulta pertanto A\HAlecme. Imponendo che sia

5V =

[VAle%
¥

So+ 2V 80 =0 , V3o, §6 (I3)
20

Si riottiene 1a (14) e quindi le (83,

Le due formulazioni, integrale e wvariazionale,
permettono pertanto di ottenere in maniera automatica le
mncwnmnsm di equilibrio del problema mwcamw:mo solo due dei
tre aspetti del problema elastico. Il grosso wvantaggio
operativo rispetto alla formulazione diretta e’ che entrambi

gli strumenti forniscono equazioni "pure" negli spostamenti,

filtrando via le reazioni dei vincoli (come Wb, > che non
sono associate ad un legame costitutivo. Queste reazioni, se
d’interesse, vanno comunque ricavate a valle della soluzione

in base a sole condizioni di equilibrio.
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L‘esempio di fig.5 serve ad md“cmnmwvm meglio il
concetto: la scrittura dell‘unica equazione di equilibrio
del vﬂovdmaw che non contenga reazioni mg e’ certamente non
agevole se affrontata in forma diretta, ma wCo\ essere

facilmente ricavata con il TLV (o con ncmaad dell17EPT).

k)

Le reazioni vincolari Em (fig.5a> non compiono infatti
lavoro nel campo di spostamenti virtuale (fig.5b) e 1“unica
condizione di equilibrio che si ottiene contiene solo le

forze attive F e le reazioni elastiche »&m .

2.3 Metodo delle forze

2.3.1 Formulazione diretta .

Procedendo nello spiritoc del metodo delle forze e
necessario dapprima determinare i1 generico stato di

tensione equilibrato. Riselvendo le (4) in corrispondenza di

un arbitrario minore non nullo, ad esempio:

-2~

= - ZN Ambw
20

Si ottiene .

‘N N.ﬂa\ -1
N = 0 T+ 4 Zﬁ\ ﬂuﬂm,_.MN\\

N o, -1 , (21)

La (21) e’ la soluzione generale dell‘equazione di
equilibrio <(4): lo stato di tensione nelle molle e’
descritto come somma di due terminiz:

a) il primo e’ soluzione particolare (in quanto corrispon-

dente ad una particolare scelts del minore non nulle) del

problema non omogeneo; da un punto di wvista meccanico

puo’ interpretarsi come soluzione <(unica) del sistema

isostatico che si ottiene dal sistema originario
eliminando i1 vincolo di continuita’ nella mollia n.2
(fig.ba);

b) i1 secondo e’ la soluzione generale del problema omogeneo
e rappresenta il generico stato di tensione nelle molle

in assenza di caricos Ta soluzione puo’ essere

determinata applicando allo stesso sistema isostatico una
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tensione arbitraria vLP in corrispondenza del vincolo

soppresso (fig.éb).

o-AN-E €—— -V o<F
3 3
N,
Nmn N
0 O O B N, QN
4o 4 4Do—>
{ { W
2z 1r
2
3) \ D)
Sconnessionte
ZNHQ

ﬁm&. 6

Il sistema isostatico e’ detto sistema principale; la

tensione arbitraria vah« e’ detta incognita Iiperstatica e
va determinata attraverso un‘equazione di congruenza.
Le (21) definiscono 17operatore algebrico n% che, in
accordo a quanto visto nel paragrafo 1.3, risulta essere il
’ ' * rd H
trasposto dell’operatore MN che appare nell’equazione
esplicita di congruenza (2).

Allo stato di tensione (21) corrisponde, tramite il

legame costitutive (5), lo stato di deformazione

Ay 2pl/k ~1/x
A, | = o + \1/xk | N, (22)

D,w o) \L\_A

-3f{-

in generale non congruente per una scelta arbitraria di v&N.
In altre parole, assegnato ad arbitrie >P. , sovrapponendo
le deformazioni nelle molle corrispondenti alle tensioni di

fig.6a e éb, lo spostamento relative in corrispondenza della

sconnessione risulta diversg da zero, cioe’ wviola la

compatibilita’ cinematica. 11 valore di ?M che e’ soluzione

del problema elastico e’ quello per il quale tale
mvomanmsno,mw annulla. Sostituendo la (22) nell’equazione
esplicita di congruenza (2) si ottiene:

3 N = 2pL Fx =" (22
K

k

che, risolta, Individua 1‘unica configurazione compatibile
P

tra le o0 equilibrate. Determinato 7P y la (21) fornisce

lo stato di tensione completo e la (220 quelle di

deformazione, coincidenti con quelli prima trovati con il

metodo degli spostamenti (eq. (10),(11)),.

A conclusione di questa trattazione si vuole illustrare un
metodo alternativo, di larghissimo uso nelle applicazioni,
per ottenere 1‘equazione esplicita di congruenza. 11 me todo
utilizza la formula qenerale dello spostamento (1.5) che nel

caso in esame, in cui sono assenti i cedimenti vincolari, si
scrives

o = eT ! (24)

1 . . . .
dove © e’ la tensione equilibrata con una forza unitaria

che fa lavoro nello spostamento effettivo H .

“Si utilizzi ora la (24) per il calcolo dello
spostamento relativo in corrispondenza della sconnessione
della molla n. 2. Lo stato ¢! e’ pari a

<! = m-“ =1 @s)
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cioce’ alla (21) privata del termine dovuto al carico, nommo
N, = Nyl = 4 . Assumendo come stato di deformazione la (22)

si ha:

4n4~1.m|+ 3 N, (2¢)
k k

1 due termini a secondo membro rappresentano gli spostamenti

relativi in corrispondenza della sconnessione

rispettivamente dovuti ai carichi p e all’incognita

iperstatica N, . Imponendn che sia =0 (equazione

esplicita di congruenza) si riottiene la (23,

2.3.2 Formulazioni inteqrale e variazjonale

In queste formulazioni non e’ richiesto lo studio
esplicito della congruenza, ma solo quello dell’equilibrio e
de} 1egame costitutivo. L’equazione risolvente (di

compatibilita’) e’ ottenuta direttamente in termini di

tensione dal teorema dei lavori virtuali oppure da quello
dell’energia complementare nO»w_w.

lL”equazione dei lavori wvirtuali (1.31), con le
condizioni (1.32), nel caso in esame (assenza di cedimenti

vincolari) si scrive:
T
mm\ E = O hNﬂv

in cui S e’ i1 generico stato autoequilibrato.

Esplicitando :
Ay SN+ N,5N,+ Ay 8Ny =0 (28)

dove NV~ . NVN , NVu sono dati dalle (22) (deformazioni

effettive) ed inoltre, dalila (21), risulta

-33-

SNy =- 8V, |, §N,= 8N, , INg=-8N, %)

(tensiont wvirtuali autoequilibrate). La (28) si scrive

pertanto:

F H < 7\
[(orf-feds e r ] Bras 0y V8% €7

da cui si ricava la (23).

L‘energia complementare totale (1.35) si scrive:

V. (N)= 172 &7 c's =
[(2p0-N2 )+ NS+ N ] (31

i

4
2k
avendo espresso le tensioni & in termini dell’incognita

iperstatica v&w tramite le (21). Imponendo la stazionarieta’

di Mﬁ H

SV, = ydm_p 3N, =0, YN, (32)
A

si riottiene la (30) e quindi la (23).
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3. CONTINUO MONODIMENSIONALE: ASTA RETTILINEA

3.1 Equazioni fondamentali

Si consideri un’asta rettilinea di lunghezza Q\ R
sottoposta all’azione di forze di linea mev e di forze
d’estremita’ ﬂ} e A_nw ,. eventualmente vincolatas agli

estremi A e B (fig.7).

1
v

= k(x) B

2>

A 4

>

fa IS) B fy

<=7
Fig. 7

I1 problema elastico si particolarizza come segue.

a) Problema cinematico

LLa generica configurazione dell‘asta e’ individuata
dalla funzione W (=) y 1o stato di deformazione dalla
funzione mARv che misura 1a dilatazione specifica. Le

equazioni implicite di congruenza si scrivono:

.Wl:...u.m on P
d

K

)

-35-

dove I e’ 1’intervallo _Hb.mu e DD 1a parte della

frontiera (cioe’ 1‘unione del punti A e B) su cui sono

wwumo:uﬂ_ gli spostamenti. Le (1) definiscono 1‘operatore

cinematico D = nb\LUP.

b) Problema statico

Lo stato di tensione e’/ descritto dalla funzione ZA.KV
(aforzo normale nell’‘astad; le condizioni di equilibrio,

indefinlte e al contorno, si scrivono

N :
— LII - .mV try @\\ hNV
dx
% -4 in A
n Z = ﬁ Su ) f Sn\
N+{ in B
dove @h e’ la parte della frontiera su cui sono

assegnate le forze. lLe (2) definiscono l‘gperatore statico

..W#NIL\LUP (+), come aggiunto di quello cinematico, e

1’operatore algebrico hZu - +4

c¢) Legame costitutivo

Si assume:

EA e = N & 3)

che definisce 1’operatore elastico C = EA come prodotto

del modulo elastico E e dell’area A della sezione

(+) W (=) e ZAuC devono percio’ essere funzioni continue
in & perche’ ad esse possa essere applicato
1“operatore D o D¥,
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tragversale dell’asta (rigidezza assiale). Si noti che nel
legame costitutivo sono contenute informazionl {(caratteri-

stiche geometriche della sezione trasversale) che si sono

perse nella riduzione a continuo monodimensionale dell’og-

getto tridimensionale.
8i osservi che sia i1 problema cinematico che quello

statico sono localmente determinati (+), cioe’ le equazionl

differenziali (una sola In una incognita per clascun
problema), sono integrabili per qualsiasi termine noto e la

soluzione e/ determinata a meno di costanti arbitrarie. La

soluzione in_grande e’ pero’ unica solo se le condizioni al
contorno sono sufficienti & determinare le costanti. La
classificazione del sistema (cinematicamente /staticamente
determinato, indeterminato, impossibile) dipende percio”’
esclusivamente dalle condizioni al nO:norao. Per discutere
i diversi casi si nOJw,awﬁ*:o I seguenti e_vﬂ di condizioni
al contorno.
1> Condizioni sui soli spostamenti: S\)uﬁ). Smlﬂma“ il
problema cinematico e’ impossibile (2 condizioni al
contorno per un’‘equazione del primo ordine), quelilo

statico e’ indeterminato (i1 costante rimane arblitraria)y

il sistema e’ jpervincolato (iperstatico).

2) Condizioni sulle sole *o.ﬂno. Zmn‘.m: Zw nﬁm (asta non

vincolata); il problema statico e° impossibile, quello

(+) 11 sistema e’ anche detto staticamente determinato

per vincoli internj.
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cinematico indeterminato; i1 sistema e’ (ipovincolato
(labile).
3) Condizioni miste, ad esempio: W, = ..H). Zmu .ﬁm 3 entrambi

i problemi sono determinati; i1 sistema e’ isovincolato

(isostaticoy.

Se si fa invece riferimento all‘intero problema
elastico, introducendo cioe’” il _mmw%m costitutivo, il
sistema (1)-(3> e’ un sistema differenziale del secondo
ordine e la sua soluzione e’ univocamente determinata quando
si impongano due condizioni al contorno, sianoc esse di tipo
geometrico (tipo 1), meccanico (tipo 2) o misto (tipo 3.

I1 problema elastico e’ formulato e risolto :wd sequito

secondo il metodo deqgli spostamenti e quello delle forze.

3.2 Metodo deqli spostamenti

3.2.1 Formulazione diretta

Alla generica configurazione compatibile, descritta
dalla funzione continua W(x) che soddisfa le condizioni

geometriche su Nvmw:. , corrisponde lo stato di tensione

N = EA Ju (4)

Q.

tenuto conto del legame (3), Le condizioni di equilibrio (2)

si scrivono percio’ in termini di spostamento

tm>L~F - S
= W Ln

fose e )
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2z 2
L’ operatore di rigidezza e’ percio’ L= -EA \LUh .
Alle (5) vanno aqggiunte le condizioni geometriche Fne’r su

P .

La soluzione generale dell’equazione (5) e’

w(x)= [/ pe) dx dx + qx + ¢, )
EA v
dove il primo termine e’ un integrale perticolare

dell‘equazione non omogenea e gli altri due termini costi-
tuiscono 1’integrale generale del problema omogeneo. Le
costanti arbitrarie C, e C, vanno determinate con le
condizioni al contorno. In alternativa alla (4) si puo’
integrare la (3) tra Timiti definiti e ottenere

X

pex) dx dx + cr_mov.u.\. + W (o) @)
EA

FAUPV = -
L] 0 ‘
\ -
dove ( vum\mnﬁ e wW(o) , W{®) sono arbitrarie. Determinate

le costanti e quindi WU (X) s 1a (1y) fornisce per

derivazione il campo di deformazione e la (3) quello di

tensione,

A titolo di esempio si consideri i1 sistema (isostati-
co) di fig.8. La soluzione (4) si scrive

w{x)= - oty X +C, )

{

2 EA
Le condizioni al contorno sono geometriche in A= U wx\ e
meccaniche in Bz V@..v :

wey=o0 , EAW(L)=Fz=0 (9)
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s b T S e e e T wﬁuCunomw

.

_.+.> WM,» x* AWA.

B
L g

% _ /F =

pli/(zen)

N (x)

La prima condizione implica <,=0 3 la seconda ¢, = mm\m.\r.
Sostituendo si ha:

2 2

uwﬂ @ |.K|I|.Vn\ . ‘ Q
s:,mﬂ: Z.L ¢

diagrammata in figura. Lo sforzo normale ka\v. positivo di
trazione, si ottiene dall’equazione (4):

N (=) = mafnw‘v (11)

anch’esso riportato in figura. -
~ Per completare la scluzione e’ possibile calcolare la
reazione vincolare .ﬁ} dalla AMNV"

£ =— N()=-pl (12>

Come controlio, 17equilibrio globale e’ soddisfatto.

Quale secondo esempio s8i consideri 17asta di fig.?
(sistema iperstatico) sollecitata da una forza f. applicata
in C. Poiche’ e’ presente una singolarita’ (p(a)= co ) e’

necessario integrare la (53¢ separatamente nei due
intervalli D,z fo,a) , @smAﬁ(\ 3a.] in modo da spostare la
singolarita’ sul contorno. Le condizioni ai limiti in A e B

(geometriche) si scrivono
wy(o)=0 w,(3a) =0 (13)
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A, F N |
Ta &% T TR K fg
= e -k a 3
, ko :
3 A h?
@ «—[C—t—
W () _ () € N(a*)
Neo | @
m [1TTe 111
4R
ﬂ,.u. 3
Le condizioni in C (miste) esprimono la congruenza e

1“equilibrio
F‘Ap\vn ;\NAD\V
+ - (14)
N(@")-nN(a")+ £ =0
La A»va. in termini di spostamento, diventa:

EALug(a)-wi(a)]+ fo=0 (15)

La soluzione generale della (5¢) e~

We(x) = ¢ X + ¢y
Ue)
R\Nhuﬁvﬂ m\hu«‘? A.\N_
Dalie (13>, (144>, (15) si ottiene:
¢, =2 + - _ + £
f & = ﬁN“O\ nlw|..l < C, = a 17
3 A’ 3gA”7 7 en ()

per cui le (16> si scrivono!

-] -

Wi(ax) = £ fe o

3 EA
. (18)
w, (2) = 2= (Ja~x)
L 3EA (
e le tensioni corrispondenti risultanc
Ny ()= 2 §
i ﬂ v 3 [ A~wv
N, (%)= t‘w\ F

Le reazionl vincolari valgono:

.ﬂ) = - Z*AQV = |W|l .ﬁﬂ
> (20)
ﬁm = N(3a) = \W‘ f

Si osservi che la funzione W {(x) e’ continua (per la
congruenza) ma la derivata prima e’ discontinua (tensioni
discontinue in C per effetto della singolarita’).

m.m.m Formulazioni integrale e variazionale

11 teorema dei lavori wvirtuali (1.21> per il continuo

monodimensionale si scrive:

¢ 4
N8s dx = mm&mun+m.m$>+hm Méw (z1)
o o
Esprimendo . ie deformazioni virtuali in termini di

spostamento virtuale e le tensioni effettive in termini di

spostamento effettivo:

3 = MAMI.WVnMMAMFV (z2)
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N= ER du | . (22,)

Si ottiene:

¢ 4
epdu & MFVLunu MFLH+J@>M$>+WM$@ 23)
doe ol
(7 o
Nella (23> vanno inoltre imposte le condizioni di

compatibilita’ M:LUO su 3 MWF (condizioni.geometriche).

Integrando per parti il termine a primo membro si ha:
¢ 2
sAm.mLS Lk\lﬁm.mmxmn\\rﬁnvws\).v
o 2t dxly
(]
+(ER o_,; fo) =0, Y8 (0
da cuiz

EA d'u +p=o

o a2t

AMDLF‘.*.W,VMF)

Amm “ ;ﬁvaFm

La 25,

n
o

ﬂmmv

f
Q

e’ 17equazione diffferenziale di equilibrio in

termini di spostamento; dalle Amww.wv_ imposte le condi-=

zioni qeometriche, si ricavano le condizioni meccaniche,

anch’esse gia’ espresse in termini di spostamento.

Ad esempio, per il sistema di fig.8 si ha la sola
condizione geometrica %wg=0 ; e’ percio’ Jw,=0, M:..mn.(“

—-43~

quindi la (255) e’ soddisfatta e la (253) fornisce 1la
condizione meccanica

EA du | — ﬁm =0 (2¢6)
dx

coincidente con la (9.
Per il sistema di fig.9? 1’equazione dei lavori virtuali
si scrive:

a, la
. I
ER u, M:@ Lnﬁ +

e o,

Mmu~PM %MFM Lnﬁ =
fa 8w, + 5 Su,, + fo Sw,. (27)

dove 17ultimo termine puo’ anche essere scritto HmJM~h~P .
Integrando per parti si ha: )

a a
- mm:\h_ms*o_url ER FM mswn_uo.*mmms\_‘ MSLP\#
hmm :\w ms\wu - ﬁr MF_m \.ﬁ MFSW - £, M:\F
QS

dalla quale si ottengono le due equazioni differenziali in

Wy ' hy (x) e, imposte le condizioni geometriche
SUip=8u,g=0ce Sthye = Swq,e=Vy 1“unica condizione meccanica
(15,

Se si segue 1’approccio variazionale e’ necessario

scrivere 1’energia potenziale totale:

e ¢
~N %
("] o]
dove i termini al contorno vanno omessi se gli spostamenti
sono assegnati. Imponendo la stazionarieta’ del funzionale
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2 2
2"\2 WS de - piud — F Bup—fo Bug =0 (30)

(o]

&i riottiene 1’equazione dei lavori virtuali (23 [

17analisi segue quella gia’ illustrata.

3.3 Metodo delle forze

Come gia’ detto nel paragrafo 1.9 |1 metodo e’
applicabile ai soli sistemi liperstatici. Si fara’ pertanto

riferimente ad un’‘asta vincolata ad entrambl gli estremi.

3.3.1 Formulazione diretta

L’equazione di equilibrio (2, amme tte 00* soluzioni in

quanto non sono presenti condizlonl al contorno su DR

Integrando 1‘equazione tra __S_A_.ao*_zmnm si hat

o
N(=)= - | PG dx + N(2) (31)
N .
dove N(€) e’ arbitrario. La (31> e’ del tipo (1.15), in

cui ¢+

L
Go = TnngoP\ S=1 X = N (e) G2)

(+) Qui pero’ X e’ una costante ed S un operatore
algebrico, come gia’ detto nel paragrafo 1.9.

-l G-

La  tensione 7\AUhv e’ pertanto somma di una soluzione

particolare del problema non omogeneo (fig.10a) e della

soluzione umUM1w_m ﬂwnuww»\ del problema omogeneo (fig.10b).

P (=) N(R)= X

— —y >y

& &, & &

A
No (=
:I:/jﬂvJ/Z _ AN

o) Fig. 10 b)

I1 =sistema principale e’ ottenuto da quello effettivo

sopprimendo i1 vincolo in Bj 7§A&v assume i1 significato di

incognita iperstatica ed MNALHV e’ una funzione che
rappresenta la tensione in 2 corrispondente ad un wvalore

uni tario dell“incognita iperstatica. Con le posizioni

Zom.u«\vuﬂo =, Z.m.ﬂbnu\m«ﬁuhv, x = ZANV si ha percio’:
N(x) = Ng(xy+ x N(x) (33)

Alle stato di tensione (33) corrisponde lo stato di

deformazione

mﬁcuz;&l*az\oc QC

ER ER .

in generale 103 congruente. Per determinare MW e’ necessario

imporre una condizione <(esplicita) di congruenza come di
seqguito illustrato.

Si supponga per gqeneralita’ che in A e B siano

assegnati i cedimenti vincolari

- &







we) = Ty,  w(l)= g @)

Il problema cinematico (1) in generale non amme tte
soluzione. Infatti la sua soluzione e’

x
w(x) = E(x) da + w (o) (3¢)
(>}
La condizione Awm;v implica s\hovnm.\m ; la condizione (353,
in generale non e’ soddisfatta a meno che non sia
¢
E(x)dx = Uy Uy @)

&l

o

che esprime il fatto che 1’allungamento totale dell’asta

deve essere cocw_m alla differenza tra i cedimenti

vincolari. La (37) costituisce 1‘equazione si congruenza

cercata.

Un metodo alternativo per ricavarla e’ quello di
utilizzare la formula generale dello spostamento (TLU).

Considerando come sistema di forze wvirtuali wuna forza
unitaria applicata in B in equilibrio con le tensioni
mLAuC = Z.nubv e come campo di spostamenti e deformazioni
quello effettivo si ha:t
4
£l 7 Nx) &¢=) d=
1{- CCW -+ A t(b = mu.b AUDV 2 AWMV
o
1

in cui hxn\* e’ la reazione vincolare dovuta alla forza

virtuale unitaria. Ricavando Wg dalla (38) ed imponendo che
sia uguale a WUg (condizione di congruenza) si ottiene

4
] - —
N(=) g(x) d= = Wp- Wy . (33)
° ]
cioe’ la (37>, essendo N(X)=1,
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S| notl che la condizione di congruenza appare in forma
integrale. Cio’ e’ in accordo con quanto detto nel paragrafo
1.9 circa | sistem! localmente isostatici. L‘equazione (39)
puo’ essere .ottenuta direttamente dalla (1.44) ricordando

che Mmunvn* N==21 o che W@‘F si riduce ai due

v
puntl di estremita’ A e B.

Tornando alla soluzione del problema, 17incognita
iperstatica ¥ si determina sostituendo 1la (34) nella
equazione di congruenza che scriveremo nella forma (3%9) (per
mantenere un’analogia formale con problemi piu’ complessi in
culi Z_AuC*LV C+):

e

NZ N dx Z%o_un Z -

o -y + X B "

i}
Rl

m
2

Dalla (40> si ricava X, che sostituita nella (33> fornisce
ZAH\V e nella (34> £(=>x) ; il campo di spostamenti e’ dato

dalla (34).

A titolo di esempio si consideri il problema in fig.?,
gia’ risolto con i1 metodo degli spostamenti. Lo stateo di
tensione (soluzione particolare, fig.10a) e’ dato da:
£ 0L { &
ZQ A.Un\v = AN.«V

o Q. & 3 a

) - -
E’ inoltre N(x)=1, U,= We=0. La (40) si scrive:

(+) Naturalmente la (40> poteva essere ricavata direttamente
dalla (1.41’) ponende S =N! , C=EPRp, & = No ,

[~I=[21]
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hw a 3a, - O : 42
ha .y 2 (42)

e fornisce il valore dell’incognita iperstatica
!
x = ZANVnu g .ﬁﬁ\ ANg»wv

che coincide con quello dato dalla (205, 1o stato di
tensione (33) e’ percio’:

w; £ 0g X <ow
N (%) = : “4)
. I N a<x&3a
3
come gia’ trovato (eq.(19>). Infine il campo di spostamentl
(36) e’:

o
3

in accordo alle (18),

3.3.2 Formulazioni_inteqrale e variazionale

La formulazione integrale dell’equazione di congruenza
in termini di tensione segue il procedimento gia’ illustrate

nel paragrafo 1.7.2. 11 TLY complementare si scrive:

I.DWI:

L .
£ SNdx = «, Mﬁz\fncﬂmmﬁh (4¢)
l
dovey per le condizioni di equilibrio e’ §N=N M\.« y

Mhnu\MZmovul 8 X , Mhmnmzﬁovn MR« l1a deformazione

£ e’ Inoltre data dalla ¢(34). Si ha pertanto:

e
! 1 —_ —

No N YN dx w, - Sx=0, V8L

ﬁ\n .Wlmlnf\a\MDV +AD auw y 4 ’
(4%)
da cul 1a (40).
L’energia nosv«mamrﬁwvm totale si scrive:
¢ 2

Vly )= : mZm Ix - Fa @, - Fpu, =

o (48)

¢ z
uw\drﬁxzq dx o (- Ky)

£R

avendo espresso N ' ﬁb ed ﬁ..w in funzione dell‘incognita

iperstatica \\« . Imponendo che sia

SV.(x) = er Sx=0 , Vix (43)

si riottiene la (47).
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4, CONTINUO BIDIMENSIONALE: LASTRA PIANA

4.1 Equazioni fondamentali

Si consideri una lastra piana che occupa, nella confi-

gurazione indeformata, un dominio @. del piano ¢, Y

-a

siano Txnk\uv e T.wmun.\uv le forze di volume wmmvw,m in &

.mnﬁ.k.\.qv e .@ Akxuvdm forze di superficie applicate su v@.ﬁ

-

T(x9) s m\t.nun\.u.v ali spostamenti assegnati su y@.ﬁ

(Fig.11).

My

zl “., TNy
L

3B

ﬁ@. 14

Le equazioni fondamentali del problema elastico si
deducono da quelle relative al continuo tridimensionale

particolarizzandole al caso in esame.

a) Problema cinematico

Le variabili di configurazione sono rappresentate dalle

funzioni spostamento W(x,y), U (X, ¥):
T
w = W w Cuvw
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11 campo di deformazione e’ misurato dalle dilatazioni

specifiche & (*,9), qu Akx.uu e dallo scorrimento angolare
By (x,¥) :

& = va. &y %Q.w,ﬂ

Le equazioni implicite di congruenza sono:
3 2 0]
x 2x
w
e = & WI ...3 mw‘ A*v
Y >y
U
Bx 3 >

e definiscono 17gperatore cinematico:

S o
2%
-1 © 2.
D - > @)
2 o
2y 2x

Al contorno deve essere:

= sy y@wr. Q)

Le equazioni implicite di congruenza costituiscono un
sistema di tre equazioni differenziali nelle due funzioni

spostamento. Assegnato ad arbitric i1 campo di deformazioni
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non e’ possibile in generale determinare un campo di
spostamento regolare che le soddisfi. It continuo

bidimensionale e’ pertanto cinematicamente impossibile, a

prescindere dalle condizioni di vincolo eventualmente
presenti sulla frontiera.
lLa condizione di integrabilita’ delle equazioni

costituisce 1‘equazione esplicita di congruenza del

problema:

2 2 2
Xex , 2% d B (4)
oy S =t YEY

che, posta nella forma (1.147), definisce 1‘operatore

differenziale

e L (5)
Yy dxT 2X dy .

Se sul contorno sono imposte condizioni sugli spostamenti,
le deformazioni devono soddisfare delle condizioni supple-—

mentari che non vengono qui esaminate.

b> Problema statico

Lo stato di sollecitazione e’ descritto dagli sforzi

(fig.11> [FL']

w = N, Zlu ZQ

Le condizioni di equilibrio alla traslazione si scrivono
(quella di equilibrio alla rotazione e’ identicamente

soddisfatta):
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> o 3 Ny b
2% 2y * .
7I\R = wn @\ Ahv
3
0 = >
39 X Ny L,

Le (&) definiscono !‘operatore d’eguilibrio come aggiunto di

quello cinematico:

>
Ba-| ™ Y &
>

DX

g

11 problema di equilibrio (6> e’ governato da due

equazioni nelie tre funzioni incognite 7W ’ JW .‘7$R s il

continuo bidimensionale e’ percio’ staticamente

indeterminato, indipendentemente dalle condizioni al

contorno.
Le condizioni di equilibrio su & si scriveno

(teorema di Cauchy):

Ny
hx 9 fx
Ny = su Vuﬁ @)
o du N, N mw
o
dove n, , n, sono i coseni direttori della normale uscen-

te. La (B) definisce 1“operatore algebrico N.

c) Legame costitutivo

11 legame sforzi-deformazioni puo’ essere dedotto dal

modello di continuo tridimensionale. Assumendo che la lastra
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sia di sgpessore sottile T ' si puo’ ritenere che
G, = Tuz= Tyy = O in tutto il corpo, & che G s By ,
\va ciano funzioni solo di x ed AR cioe’ che la lastra

sia sottoposta ad uno stato piano di_tensione (+). In tal

caso, dalla legge di Hooke, si ha:

£, [ 4 2 o Nx
|
mw = lMl -~ 1 o 7? va
Eh
By o o z(1+®) Nixy

dove E e’ il modulo elastico e 0 il fattore di Poisson.

Invertendo i1 legame si ottiene 1‘operatore elastico:

1 7 )

C = mWN 7 1 o (o)
Al

(+) Nella Teoria dell’Elasticita’ si dimostra che lo stato
piano di tensione sussiste rigorosamente solo per
particolari distribuzioni di forze di volume e di
superficie. Tuttavia, le equazioni del continuo elastico
possono essere soddisfatte in media se si fa riferimento
a tensioni aqeneralizzate, definite come tensioni medie
sullo spessore. Ad esempio:

+h/z

WXH L ﬂXLN
h -hiz

Conseguentemente e”

N, = G h

X

-

4.2 Metodo deqgli spostamenti

4.2.1 Formulazione diretta

Sostituendo le equazioni di compatibilita’ cinematica
1 nel legame costitutivo si ottiene la relazione

sforzo-spostamento, @ = CDw:

Nx 1 v 0 2 o
2ax
w
2
Ny uMWN v 4 o o > (1)
U
N, 0 o AV ii2 2
W/ _ z L %Y X
ovvero:
Zx = Eh A WKF.T v W\»Hv
1-v2 v 2y
= Eh :
Ny = 3% Awwfv )\wwv (1)
Ny = Eh duw P
J {-vt A‘du * DX

Le equazioni di equilibrio (&), in termini di spostamento,

si scrivono:

> 4 =2 2 {42 2% ] w. by
2x* z 9yt 2 dx 3y
_Eh _
1-vt . . - L
1+v > " Y, s
2 2x Ay 2y T R J







in cui appare 1’operatore differenziale di rigidezza

. ”
(1.2045 =D CD. Le ¢12) possono essere poste nella forma

equivalente

Eh _“<~F+ 1+v y AUF+ vun b,

\.NT.,.OV 1-v 3
_Eh Vi o+ 4% 3 (2w . 30)] . b
2 (41+ V) ﬁ vy ( E -

z 2 2
in cui <ud\wun~+mu\w,u~ 1“operatore di Laplace.

Le condizioni al contorno (B), espresse le tensioni

tramite le (1173, diventano

| 2. - VO 1N -v:u!., wl [£
qux._..mulmid,u "x W.M.Thgwlwx x
Eh =
{-v*
ne =¥ 3 P2 =22 ,'n 3> [(0] (K
* 7z vh+<v % Fz a7 3y J
ovvero ) A:‘V

)
x?

Elh (2% .9 Eh (3% 439 )n
A.Uur*. Wu x \TNT\Z@ A N.u + DX <

(1s)

L

Eh (2% 4 ¥ Eh (3,93 \n = f
Awu+wx. 5x+¢QPA~& : uu‘.vh -

Le (13) definiscono 1’operatore di rigidezza al contorno

(1.20 » B=NCD,

Le equazioni differenziali (13) sono dette equazioni di

Navier. Insieme alle condizioni meccaniche (13) e a quelle
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geometriche (3) costituiscono la formulazione del problema

elastico della lastra in termini di spostamento.

4,2.2 Formulazioni integrale e variazionale
L’equazione dei lavori virtuali «1.4), nel casc in
esame, scrive:

\Alxwm + MW+Z@M%QvLR\mIQ

-

.—u Mx.+ MC.V LM \A.ﬁ mx\+ MCnMLm

&

o)
dove S§ e’ un‘ascissa curvilinea definita su v@ .mmn.lsmnl
do gli sforzi in funzione degli spostamenti tramite le (11)

e le deformazioni virtuali in funzione degli spostamenti

virtuali tramite le equazioni di compatibilita’ (1> si ha:

M,.wr M?& +v vMF +mo. +v8xvmc\ +

p 1Y AFQ+&vaMxQ+MG\ ,wo_un Jdy =

= ( by MF+T&M9va o_:u+ mﬁme.T@ML.vLa

¥ >& (1#)

dove la virgola indica derivazione rispetto alla variabile

che seque. Integrando per parti la (17) si ottiene
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MM yxx t ..wa.T.HMN!ASQk‘..&Qvu S+
%‘

+MQQ+.V sx,u..;l.lﬁxx.& \xxuMQ\MLUPLIM.T

MTF?*.QSuvstT m AF+ uwx..r
¥

hmcﬂ LV :\xv R Q ms\ u Mc\ngh =

= (b, dw+ b MQVLXLQ ._\\A MF\+ ML‘VLM
@ @)

Imponendo che la (18) sia soddisfatta per ogni 3w , &0
cinematicamente ammissibile si ottengono le equazioni (13) e
le condizioni al nO:movso (15>, vallde su ymWﬁ . La (18
costituisce la formuiazione integrale del problema della
lastra.

Se si segue la formulazione variazionale e’ necessario
scrivere l’energia potenziale totale (1.12) che nel caso in

esame risulta:s

V- IIIJM MANM* n,n\.h.d_.Nvv ,vv...l.nlwl%m.uu Lko@.*

1

2. 4y
,\ JQvLM ...\ AhxF+®QVLu
& o,

CED;

-~

Esprimendo le deformazioni in funzione degli spostamenti ed
imponende 1a condizione di stazionarieta’ SV=20 s i
riottiene la (i8), da cui le equazioni di Navier con le

condizioni al contorno.

4,2.3 Zmnoam‘am soluzione., Principio am.Om Saint Venant

Le equazioni di Navier (13) costituiscono un sistema

differenziale alle derivate parziali molto difficilmente
integrabile, anche se la geometria e il .nwﬂmno sono
abbastanza regolari. Nella maggior parte dei casi risulta
pertanto necessario risolvere i1 problema ricorrendo a
metodi numerici, © comunque approssimati. Tra questi ,d.
metodo delle differenze finite, trattato nei corsi di
Analisi Numerica, e il metodo degli elementi +;:mﬁm_ di cui

si dara’ un cenno in seguito (cap.8).

In questa sede si vogliono brevemente illustrare due

metodi analitici approssimati basati su sviluppi della
soluzione incognita in serie di Taylor e di Fourier.
Entrambi i metodi permettono, in casi semplici, di ottehere

soluzioni che soddisfano le equazioni differenziali con un
certo grado di accuratezza. Difficilmente permettono pero’
di soddisfare puntualmente e condizioni al contorno
meccaniche che spessoc possono essere soddisfatte soltanto in

media. Fortunatamente 1“esistenza di un importante

principio, dovuto a De Saint Venant, assicura validita® a

tali soluzioni in punti sufficientemente lontani da quelli

di applicazione delle forze. Il principio puo’ essere cosi’
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formulato: se le forze superficiali agenti su una

parte Mo della superficie xmﬂ sono _sostjtuite da una

distribuzione di forze staticamente equivalenti, gli effetti

sul campo di tensione _nel corpo sono trascurabili in punti

1a cui distanza da sm‘o e’ grande in rapporto alla massima

dimensione lineare amnﬁ. In altre parole la tensione in un

punto non dipende dal modo con cui le forze sono distribuite
su Lﬂo ma solo dalle caratteristiche globali della
sollecitazione (forza e momento risultanti). Fa eccezione la
regione del corpo adiacente a %F in cui si risentono gli
effetti locali della modamnm¢w~wonm. Conseguenza del
principio di De Saint Venant e’che una distribuzione di
forze staticamente equivalenti a zero <(autoequilibrata)
induce un campo di tensioni che si smorza rapidamente con la
distanza. In virtu del principio, soluzioni approssimate
che soddisfano le condizioni al contorno anche solo in media

sono di interesse applicativo anche in relazione

w__x_:nmvnmunm su come sono effettivamente applicati i

carichi e realizzati i vincoli nelle applicazioni tecniche.

a) Sviluppo in serie di potenze

LLa soluzione delle (13> e’ posta nella forma di serie

di potenze delle variabili indipendenti:

:.\Au.\uu = W”.ownw” D\f\ fug
w oo o (2°)

v(x,y) = N. W.. T:,H\.\QL,

l&—l

in cui Q@. e b, sono incogniti. Sviluppando anche le

]
forze di volume in serie si ha:

X T =0 jzo @1)

"" sono noti. Sostituendo le (20) e (21) nelle

(12> si ottiene:

,

A

-z | , j-2 , (-1 -1
M.\”...M.ﬂpc Z _ =x ._+.N\/<¢. W.TLWIQN.UQ&\Q +

,

1-9 1
)t L _
- WQ Q\IW u = 0
(72)
N &\ (-2 J $+v a’ &f -4
MMTU.. Z X + TR
[N J ATQ J v -v  J
y) ¢ 1
_— m..uﬂﬁ J = 0
By =y ]
Raccogliendo i termini con le stesse potenze e ponendoli
separatamente a zero risulta:
()
14 ' . *.*.wv .rvh.‘r ; = w..
Ill*Nl..V D\S:».i + D\.\L+N + = Lyt Y
(23)
2 by, o4 b B oa, .. = By
-y ) a*@g Qlw e+3g+* Y

Le (23) costituiscono un sistema algebrico nei coefficienti
mVQ y .VQ . Troncato lo sviluppo (20> ai termini di grado

m » le (23) lasciano alcuni coefficienti indeterminati la
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cui scelta va effettuata tentando di soddisfare

(eventualmente in media) le condizioni al no:novzo..mmv far

cio’ puc’ essere necessario aumentare il grado m del

polinomio.

A titolo di esempio si consideri la lastra rettangolare
in figura 12, sottoposta all‘azione di forze di volume nulle
e forze di superficie staticamente equivalenti ad una cop-
pia M .

v J +<1 . £

R A X _.;u“ I

! f w 4 * :

| 2¢ m 5 , 7

| 1 w

Lo o A

4

L 2 ¢t —

T.u.S

1! sistema puo’ essere considerato come la meta’ di una
lastra di lunghezza ze caricata simmetricamente. Cio”
suggerisce alcune considerazioni di simmetria, utili per

semplificare il problema. La soluzione deve essere simmetri-
ca rispetto all’asse Y e antisimmetrica rispetto all”asse
X . Deve percio’ essere (vedi figurad:

L

;\Al.vhx.uu ....K\AUh\QV\ S\A.UP\IQVH lS\Ak\Qv

v(-x,9) Amgb

"

Vi (x,4) 5 V(x,~)= U(X%y)

cice’ W deve essere una funzione dispari e UV  pari, sia
rispetto ad x che ad Yy . Lo sviluppo in serie (20) si
scrive pertanto:

- 32 3
Fﬂ“\\-qv... pnnH+ D.\OA q.TQ\«*UPI.\ .T D\QN:Q + D\QQU«\ +...

V) = byt by it @)

dove la serie e’ stata troncata ai termini del terzo ordine
(m=3). Sostituendo le (25) nelle equazioni di Navier si
ottiene:
Az
-

O30 + © &gy Y =0 ¢,)

.I&wl.

7 va
A b +2b, + Ity a, =0 «rm
oo [-F] 20 yai] it

ed eguagliando separatamente a zero i termini con e stesse

potenze si ha
(27)

piu’ la (26,). Le condizioni al contorno sui lati y=xcC ,

dove risulta M, =0, 5QHH~. si scrivono

MFG# wa.”_uuwo =0

ﬁ&u¢.0:§wuuHOu o

ovvero, tenuto conto delle (25) e (27):

(28)

DJI.TAD\:._,NTNQVUPHO
@3)
D, t (2boy+ V) =0
Dovendo la (29,) valere per ogni oL deve essere:!
Qg =0 , @y+ 2b,=0 (39)
ed inoltre dalla (29,) si ricava

) 2boy +V Qyy =0 (31)

QAo J

"

S8i noti che con le AwONv e (3i,) la (26,5 e’ identicameénte

soddisfatta.
Le condizioni sul lato x=0 ¢ Ne=dq, Viy=0 ) sono:

‘*m\u%m mPS\wAP\:;rN,v _uonv,,\u = Fx

AD\I.* NTNQV& = 0

(3z)

dove si e’ tenuto conto dei risultati acquisitii La (31, e’
identica alla (30,); la (314) puo’ essere soddisfatta solo
se Fx varia con legge lineare, in caso contrario e’
necessario aumentare il grado dei polinomi (25). Assunta

per f, la legge :

ﬁw = - MMWP|.Q
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C

b .
dove I=(2¢Y h/1Z e i1 momento d’inerzia baricentrico della
sezione trasversale della lastra, dalla (51 ) si ricava:

N— z
Q=0 5, Gy+27 by = .n.m.T\wb ELY)
Risolvendo i1 sistema (30, >, (31,;)>, (83,) nelle inco-
gnite @, , byo s Tmo , si trova:
M =2 " b, = H (34)
Oy = — L b,, = 2. H_ 2o =
4 ET J ez > ET J 4 7ET

: campo di spostamenti equilibrato risulta vmvnmsmo

w(x,y)= 1‘Mw‘ Xy

U(x,y)= Mh_m”lh AM.~+ QQNV

8i noti che in X=0 risulta WL=0 , VEO ,Alle (35) corri-
sponde, tramite le (11), 1o stato di tensione:

zxutzH.m&Z&uo ;) MNey =0 (3<)

3s)

cioe’ lo stato di flessione pura noto dalla teoria della
trave.

In conclusione va osservato che la soluzione de!
problema elastico (35)-(38) cosi determinata e’ 1a
soluzione esatta solo se il vincolo in 2c=0 consente la
dilatazione laterale per effetto Poisson e le forze superfi-
ciali in x=4£ sono distribuite con legge lineare. In caso
contrario al campo di tensioni (36) va sommato quello che
deriva dall’applicazione di forze superficiali autocequili-—
brate su ciascun latoc della lastra che, per il principio di
De Saint Venant, decade rapidamente con la distanza. Se la
piastra e/ allungata ¢ 2> NP.V 1a soluzione puo’ ritenersi
valida praticamente in tutto il dominio.

b) Syviluppo in serie di Fouriepr

Le funzioni FA.K\Qv. G.A.K\.WV sono assunte periodiche in

X di periodo 24 e sviluppate in serie di Fourier:
[aid .
w(x,y)= an.. T\;Qv cosot x + Uy, () sen zqu

R%)
V(9= & [Vae () sinsz + Y, () cos oz ]

- Tl

dove le funzioni .Q.Auv e .n\.«uv sono incognite ed inoltre e’

Ay = rﬁ,\m. Sostituendo la (37) nelle equazioni (13> ed

eguagl iandoc separatamente a zero i termini in Sind, X, COSK
si ottiene un sistema di equazioni differenziali nelle
funzioni incognite in cui | termini relativi a diverse

armoniche sono disaccoppiati. Per la K-esima armonica si ha:

Q._‘XNT.TC@, 8 «xVv'izo

38)
AA,TWVA\...!O»N.A\ b WOAQ~H O

in cul WHQQ..,VV\AT.QQ , X=0, , U=U, | V="V, dove il

segno superiore si riferisce alle incognite di indice 1 e il
segno inferiore a quello di indice 2. Nelle (383 si e’
assunto per semplicita’ Vy = uuk = 0 . In caso contrario

anche le forze di volume vanna sviluppate in serie.

11 sistema (38) e’ costituito da equazioni differen—

ziali ordinarie. Posta la soluzione del tipo:

A\.Auv = (e W8 m\\\/.u
33)
Viy)= b e ™ :
dalle (38) si ricava:
9~|£,~2+wv wwR\y a 0

N AT e
F o O+wv912~ b 0

Imponendo che la (40) ammetta soluzione non banale si ottie-

ne l‘equazione caratteristica in N

—&b—







R N

O

o

]

MN_2 Nyt +r =0 41)
che fornisce le quattro radici
- - 2
Nz= % 5, Pyy=-o G2)
Corrispondentemente dal sistema (40) si ha

(£),7 "

La soluzione generale delle (38) e’ percio’:

Ame@b = 51 ¢3)

) Iy -o j IS §
U= eV - eV ly T -y e ) ()
4
& - © « G -y
V(y)= < eV e Gy eTrlye

dove le costanti nM.C (i=l,...,94 J=1,2 cioce’ complessivamente

otto per ciascuna armonica k ) sono arbitrarie e vanno

determinate imponendo le condizioni al contorno.

Quale esempio di applicazione si consideri una lastra
che occupa il semipiano Y>>0 , sulla cui frontiera siano
assegnati degli spostamenti (fig.13).

ﬁ )
L —e— & —

\—\“\QJJJ/‘ x _
ﬁ\t\ \\ _ T
. \

v,

/ Y ?U. i3

/

La condizione al contorno geometrica e’

i}

V(L,0) = V, sinTma (45)

€

~87—

e quella meccanica esprime 17annullamento delle tensioni
tangenziali qu (x,0) :

Yoy cwxuwuno = O AA&V

Stante la periodicita’ e’ sufficiente studiare la scluzione
netl“intervallo -0¢ ¢ @ . Posto o =m/¢ la soluzione
delle equazioni di Navier e’

cPAuh\..\v = .Q.Auv Ccos ot
47)

. v(x,y) = V(9) sinxx
cioe’ consta della sola armonica k=1 , in cui inoltre |
termini di indice 2 sono stati posti uguali a zero in virtu’

della condizione al contorno (45), Le funzioni Ul(y) , V(y)
sono date dalla (44) dove va assunto il segno superiore. Le
quattro costanti arbitrarie vanno determinate con le
condizionl (45), (44> alle quali si aggiungono:

Lim w(x,4>=0 8im v(x,y)=0 . (48)
groo e

Stante la Abu‘v deve essere!

Ty + x V(o) =0

’ (49)
Qsm_)) qﬁu&VﬂQ g Qi .I/\\AQVH (o}

A\AQV = ﬂluua

Y-poo Yoo
Le due condizioni in Y=o00 forniscono immediatamente
Cy=e O, Ca= O (50)

e quelle in Quo danno:

Cpe Ty, G = ZX U, (s1)

It campo di spostamenti equilibrato e’ pertanto:

-
(7 cos T

Fh.ﬂ\uv\\.!mﬂ?+Nu\muuvm :

(s2)

..Q.A.H\.Qv = \M«l.o A*.‘. NM&HQV WIMUQ 3in .:.NN«P
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dal quale e’ possibile, per derivazione, ricavare 1o stato
di tensione. In particolare Zk (2, 0) fornisce le forze di
trazione e compressione che e’ necessario applicare alla
lastra per ottenere il campo di spostamenti (52).

La soluzione cosi’ determinata e’ esatta, in quanto
soddisfa esattamente le equazioni di Navier e le condizioni
al contorno. 11 problema rappresentato in fig.l4, invece,
non puo’ essere risolto esattamente. E‘ necessario dapprima
estendere periodicamente la funzione carico ﬁu e quindi
svilupparla in serie nel periodo 2¢ . La soluzione appros-—
simata che si determina sovrapponendo piu’ armoniche e’
quella relativa al gcarico estesoj; se pero’ L e’ suffi-
cientemente grande lo stato di tensione nellZintervallo
-L¢x & 0 risente poco dell’effetto dei carichi che agiscono
esternamente ad esso.
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4.3 Metodo delle forze

4.3.1 Formulazione diretta

Nello spirito del metodo delle forze si determini il
generico stato di tensione equilibrato risolvendo le
equazioni della statica (&). Facendo riferimento dapprima
all’equazione omogenea m_uxn w«xn ov si ottiene la socluzione

2 2 2
N, = 3% N, = 2% N, =_ X (53)

sy T a7 Ty

49—

dove A (x,4) e’ una funzione arbitraria di classe OA. detta

funzione di tensione di_ Airy. Posta la soluzione nella

forma Gx.u\msy“ , dalle (53) si rileva che |1’operatore

differenziale

k3 2 T

s=[2, 2 _2 ] (54)

2 2X v&

* .
e’ 1’aggiunto dell‘operatore cinematico M (5), in accordo
alla teoria generale. Allo stato di tensione (53> va sommato
un integrale particolare che dipende dalle forze di volume.

Nel caso di forze di aqravita’ dirette secondo il verso

negativo di y e’ by=0 , JM..Q@ y dove © e’ la densita’
superficiale (di dimensioni fisiche ML% »
e M\ 1“accelerazione di gravita’., Le equazioni della statica

sono soddisfatte dalla soiuzione particolare

Ne=0 , Ny=pgy | wauo (ss)

Nel sequito si fara” riferimento a forze di volume nulle.
Allo stato di tensione (53> corrisponde lo stato di

deformazione g ﬁa.@ :

2
£ 1 -y 0 .
x N..VN
{ 2
€ = — Ry 1 0 3
J Eh >x.t w&w
0 o 200+ |-2° 56
Py ol e

ovvero







g,o= L (22X -9 X))

ElL 4% 2x?
B VAN NS \
&= (3% yuwv S

1
Ty = —2(1+?) 2 X
J EL .WXV.&
che in generale non e’ congruente per una scelta arbitraria
di X . Sostituendo le (56> nell’equazione esplicita di con-—

gruenza (4) si ottiene

4
Wx ooz 22X, X _ o (s#)
>4 Dt uruv axs
o anche
Vi =0 in & (5#")

La funzione di Airy deve pertanto essere una funzione biar-

monica. L‘operatore di flessibilita’ (1.30) e’ F= Q¢ .
t.a funzione incognita deve inoltre soddisfare su V@h
le condizioni meccaniche (8) espresse in termini di X .

Tenuto conto delle (33> si ha:

r dﬂ 7
dY
ny o ny i £ 59
2 x) = suw A.mwv
o ny Ny dx m u @ f
5
L~ 22y |
oppure, dal Soam:nm che N, = MM. e M..uu (WW y
ds ds
) ~-71-

£o.dx dy L ¥X gx _ 4 (X))
X UQN ds T Wu\y.u ds Qaﬁd.uv
2 1 (58")
f,= 3% dy _ dx dx _ _ 2 (X
I - < A K d3 Awu\

Nuﬁw.u 48
Le (58‘) possono essere integrate lungo il contorno per
dare:-
X
, X o |

> J
& > &

DX o _ £ ds + ¢ L,m.q.ﬁm A,wwv
dove ¢ e - C, sono costanti arbitrarie. Calcolando quindi
yX\uu dalle (59) e integrando su v@m si ottiene il wvalore

di X al contorno a meno di una terza costante arbitraria:

p= | (- ¥ Lo 3% ) ds e g (¢0)

X >
28, 3

La (59), (60> mostrano che X (%, Y) e’ definita a meno di

una arbitraria funzione lineare Syx 4+ S Y + Cy che non
,:«dcm:ww 1a distribuzione delle teensioni (353).
Risolto i1 problema (57/) le (53> forniscono lo stato
di tensione, le (54) quello di deformazione. Per determinare
il campo di spostamenti e’ necessario integrare le equazioni
implicite di .congruenza (1),
11 metodo delle forze viene qeneralmente applicato
quando le condizioni al contorno sono tutte di tipo meccani-
co, per la difficolta’ di esprimere qli spostamenti in

termini di tensioni. Se tuttavia sono presenti condizioni

geometriche si puo’ determinare la soluzione a meno di
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qualche funzione arbitraria, risalire agli spostamenti per
integrazione, e determinare le funzioni arbitrarie imponendo

il soddiefacimento delle condizioni geometriche.

4.3.2 Formulazione integrale e variazionale
11 teorema dei lavori virtuali complementare si scrive:

Ammex.* mu MZuq +N?Q MZ@VLH& lu\ﬁﬂ M.ﬂx.fﬂuvl,mwva_u =0
> 8, 1)

Esprimendo le tensioni wvirtuali tramite le (853) e e

deformazioni effettive tramite le (56) si ha:

L ﬁx& Y X) mx& * AR:; =V X93) S

m. T (Zata]
i

2 (4+7) Nsxu Mx\xuu LR.LQ - A-v ds = 0 ¢€z)
Integrando per parti:

Vix Sx dxdy + (..--)ds =0, ¥éx

'S 2

£
Eh
.

da cui la (577)7.

L energia complementare totale si scrive:

2 z . 2
V. = .mﬂ \mzx + Ny =2V N Ny + 2(+7) N Tdxdy
®
- (€ o+ 54 ) ds (¢3)
39,

—73~

Introducendo la funzione di Airy ed imponendo che sia MQWNQ

si riottiene l“equazione biarmonica.

4.3.3 Metodi di soluzione

Circa i metodi di soluzione dell’equazione biarmonica
(57> valgono le considerazioni fatte nel paragrafo 5.2.3 a
proposito delle equazioni di Navier. Nel seqguito si
presentano delle semplici applicazioni del metodo delle

serie di Taylor e di Fourier.

a) sviluppo in serie di potenze

Assunta una soluzione del. tipo

X(xy) =& L ay x>y (¢4)
L=0 LHQ ..\
in cui i coefficienti DA\ sono incogniti (+), 17equazione
biarmonica fornisce:
Ty . : Lo J
IA — - .
_,Nw,umi, )(e-2) (i-3) ay Ty +
G (i-1) (1) ay =t ydT?
+ 4 (E-1) (g Jay x" "y +

1

+J C‘QCINVC&V Pu. N QL.L...,\ =0 (65)

Annullando separatamente i termini con le stesse potenze si

ottiene un sistema di equazioni algebriche nei coefficienti.

(+) 1 coefficienti Q. , Qyy , D.oA sono arbitrari e possono

essere posti uquali a zero.
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Troncato lo sviluppo (é4) ad un certo grado m , i coeffi-
cienti che restano indeterminati possono essere utilizzati
per soddisfare le condizioni al contorno.

Alcune soluzioni speciali sono state determinate in

letteratura segundo il cosiddetto metodo inverso, che

consiste nell”assegnare Ja funzione di Airy in modo da

soddisfare la (57> e nel trovare poi la distribuzione di

. forze superficiali che soddisfa le condizioni al contorno.

Queste soluzioni speciali possono poi essere combinate
linearmente per ottenere condizioni di carico piu’ comples-—
se. Con riferimento alla fig.15 si considerino alcuni casi

notevoli.
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R Fig- 15

I polinomi di secondo e terzo agrado soddisfano

identicamente 1’equazione biarmonica. Si assuma allora:

xX(x,9) = Poauw ‘ v (6¢)

Lo stato di tensione e’ dato dalle (53):

Ny = Za,, = coast , Z.u = O p Zx.u O Am.wv

~-75-

e n071mmvonnm ad uno stato monoassiale uniforme. Le (&7)

sono soluzione del problema elastico soloc se le forze sul
contorno BC sono .@mo . F . =cost | ge 1e forze fx sono

staticamente equivalenti ad una forza baricentrica, arazie

al principio di De Saint Venant 1la soluzione (67) puo’
essere assunta valida sufficientemente lontano dal contorno

CB. Si ottiene 1la soluzione di trazione o compressione

semplice della teoria della trave,.

Come secondo esempio si consideri la funzione di Airy

X(3,9) = Gy Ly : (¢8)
a cui corrisponde lo stato di tensione

ZX“O N, = O

, g ; Nuy =~ @y = cost (¢3)

detto di taglio puro. Questa soluzione e’ wvalida soloc se le
forze superficiali sono uniformemente distribuite

tangenzialmente a tutto il contorno, compreso quindi i Tati

lunghi della lastra.

Come terzo caso particolare si assuma

X(X,9) = Ooy .u.w (7o)

e consequentemente:

zxnmoéuw\ Ny=0 , quno (1)

Lo stato di tensione e’ moncassiale ma la tensione cresce
linearmente con la distanza dall’asse XX f(asse neutro). Le

tensioni sono equilibrate con forze superficiali hx appli-
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cate a BC distribuite con la legge (32),

valenti ad una coppia M. Si ritrova lo stato di flessione

semplice della teoria della trave, gia’ incontrato risol-

vendo le equazioni di Navier.

Si wvoglia ora risolvere il caso specifico della lastra
sottoposta a forze tangenziali ﬁk . applicate al solo
contorno BC. Applicando il metodo generale si sviluppi *
come tentativo, sino ai termini di quarto grado. Posti
uguali a zero By , Oy, 4, Ooy , e lasciati arbitrari i
coefficienti dei termini quadratici e cubici, si consideri
un polinomio di quarto grado: :

3 2.2 3 ;
Xuoﬁok.:. Cgy XY -+ gy XY + O-qq X Y +D.8.u$ Awmw
L’equazione biarmonica fornisce un‘unica condizione

/Jv Q\bO -+ PNN + U 9\05- = 0 A.N:‘Wv

Lo stato di tensione e”:

Ne= 2 0, 2%+ 6 aq xy + 12 oy y?

2 2
Ng = 12040 X2+ 6ay xy + 2 % Y (74)
: 2 2
Zx.nn —3Az; x4 Ay -3 Xaz Y
Le condizioni al contorno sui lati AB e CD richiedono che
sia Ny=0 , Ng,=0 , quelle sul lato BC che sia MNx=z0 |

Nxy # O . L3 (743> non puo’ soddisfare le condizioni
richieste. Infatti posto Qgzg= Oz =0 resta una tensione
costante Nxy=-3a,;c*lungo i lati AB e CD. Sovrapponendo

allora allo “stato (74) lo stato di taglio puro (6% mw.

possibile rimuovere queste tensioni scegliendo Qg =-3a,c¢.

Ponendo poi & ,,= Q.3qy= Az, = o si soddisfa la condizione
Ny =0 sui lati lunghij 1a (73) fornisce allora Qoy= O .
Per imporre la condizione Ny=0 in x={ , non potendosi

assumere Quq =0 (soluzione banale) e’ necessario sovrapporre
anche lo stato di tensione (67), di flessione semplice,
scegliiendo Ougy = - 0Oyy g . In definitiva la funzlione di Airy
risulta:

X = ~|wo~k.v + Qumklhv‘wrg\*u @s)

e 1o stato di tensione:

Ne= 6y (2-€) ayg , Ny=0, Nyy=-3(§%c%) ay
mvav

|VV|

Le forze @ . devono percio’ essere n:mqZu::m con legge
parabolica. Posta uguale a T 1a loro risultante si ha:
H 3 2
= : 7
T = Niuy ds = 4 c¢” an, (##)

-t
da cui D\*wul.ﬂ\pnu . Lo stato di tensione e’ percio’:

ZxH\W I Am..uvvrm

z 3
7\(« = O AN.WV
Ny = 3 T (<*~9%)
e risulta in- accordo con | risultati della teoria della

trave (fig.1é>; la sollecitazione e’ detta di flessione e
taglio. La soluzione cosi’ determinata e’ esatta solo se le
forze ﬁu sono distribuite parabolicamente e i1 vincolo
lungo AD consente gli spostamenti che si ottengono a partire
dalle (2.28).

\L[QJ\
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I
e

J

—> >~
o
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J

*.»mu. 16
Quale esempio di applicazione del calcolo degli sposta-

menti si consideri nuovamente lo stato di flessione sempli-

ce (71), coincidente con quello determinato con i1 metodo

degli spostamenti (eq.(36>>. Dal legame costitutivo (93,

tenuto conto delle equazioni implicite di congruenza (1) si
has

2w o My

AX ETL

xwo. v (#3)

Wu EL

M L o

yu =4

- lﬁml







Integrando le prime due equazioni si ottiene:

= -4 f
“ er I 4 (80)

qu‘o.m;,ﬂ,? g (x)
EL 2

Sostituendo le (80> nella (79 ):
i
LHoxh gl = - Fly) @)
T 5 J
11 primo membro della (81) e’ funzione della sola = , il

secondo della sola y i due membri devono percio’ essere

uguali ad una costante €y . Integrando nuovamente si ha:

th = = &Y + Cg
(82)

N
A.Huxun Oun+n
§F 7 g T 3

Sostituendo infine nella (80) si Onamnooso gli spostamenti:
w=--m xy —Cry tCg
€L
$3)

~ 3 N ~
v = — \I.Aho.?ﬂ +Cix + C
7 FL N, 3

che coincide con quelilo prima determinato (eq.(35)) a meno

di uno spostamento riagido. Le costanti arbitrarie ¢/ pos-

sono essere determinate una volta che vengano specificate le

condizioni di vincolo.,

b Sviluppo in serie di Fourier

La funzione di Airy e’ assunta periodica in o di

periodo Nm e suviluppata In serie di Fourier:

-79-

X% (2, 9) = w [y (g) sim oo Ky (g) cosonx ] @)

dove Um?ﬁuv. vw\Nva sono incognite e = kw/l . sostituendo
l1a (84) nell’equazione biarmonica (37’) ed eguagliando a
zero i termini in Sino{x, cos® X, si ottiene:

wi

X (y)-2 «* X'(¢) + X (y) =0 @s)

dove .vwmww:.\ﬁa. =0, . La (85 e’ un‘equazione ordinaria
’

,w coefficienti costanti che ammette 17integrale particolare

A
,vwﬁ.mvn e~ . Sostituendo nella (85) si ottiene 17equazione

caratteristica:
\YJINOAN\YNL.OAN,HQ T Awmv

Si noti che la (84> coincide con la (41> ottenuta con il
metodo degli spostamenti. L’integrale generale della (85)

puo’ porsi nella forma
NGT@ eac, e < 9 e, 4y S %)
o indifferentemente
vavn < m_.sromm.*. C, nohrzlu +ﬁ,w,wh..:romw+
+ ﬁ% EGTQQ @mv

Le costanti arbitrarie wvanno determinate imponendo le

condizioni al contorno.
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Quale applicazione si consideri ancora il problema di
fig.13 in cui, in luogo degli spostamenti, sia assegnato un
carico al contorno @n“uo sintx/{. Posto «x=7/¢ , si assume:

RAQVH .VWMAQV Sinolx = AON+A.¢.WVN.IP.~\IM..JOAUA\ AMQM

in cui si e/ gia’ tenuto conto delle condizioni in ,wuoo .
11 campo di tensione corrispondente risulta:

an ﬁbponw.f P.?%.«{\szu e sinax

Zuu‘ﬁnﬁrfuvm-@& sinax (80)
-
quu o»ﬁonllf.n*lzuvu e ™ coso
Imponendo la condizione Z.N.uA‘N\QvHO si ottiene Cgp=Cz XK

imponendo che sia Ny(x,0)= P> sinxx si ottiene ¢, =- Po .
La soluzione e’ pertanto:

-l
Nez -post™(y=1) e Y sinax
Z ln&lu r s
zuu\m.ooh ?Q.T*vm SinaX @ )
z ~of
ZG......?QQ eV eos
Se in luogo del carico e’ assegnato lo spostamento
(45), occorre risalire dalle (90> agli spostamenti ed

imporre la condizione geometrica al contorno.

-81 -
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5 CONTINUO POLARE MONODIMENSIONALE: TRAVE RETTILINEA

5.1 Equazioni fondamentalli

Si consideri la trave rettilinea come un oggetto

costituito da una linea d’asse e da sezioni trasversali

rigide, inizialmente or togonali all‘“asse (fig.17). 11
sistema puo”’ essere assimilato ad un continuo
monodimensionale polare, costituito cioe’ da punti materiall

dotati di orientazione che si scambiano coppie di contatto,

oltre che forze. L’orientazione e’ individuata da direttori
solidali ai punti materiali, inizialmente ortogonali alla
retta. La posizione dei punti del continuo individua 1a
posizione della linea d“asse, l‘orientazione dei direttori
individua la qiacitura delle sezioni trasversalij le azioni
di contatto, forze e coppie, costituiscono Te

caratteristiche della sollecitazione.

Linea ooy

-0
vy ™y
§:‘_

hmu.gﬂ

- Nel seguito si formula i1 problema elastico

limitatamente al caso piano (sistema monodimensionale

-833-

immerso in uno =spazio bidimensionale); alla fine del

capitolo si fornisce un cenno sul problema tridimensionale.

5.1 Cinematica

La generica configurazione della trave e’ individuata

dal vettore spostamento
T
W = M w U {uw A*v

costituito dalle componenti di traslazione x\¢ﬂv e w&mhﬁv

e dalla rotazione QAUhv del punto materiale P che inizial-

mente occupa la posizione 2 (fig.18).

hmu. R hmw.iu
Per determinare le grandezze di deformazione si consi-
deri un elemento infinitesimo PR di lunghezza n%ﬂ . Detto %%w
lo spostamento di P, lo spostamento di Q e’ T%nwnm:@ +~LSW_

dove Mng ha componenti scalari:
du = du_ d=
dx
LC\H .AM\H L..H\ ANV

o

L&v" mWﬁl Lnﬁ
dx
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(1

C o

-—

7

s

Le (2) descrivono il mmnmnmno spostamento relativo tra |

punti P e @, in generale dovutoc ad uno spostamento riqido e

ad una deformazione pura. Nel caso particolare di

spostamento riqgido, dalla cinematica dei corpi rigidi si ha

(fig.19)

du=0

dvo=¢dx ‘ . B C))

d ¢=0

La deformazione pura puo’ percio’ ottenersi come differen-

za tra il generico spostamento (2) e lo mvomnmamsﬁo rigido

(3); si ottiene:

du

= & da
dv = § dx . )
d P =X dx
in cui si e’ posto
€= du

o Q

X
R ¢ ($)

= d¢

dx

-85~

le (5) costituiscono le equazioni implicite di congruenza e

definiscono 1“operatore cinematico D .

€ 4 e} 0 w
dx
- d -4 U
% - © oo
d
e} o 2.

In esse & ’ % , " sono le componenti scalari della
deformazione; in particolare:

# &€ e detta deformazione assialej

* N) e’ detta deformazione a taglio, o scorrimento

angolare;

* W e’ detta curvatura flessionale.

La deformazione & coincide con quella gia’ incontrata
nello studio della cinematica dellZasta e misura 1 allunga-
mento specifico della linea d”asse. La deformazione u»
esprime la differenza angolare (nella confiqurazione
deformata) tra la normale alla linea d’asse e la giacitura
della sezione, cioe’ misura la wvariazione am__\w:mouo
inizialmente retto tra sezione e linea d’asse (fig.20). Nel
caso in cui e’ %H O la sezione resta ortogonale alla linea

cd’asse anche dopo la deformazione.

D_
g dv
pz p! Q du
@N Jdu- - Q. ~ q_
dxtdw | I+u! rQ.NO

—-8é-—-







La curvatura X esprime la "velocita’" con cui varia 1a
rotazione della sezlione Tlungo _»mme. ovvero la rotazione
relativa tra due sezioni infinitamente vicine. Va osservato
in mm:mvwam che M non coincide con la curvatura della linea
d”asse; per convincersene basta pensare al caso particolare
in cui e/ W=V O , %*O nel quale si ha M #O anche se
1a linea d‘asse resta rettilinea.

LLe equazioni implicite di congruenza owsvo corredate

delle condizioni al contorno

W= & v= U ﬁwu,ﬂ sw 3P _ (&)

/ /

che devono essere soddisfatte sulla parte della frontiera su

cui sono assegnati gli spostamenti.

5.1.2 Equilibrioc

La trave sia sottoposta a forze e coppie ripartite W.?ﬂv

T.u (2) s SJA.Mv e forze e coppie sul contorno Vw‘h ' +,.N ,

@ y 7\ (fig.21a).

u

mQ \H@ Mﬁw Hed U -
T ARt T@ﬁrwizia

4 . . . ﬁ+Lﬂ

A
<
~

<) L)
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Lo stato di tensione nel qenerico punto X e’ descritte

dal vettore
cy={N T A} *)

in cui N es 1o sforzo normale, | il taglio ed M i1 momen-
to flettente, assunti positivi come indicato in fig.2ib (4.
Le condizioni di equilibrio dell’elemento infinitesimo si

scrivono:

dN L = O

d + P

.Wuw -+ m“ = 0 Amv
d

di 4+ T 4+ m =0

o e

ovvero, in forma matriciale,

ll d O O ] (N WKJ
CESN
0 -4 o | (T V = {Py (n D
dx
1
0 -1 -d ™ m )
L mk\l \ 7 7

(+) Si noti che la convenzione coincide con queila assunta

per le componenti Gy del tensore della tensione nel
continuo tridimensionale. Lo sforzo di taglio e’ positi-
vo se antiorario in contrasto con la convenzione
tecnica.

-Q8-







Le condizioni di equilibrio (B7) definiscono -ovmﬂmﬁ01m
d’equilibrio uux. , agaiunto dell’operatore cinematico D
che appare nelle (57),

11 problema statico e’ completato dalle condizioni di

equilibrio al contorno che si scrivono:
ZAOVH - Tax ZANVU ‘_umbﬁ
Fay ()

M) = \?m

\—\ AQv“ - %’IQ J..A&V

M (o)= ~ Ma

1
+

oppure nella forma matriciale Ne

5.1.3 Legame costitutivo

Si assume un legame sforzi-deformazioni di tipo

diagonale:

N ER o Fa) e
T = (o] Q)W o % A*QV
M o o ET W

lm@.l

* EA ¢/ 1a pigidezza assiale;

* GA_ e’ la rigidezza a taglio;

* EL e 1a rigidezza flessionale;

mmwm:ao E il modulo elastico di Young, G it modulo di
elasticitar’ trasversale, R 1“area della sezione
trasversale, Dw d\mfmw di taglio (frazione di A », T i1
momento d’inérzia baricentrico della sezione. Le costanti
che appaiono nell’operatore elastico c , definito dalle
(10), sono mCMOmﬂmﬂm dalla teoria elementare della trave che
considera i1 sistema come corpo tridimensionale (teoria di

De Saint Venant, teoria tecnica della flessione e tagltior.

5.1.4 Condizioni_al contorno

Le equazioni (5> e (8) mostrano che il continuo polare

monodimensionale e’ localmente isostatico e cinematicamente

determinato -in quanto sia i1 problema statico che quelle

cinematico sono governati da sistemi differenziali di tre
equazioni in tre incognite. La soluzione in grande e~ pero’
unica solo se le condizioni al contorno sono opportune, se
cioe’ i vincoli ¢in numero di tre) impediscono i moti rigidi
della trave. In tal caso le ¢tre condizioni geometriche

su Umwx. e le rimanenti tre condizioni meccaniche su wmwn

sono sufficienti a determinare rispettivamente le tre
costanti arbitrarie che nascono dall’inteqgrazione di
ciascuno dei due problemi. Si noti inoltre che nelle (35) e

(8 la prima equazione e’ disaccoppiata dalle altre due e







i
{

coincide con quella relativa allZasta: e’ necessario

pertanto che delle sei condizioni una sia relativa allo

spostamento W ed una allo sforzo 7\ .

Si considerino ad esempio i sistemi in flig.22. Le
rispettive condizioni al contorno sono riassunte in tabella.

B

, A .
() Mmm‘ ® nnv. oa%,

AL 40 4 5
3 } &
&) CON h..m.ﬁ
SISTEMA CONDIZ. GEOMETRICHE CONDIZ. MECCANICHE
a) upy =y, =0 ’ M, =0
Vg =0 . Zmu._.aNo
b> : U, =vp= % =0
Ug = g =0 ,_.w =0
c) Up=y,=0 Mp=0
CW" .ﬂﬁ ﬂzhﬂ
d> u, =y, =0 My=0
Zmuqrn3auo

I1 sistema a)> e’ cinematicamente/staticamente determinato:
le tre condizioni geometriche (di cui una su u) e le tre
meccaniche (di cui una su N) sono infatti sufficienti a
determinare le costanti di integrazionej; il sistema b) e~

cinematicamente impossibile (cinque condizioni)> e stati-

camente indeterminato <(una sola condizione): e’ percio’
iperstatico di grado due; il sistema c) e’ degenere perche’

-91 -~

nel problema cinematico sono presenti troppe condizioni su u
{(due) e troppo poche su v e % {solo unad, e nel problema

statico troppe su M e T (tre) e nessuna su N; it sistema d)
e’ labile di grado unoc in gquanto cinematicamente
indeterminato (due sole condizioni?’ e staticamente

impossibile (quattro condizionid.

Se si introduce i1 legame costitutivo, i1 sistema
costituito dalle (3>, (B) e (10) Auvocdmaw elastico) forni-
sce una soluzione unica sia nel caso di sistema isostatico
che iperstatico; ne) caso di sistema labile o degenere, se
la soluzione esiste (il che avviene solo per particolari

’

sistemi di forze) questa e ancora unica in accordo al
teorema di Kirchhoff in termini di tensioni e deformazioni
ma e’ indeterminata in termini di spostamento.

Nel sequito si affronta il problema elastico secondo i

due metodi, degli spostamenti e delle forze.

5.2 Metodo deali spostamenti

5.2.1 Formulazione diretta

Sequendo i1 preocedimento illustrato nel paragrafo 1.4
si esprimono le tensioni G in funzione deqli

spostamenti W , ottenendo i1 legame G = CD W

3\ r 1 r 7
N ER o} o) 4 0 o w
o=
T v = o) GA, O o 4 -1 v
dac
M 0 o] EL 0 o d ¢
J - - o>

(1)

oppure sviluppando i prodotti:

-0







N=EAW

T umwmnmrx_l%u
H=EL ¢ ; .

dove 1’apice indica derivazione rispetto ad >x . Sostituendo

le (11) nelile equazioni di equilibrio (87) si ha:

—~EAdE o o w
P P
) -GA, d° GR vy -
£ dal o mw
o) -en, d_ ¢A -ETd’ m
L £ 9 £ 2] n%
()
o anche:
1
-EAR w ".m«/\\
~ .
-6A, (v'- @) = Py (1z2')

-6 A (v'- ¢)-FI wu__u m

Le (12> definiscono 1‘operatore di rigidezza L . Le
condizioni al contorno (97>, valide su wwﬂu , 8i esprimono

in termini di spostamento tramite le (11):

[ EA & o 0 1 w £
N x
0 &R, 4 -nGAR -
"TRE TR LYY
0 0 m ET d
I =i ' I

- Qe

dove n=t4 . L’operatore a primo membro e’ 1’operatore di
rigidezza al contorno B .

Le equazioni differenziali (12) con le condizioni al
contorno (13> costituiscono 1a formulazione del problema
mdww~mn0 ms. termint di spostamento. Si noti che sia
1“equazione di equilibrio in direzione longi tudinale che 1la
condizione al conterno A»wgv sono disaccoppiate dalle altre
e coincidono con le equazioni dell’asta (cap. 3).

Quale esempio d’applicazione del metodo si consideri

una trave appoggiata sottoposta ad un carico trasversale
ripartito ’

Py = Po Sin s

T

=

e a coppie distribuite m(x)=0 (fig.23).
Po

k -y mw.m

L > fig.23

o~

Poiche’ la (12,) e’ omogenea e le condizioni al contorno
in w sono pure omogenee e’ WU(x)= O . N(x)= O . Le
condizioni al contorno negli spostamenti v~ e ¢ sono:

.Q.AOV = Qcﬁ&.w = O
| ; (s)
dove 1le wultime due equazioni esprimeno la condizione di

annullamento dei momenti di estremita’. Per ispezione delle
(1273, (15> si vede che

Q..mu.wn Vo sinTTx [ L
Px) = Po CosTx/L
e’ una soluzione . Per determinare le ampiezze delle armoni-

che, vo € ¥, si sostituiscono le (14> nelle (127) e si
ottiene: b

(7e)
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& B proiﬂ._ww ul*u._m
t e v ™ (17)
2 : :
GA )y — L T, EXL @ 1. O
nAhW @ V..T mb &N

Dattla :.NNV si ricava il legame rotazione-spostamento:

n\nu .XHM\-HG\M ﬁ*mv

dove &« e’ un parametro adimensionale:

4 | (19)

¥ = 7
41+ EL T°
G-Ag er
Risolvendo il sistema (17) si trova:
4 Nu
Vo= _Po € = _P (2o)
° .ﬁaoﬁ ET / J\Q TYEXL

Sostituendo nelle (14> e poi nelle (117) si determinano le
sollecitazioni:

a
T = GA, f-d o & cosy M
(= ¢ = IEex > _
0 (21)
MEEY= — Pe Sin X
e

8i studi ora 17influenza della deformazione a taglio
sulla soluzione. Lo spostamento in mezzeria V, dipende dal
fattore adimensionale « , quindi dal rapporto H\Abmwvnmn\&ﬂ
dove mw e’ il giratore d’inerzia della sezione. Se la trave
e’ sufficientemente snella e’ g« @ e dunque ¢’ xz { . Per
esempio, per una sezione rettangolare d’altezza h e’
eYet= W/(12 %), e se il materiale e’ acciaio si ha E/G=2(1+Y)
=2.6; per h/f=1/5 si ottiens = {085 , per h/€=1/10 e’
& = {.008 - Se si assume o =4 risulta A\oud‘e«m\m e quindi

g=o

Si ottiene percio’ il seguente risultato, di wvalidita’

generale: nelle travi spnelle 17influenza della

deformabilita’ a taglio e’ trascurabile.

Si noti che nella (21 ) non e’ lecito porre o= (e
ottenere percio’ T(xJ=so0 ) in gquanto la piccola differenza
{—of viene moltiplicata per i1 fattore grande A, Lt/ =

cosicche’ il prodotte e/ un numero finito. Sostituendo ad
o la sua espressione si ottiene infatti:

-5~

cos I ANQV

T(x)= Pe i

i

Per concludere e’ necessario osservare che il problema

(12) si disaccoppia in due problemi (il primo in wix) , it

secondo in V(*), ¢(%) > golo se il sistema e’ costituito da

yn‘unica trave; nel casoc qenerale di un assemblaggio di

travi (telaio) le condizioni al contorno accoppiano le tre
variabili.
Ad esempio i1 sistema in fig.24 richiede la

determinazione di sei funzioni spostamento, tre per ciascu-
na asta, con complessive dodici condizioni al contorno.

g

v
CI I 1T I Il AL \H/
: R < : 7 S
(e 2 < Y w, B X,
2 .
Wy
N f Tee
H M‘th: 173
s Nee
Tie
A
777 P w
I fe bu. 24
Le condizioni in A sono tutte geometriche:
Wia = Uia = Pra =9
lLLe condizioni in B sono miste:
1 !
.Q.NG"O\ mDN C(N._WHQ\ m;HN.«NNQHO
dove si e’ fatto uso delle (117). Le condizioni in C espri-
mono lta continuita’ degli spostamenti,
Wi = Vo Vie= — YUy r\wnu Pre
le condizioni meccaniche 1/equilibria nel punto di

singolarita’:

]
ER wle — 6A. (0. -p) =0

- é—







| t
G Rgy Acﬂb;.{ﬁhv 4+ ER, W, =0

I |
ETy Frc — ET, $oc =09

5.2.2 Formulazioni inteqrale e variazionale

11 teorema am” lavori virtuali ¢1.21)> si specializza

come seque: 0
e
AZ Se+T M%c*. IMSVL,N‘“\ Aﬁx Suw + gvu.w.c.\._.
o

+m &) doc + £ Sw(o) e + F Su ()« @2

Esprimendo le deformazioni virtuali in termini di
spostamenti virtuali e le tensioni effettive in termini di

spostamenti effettivi si ha:

t
\ﬁmm&msi.oDwatsﬂvm?xtM%v+hW~%££5an

e
= ,\:u#mer * Py SU+ m M&vo_..ﬁfhyu‘ Sw o)+
o | (23)
Integrando per parti ed eguagliando separatamente a zero i
termini in Su s MQ. ' M% si ottengono le equazioni di
equilibrio Apm\vm imposte te condizioni al contorno
geometriche si ottengono le condizioni meccaniche (13).
Alternativamente, se si segue )’ approccio variazionale,
occorre scrivere l’energia potenziale totale (1.26) che nel

caso in esame e’ : .

-7~

)
~/ \a\ (ERe*+ GR q,~+ ET xNVLx+
Z
o

2
B g\.mmﬂ W+ Py V+m nwv d= - hw»v w(o) +.u

(2)
Introducendo le condizioni implicite di congruenza si ha:
¢
I 't )" 14
V= z ﬁ ERuW +GhR. (v i¢wuv + ET ' Jdx +
(-4
€
I‘\AT.M\:\:T._VQC!.? —SQVL.X\ — .ﬁrub Q\mﬁwi:.

] . .ﬁNrm.v
dove i termini al contorno vannoc omessi in corrispondenza
degli spostamenti assegnati. Imponendo la condizione di
stazionarieta’ 8V =0 i riottiene la (23).

5.3 Metodo delle forze
Poiche’ il continua polare monodimensionale e’ lotal-

mente isostatico si fara’ riferimento ad una trave vincolata

in modo iperstatico.

5.3.1 Formulazione diretta

La soluzione generale delle equazioni di equilibrioc e’

determinata a meno di costanti arbitrarie \Rm Ci=1,2,...n)

(incognite iperstatiche) che possonoc essere identificate con
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le reazioni dei vincoli sovrabbondanti. Il generico stato di

tensione, in accordo alle (1.15), risul ta:

L

s 1
= N, + 2 N '
N o &, 1

! 1
T=Ter L T (2¢)
M = Zb.—.\ N}; 1% [

(=1 ¢

oppure in forma matriciale
i I} .
N (Mo N, Ny ... N, BJ

To V+ lﬂ 4.@ e 4.5_ RN\V

-
n

' ! !
H \ Mo & My e M, X |

e')

in cui:
* Gy = mZo T Zawm\ la soiuzione particolare corrisponden-—
te a valori nulli delle incognite iperstatiche (stato

di tensione dovuto w; carichi agenti mc‘ sistema
principale’;

1 ! !
* N T, M: sono le sollecitazioni che corrispon-

t 3 L ¥ i
dono a x:=1 , \dg.nm mgnx..mv + la matrice in cui
appaiono e’ la matrice \Ms definita nella (1.15);

* i1 prodotto G, = mm«bw rappresenta il piu’ generale

stato di sforzo autoequilibrato.

—PP

Allo stato di tensione (26) corrisponde, tramite il

-1
legame costitutivo (10), lo stato di deformazione £=C & :

7\0 Ma 7\\.
m = + - (% .
ER L EA %

X (2%)

CEXT ' EI

s

Per determinare le incognite iperstatiche Xﬁ e’ neces-—
sario w3u017ﬁ che lo stato di deformazione (27) sia congru-
ente. Poiche’ il problema cinematico e’ lacaimente
determinato la congruenza puo’ essere violata solo al
contorno, in corrispondenza dei vincoli movvvmew nel
passare dal sistema effettivo a quello principale. Detto Q«

lo spostamento duale dell‘incognita X/ , applicando la

formula generale dello spostamento (1.5 si ha:
¢
mo
— i i I
1 J._.?.m.ﬁxm Wi H,\AZN\.M\‘*.A\.”W».TZ...XVLDP Ammv
o

wJ cui & N, y, YL sono le deformazioni effettive date

_
dalle (27, ﬁx.. sono le reazioni vincolari in Kk equilibra-

te con la forza unitaria applticata in ¢ , ed m.\x sono i
cedimenti vincolari. Sostituendo le (27) ed imponendo che

sia _\T.uo si ottiene il sistemsa

wﬂ@.»@.‘?qsil.ﬂ.uo (c=1,2,... »n) (23)
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in cui 4
¢ | 1 ! .
1 : f 1, , :
_\:\.U AZF M T T, + My IL vL.H\
EA G R ETL
o
e .
! \ [
Moo = | (MiNe 4 TiTe , MiMYY dx (30)
EnR G-A, ET
o
- > ._u_ —
o= T ki U
Le equazioni (29> sono del tipo (1.417) dove la matrice
di flessibilita F e’ costituita dai coefficienti di
influenza QQ . La grandezza QQ rappresenta lo

spostamento Q.. nel sistema principale dovuto ad una forza
unitaria applicata in (_ 1 risulta mnojf,m QQn Q;r\ in
accordo al teorema di Maxwell. La sommatoria che appare
nelle (29> puo’ percio’ interpretarsi, moovwnvoum:ao gli
effetti, come 1o spostamento in ...\ dovuto alle ¥» incognite
iperstatiche Mﬂ;. il quale, per 1a congruenza, deve essere
uguale ed ovvomwo allo muomwwimnﬂo Q_.o + mw dovuto ai

carichi e ai cedimenti vincolari.

Se nella trave sono presenti deformazioni imposte

£ y u/ y N , queste vanno sommate alle deformazioni

elastiche (27) e il termine noto W.. si modifica in
L
— L. I - ] - b
A,.u\mzmm+ﬁ%+zmkvo.k\\u/_m.h§8x c1)
[+

in accordo alla (1.45 ).,
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Le equazioni (29) possono naturalmente essere ottenute
direttamente dalle (1.45) particolarizzate al caso in esame.

E’ infatti:

\ {fea o o Ny NN,
i

Fa z o 46 o || T T . T|dx

o o {lex]| M n,..Hl

n n n
| -
VA A
¢ L a1 |t/em o o No
Zw. TN
-\\ou. i . (o} ._\mﬂbn (e} To d= ﬁwNv
. o) o {1/l Mo
° M. T) M) /
i | 1 - ! —
0 Ny Tpoony 5 fo fo o £ Wy
1 { 1 ' 1 —
w N, T, n, sl dx - £, Fo £, z,
i
. N A B ] ',

dove hhf_:..u.ﬂu mlhv.ﬂwo:o le reazioni al contorno aoccfm. ad
incognite X=1 .

Se 1a trave e’ snella e’ lecito trascurare il contribu~-
to del taglio alla deformazione in confronto a quello del
momento flettente. Nella nwo*v si omettera’ pertanto il
termine in ._.M .ﬂ. e nelle (30,) il termine in .ﬂw T, 3

nella (31> non si trascurera’ ovviamente ‘_.._.” Mﬂ in quanto

Nw non e’ una deformazione elastica.
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Quale esempio si consideri 11 sistema in fig.25a, due
volte iperstatico.

Po 3inTX
‘ C AT T
>m3§ . |11
1 - -y v
, h V ﬂ\.m \\ul’
8
@) &)
fig. 25
Si assume come sistema principale quello illustrato in
fig.25b, ottenuto eliminando due vincoli e mettendo "in
evidenza le incognite iperstatiche. Lo stato di tensione
G, dovuto al carico e’ gia’ stato calcolato (eq.(21)) e
risulta: :
Zo = O
T, = pol cos T
o ﬂoﬂl 7 A,,wmv
2
Mo = —po SinT
me 2

Applicando separatamente le coppie X, e »W poste uguali ad
1 si ottengono le componenti della matrice S . Con riferi-
mento alla fig.246 si ha:

~
&/ .
T h
T L 7

=
i
|
<
[a]
~
i
(
ey
=~
~

(34)
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Le reazioni vincolari in B valgono rispettivamente hW*W1\\& s
ﬂfv“ ~{/¢ . 1 coefficienti di influenza (30 ), trascurando
il contributo dovuto al taglio, risultano:

LY
N, 0
.N: - —_t L,.N\ = .
R ETL 3IEL
¢
Pt
q = "N H, dx = I.W\ Ammv
2 ET 6T
(]
g 2
JNNH ZM Lu\ = l.&\;l
EX 3EL
0
Gli spostamenti qmo SONO!
¢ 3
I ¢
.‘To = Eum L..x\ = i
EX n3EL .
° (36)
¢ .
1 H mu
.\?\o.\\ _.._N o Lx\ = ~°.u
ET TmAEL
o
ed i termini dovuti al cedimento vincolare:

- I — —_—
Q~“ l.mi dW = QW\N

@)
- T = —
To= = Yap 75 = Ua/L
Le equazioni di congruenza (29) si scrivono:
L _Q x A A o
- & f+] +
3L GEL mWﬂu m
+ = . (38)
-2 4 p0 L
e [} + o]
GET IET Rﬁ EIN N
*m cui soluzione e”
2
= - = 2 e ZEL T 33
Xy X, Po =5 + ot Uy (33)
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1a quale rispetta le condizioni di simmetria del problema.
Note le incognite iperstatiche, le (24) forniscono 1o stato
di- tensione congruente, a cui corrispondono cioe’ rotazioni
nulle delle sezioni A e B.

5.3.2 Formulazioni_ inteqrale e variazionale

IT TLY complementare si scrive:

Q\ .
Am.m1+% m-ﬂ+v»m1vm.uou Nm m,haun+... Q.ou

dove le tensioni virtuali &N , i .. 8T sono

brate con forze attive nulle. Dalle (26):
’ 1
SN = Z Ng 8x,
i
ST = Z TS | “n
1
M= 2 M 3
ed inoltre
5§ :
pe = = Faxg Sav 42)
ed analoghe . Esprimendo le deformazioni effettive tramite
le (27) ed imponendo che i1 TLV wvalga per ogni M»C si
riottengono le equazioni di congruenza (29).
L’energia complementare totale si scrive:

@

w ~

<L‘z..iz,_x-ﬁmf..3
“ N\AMDLTNHMM .w.Hv hx (
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Esprimendo le sollecitazioni e le reazioni wvincolari in
funzione delle incoagnite iperstatiche ed imponendo la

condizione & Y¥=0 si riottengono le (29).

5.4 Trave indeformabile a taqglio

Si e’ osservato che nelle travi snelle T1’effetto della
deformazione a taglio e’ piuttosto modesto e puo’ essere
trascurato. Appare desiderabile percio’ formulare sin
dall’inizic un modello piu’ semplice di quello sin qui

considerato In cui le sezioni trasversali della trave si

mantengano ortogonali alla linea d’asse (ipotesi di

Eulero-Bernoullid>; una trave che rispetta questa condizione

di vincplo interno e’ detta indeformabile a taglio.

I1 modeilo mzﬁmﬁanmsﬂm.cmsnoumno puo’ essere dedotto
da quello non vincolato, studiato nel paragrafo 5.1, attra-
verso i1 seguente procedimento (che si sviluppa nello spiri-
to del metodo degli spostamentid:

a) si annulla 1la @vw:amNNm cinematica m» e si determina una

relazione (di vincolo) tra le variabili di configurazicne

U(x) e P(x) che pertanto non sono piu’ indipendentis

b) si elimina dalle equazioni di equilibrio lo sforzo ﬁmﬂp

s

che npon puoc’ piu essere espresso dal legame costituti-

vo e si ottengono equazioni condensate (+)3

c) si esprimono le equazioni di equilibrio condensate in

termini delle variabili di confiqurazione indipendenti.

(+) Si noti 1“analogia con i problemi di corpi (continuad
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Imponendo dunque che sia u»nQ, , dalla Ava si ricava
= v | (44)

che esprime 17uguaglianza della rotazione mu della sezione e

della rotazione @u Ct. della tangente alla linea d’asse.
Le equazioni implicite di congruenza , assunte «(x)
e Q.murw come variabili indipendenti, si scrivono umvnmox."
3 d o) w
S
= . AAMV
b8 o 42 v
dx?

In particolare X, ora coincide con la ncvc,m.nc?w della linea

d’asse.

Passando alle condizioni di equilibrio si élimina
.ﬂ?ﬁv tra le (8 ) ed (8 > e si ottengono le equazioni di

equilibrio condensate:

-4 o N P
doe
= (4¢)
z
Io) d H -dm
o 2 @ o o
Si vede che i nuovi operatori, cinematico e d’equilibrio,

sono 1‘uno 1‘aggiunto dell’altro; inoltre vettori tensione e

deformazione e vettori carichi e spostamenti s i

(+) (continua) rigidi vincolati elasticamente, trattati nel
cap.2. Anche in quel caso le reazioni R esplicate dai
vincoli non elastici vengono eliminate dalle equazioni
di equilibrio per ottenere condizioni “pure" negli
spostamenti.
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corrispondono nel senso dei lavori. Si noti che la forza
Om:m.vw“mnnwﬂw che fa lavoro in U(x)dipende anche da m(x) ;
cio’ puo’ essere spiegato nel modo iltustrate in fig.27,
pensando di sostituire ad ogni coppia mMm(x) due forze
uguall e contrarie d’intensita’ ..J\l.v«\ disposte a

distanza da ; la differenza tra le due forze adiacenti

fornisce i1 contributo !L.S\Lu.\(.
Ty PN
m () m)+ dn da e T mo e
CES (S % o .
LA
.u.h .K_+L.2\ A e
doc odx
mu.mu
La sostituzione delle coppie m(x) con i1 sistema di

forze IL3\LR e’ evidentemente lecita solo in quanto 1la
rotazione (¢ (x) non e’ indipendente dallo spostamento
Glmunv . Stante la relazione di vincolo (44) i due sistemi
di forze compiono il medesimo lavoro virtuale in un generico
campo di spostamenti cinematicamente ammissibile; risulta
infatti, integrando per parti:

¢ 0 ¢

m mnw dax = [ mSu'da = = [ m! Surdx + ﬁ.s mquo&

(4 o (3

S8i wvede che 1 equivalenza e’ soddisfatta quando si

consideri anche il contributo di forze di estremita’ pari

a .BAQV e l:iov , come puo’ anche desumersi dal procedimen-—

to illustrato in fiQ.27.
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Alle (45> e (44) va aggiunto il legame costitutivo

N EA o £
= 47)

M o) EL H

dedotto da quello della trave non wvincolata <(eq.(10))
cancellando la riga e la colonna relativa al taglio (+).-
Sostituendo le (45> nelle (47> si ottiene il legame

tensioni—-spostamenti

N = EA
8
ex v" ¢

d
fl

con il quale le equazioni di equilibrio <(44) si scrivono

-eAu" = p,

“43)
EI v = Py

in cui si e’ posto

,mu = Py .t3_ _ (50)

Le condizioni al contorno geometriche del problema (49)
s8i scrivono:

S\HIS.I\ U = m\ Qxﬁ.ﬂ«N. S V@\F ﬁrm.*»

(+) L’intero procedimento puo’ pensarsi ottenuto attraverso
un passaggio al limite per GRA,—» o0 e - 0 in
modo tale che il prodotto T= GR. - ¥ tenda ad un
limite determinato e finito. 11 taglioc non puo’ essere
cttenuto dal legame costitutivo ma deve essere
determinato in base a condizioni di equilibrio, a valle
della soluzione, utilizzando ad esempio la (8,) o (837,
Si noti ancora 17analogia con il problema dei corpi
rigidi trattato nel cap.2. '
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ottenute dalle condizioni (&> del problema non vincolato
introducendo la relazione di vincolo (44). Per scrivere le
condizioni al contorno meccaniche [§°) in termini di
spostamento non sono sufficienti le relazioni (48) in quanto
e’ necessario esprimere anche il taglio (che non appare nel
legame costitutive) in termini di spostamento. Utilizzando
allora 1‘equazione di equilibrio (8,) insieme alla (48,) si

4

ottiene:
H
T=-ELv —m (s2)
Le condizioni di equilibrio al contorno si scrivono percio’:

n EBR F\ = ﬁu\ .
~-{ ia A

1 N
-n AWH..\:+«Svnhu su d@w Ju\ (53)

/ +1 mbm

)
n EL ..H._H Tx

I1 probliema differenziale in ®(x) e U(x) e’
disaccoppiato; 1’equazione A»n*v con relative condizioni al
contorno rappresenta il problema elastico dell”asta,

17equazione (4%9,)> con le condizioni al contorno in U(Xx)

costituisce il problema della linea elastica. La scluzione

generale dell’equazione della linea elastica e”

%u\\\MWLHLkm&mH +n\,«u+n~k~+nuun+n~. (54>

dove le costanti arbitrarie c¢; vanno determinate imponendo
quattro condizioni ai 1imiti per ciascun dominio d’integra-

zione.
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Riguardo la formulazione integrale e variazionale, il

principio dei lavori virtuali (23) si modifica come segue:

¢ .
‘ \T....Dc.. MF_+mH9=Mc.:uLoo =

o

¢
u‘\MmﬁMF+ Awul.\s.vm.cﬂumuh + Tevmini ol wntovno
°v

e 17enerqia potenziale totale (25) si scrive:

0 ¢
{ o’ ' )
A (EAw + ETv" )olx = [[p w + (p,=m') o] d=
Jo A
+ Wﬁ\..}).-Sﬁ.. .w~ POJ*O.\)Q
Entrambi i principi possono essere ottenuti dalle (23) e

(25> introducendo la relazione di vincolo (44).

Vale la pena di segnalare che le convenzioni usuaimente
adottate per spostamenti e tensioni differiscono da quelle

qui introdotte (figg.18 e 21). Facendo riferimento ai soli
spostamenti e carichi trasversali la convenzione "tecnica"
(vedi figura) considera gli spostamenti U e i carichi £y

positivi verso il basso, le rotazioni orarie, e il taglio
orario.

v(x) ’

/ ya

Py =)

.‘

Py

Le relazioni precedentemente ottenute si riscrivono
come seque: ,

~111-

wil 1
W\Wu\mu ELv = Py U=
v "
an . T ETv =-M W= v
d =
M =Py exv" - - T
d o ?

avendo cambiato segno a py , T , Vv, ﬁ R

A conclusione di gquesta trattazione si vogliono mettere
in rilievo alcuni aspetti peculiari del modello di trave
indeformabile a taqlio in guanto comuni ad altri modelli di
continuo vincolato. 11 primo e’ relative all’ordine massimo
di derivazione che appare nell’operatore cinematico D (e
quindi in quello di equilibrio o* >, nel caso in esame
pari a due. Perche’ la funzione U (x) =ia cinematicamente
ammissibile deve quindi essere continua con derivata prima
continua (ciove’ di classe ﬁ* y anziche’ soltanto continua
(cioe’ di classe C° ) come richiesto dalla cinematica del
modello non vincolato. La circostanza traduce il fatto

meccanico che in una trave (tridimensionale) indeformabile a

taglio la linea d’asse non puo’ esibire punti angolosi in

quanto in corrispondenza di essi si avrebbe discomtinuita’

degli spostamenti nei punti esterni all’asse (fiq. 28); i

discontinuita’

Trave (tridimensionale)

Trave (tridi €
deformabile a taglio fmenslonate)

indeformabile a taglio

hS.mw
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punti materiali della trave sono infatti vincolati ad
appartenere al piano normale all’asse, a differenza di
quanto accade nel modello non vincolato dove le rotazioni
sono indipendenti dagli spostamenti dell‘asse.

In generale le condizioni di vincolo interno aumentano
17ordine di continuita’ richiesto alle variabili . di
configurazione; cio’ non comporta alcuna difficolta’ se si
ricerca la soluzione in forma chiusa, ma introduce alcune
complicazioni nell’ambito di »mnrmnjm numeriche di soluzione
(vedi cap. 8.

Una seconda conseguenza dell’introduzione delle
condizioni di vincolo e’ che 1la m»vcﬁﬁrvw formale del
problema differenziale e’

Lw= b tn &

Biw = AF. sw 0% Amh \\...\.bv

cioe’ differisce :mw_m condizioni al n03~01:0 da quella
espressa dalle (1.19) per il caso generale. Nelle precedenti
MW rappresenta uno spostamento su ymﬂﬁ o una forza su
Vmﬂ. ;1 in particolare quindi le condizioni geometriche non
sono piu’ del tipo w=u , ma implicano delle derivate

delle variabili ¢ , come si vede dalle. (31).
Quale esempio di soluzione del uvocdmsm.am“_w linea

elastica si risolva il sistema in fig.29. L’equazione AAQNV
si scrives

muH C|=: - ‘.m
ed ammette 17intearale generale

3 2
v()= B 20y xtr g xte

x + C
=5 Y 3 4
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lLLe condizioni in A sono di tipo geometrico
1
vie)=0 vi(e)=o0
avendo fatto uso della (44); le condizioni in B sono miste:
r(e)=0 , ETv"(€)=0
avendo utilizzato la (48,). Dalle condizioni in A si ricava
€y = ¢, = O 3 da quelie in B:

D*NU +,0N NN

mﬁ.® -+ 2 ¢y

Pl /(24 1)
mm~\mmmHv

Risolvendo il sistema si ottiene

[l

i}

an‘@\ uL..&N
“* 0% er “z 16 .W.H\

e conseguentemente, risulta:

Y .
v(z)- - eLT (L =t LA .

EI ‘¢4 ¢4 48 p3 ¢

Dalle (50) e (31) si ricavano le sollecitazioni

"

M (=) ;mmfﬁxmxiv
- x

Tt ¢
Fp\ §8x .5
g G5 °)

T(=x)
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ed in particolare le reazioni vincolari:

Ry=-T()=2pt Rg = T(0)=

il

pe

A

Oc\w

i

2
My = — M () wm\

Altre condizioni di vincolo sono rappresertate in tabella.

VINCOLO SCHEMA CONDIZ. GEOM. CONDIZ. MECC.

cern./carr. v=0 Ely/ 7= j

——R

estremo libero £ “Elv’” r=f
TIL.EP Elv/’ =p

appogaio elast. 7&fﬁ —_— Elv’’ = M
Tcll.w.x ~Elv’’’/=f~Kkv

continuita’ +F w v, =Yy (EIv’/ 7)) =(Elv’ ")y,
F—— v =v] (-EIv’ /7 )~(-Elv’*’)=f

continuita” Vg =Y, (Elv’7) —(Elv’ 7)), =]
o o= (-Elu’77)=C-Elv’ 7",

M

Le ultime due, in particolare, sono relative a forze e cop-
pie concentrate che costituiscono discontinuita’ del caricoj

i punti in cui sono applicate sono assunti come punti di
contorno per gli intervalli di integrazione (s=sinistra,
d=destra’.

5.5 La funzione di tensione nei sistemi di travi con vincoli

elastici continui

Se una trave e’ wvincolata da organi elastici che
applicano reazioni distribuite anziche’ concentrate il
vincolo e’ detto di tipo continuo. La soluzione del problema
elastico richiede la determinazione, ol tre che delle
sollecitazioni agenti nella .trave, anche delle reazioni
elastiche incognite, descritte da wuna o piu’ funzioni
dell’ascissa > , Le reazioni vincolari che appaiono nelle
equazioni differenziali di equilibrio rendono i1 problema
localmente iperstatico, cosicche’ il metodo delle forze
conduce ad eqguazioni differenziali invece che algebriche,
diversamente cioe’ da quanto accade in presenza di soli
vincoll puntuali. Con riferimento ad un sistema semplice,
come quello illustrato in figura, si vuole mostrare
un’applicazione del metodo a tale classe di problemi.
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11 sistema e’ costituito da due mensole indeformabili a
taglio, collegate in modo continuo da molle di rigidezza k
[FL"*], che applticano forze

all’allungamento A(=x)
amenti verticali delle
vernato dalle seguenti

Cinematica

"y 4 °
dx?*
A
P = 0 4.
t dxt
D { -1

Vi(e)= v, (¢)=0

Equilibrio:
W.Iw.. o 4 7:
SEA
2 2
d -
° s T (x

distribuite Y¢x) [FL''] proporzio-

= Up({x) ~Up(x), differenza tra ali

due trawi. I1 problema elastico
equazioni:

n

Pz

M) = m(0)=0 , M (e)="H(8)=0
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% Legame costitutivo:

"y A o o my
EI4
1

A = — (o] "

2 0 £T, z

! Y

.U b 0 0 k

Nello spirito del metodo delle forze e’ necessario
determinare il piu‘ generale stato di tensione. Una
soluzione particolare puo’ ottenersi assumendo X(x)z O H

conseguentemente M (x)= o (=D y T, () = Hp(x) sono le
sollecitazioni dovute alle forze attive agenti sulle due
mensole svincolate, La soluzlione generale del problema
omogeneo deve essere tale che »?ﬁ = - ZmV (come si vede
sommando le due equazioni di equilibrio) per cui le due
sollecitazioni differiscono di una funzione lineare in X3
poiche’ in questo caso le condizioni al contorno sono le
stesse per le due travi e’ Hy=-Tyy . Introducendo una
funzione di tensione X (x) puo’ percio’ porsi Hyelze) = - x(x),
Hyy ()= X (x), Y(x)= x"(x) . La soluzione generale del problema
non omogeneo si scrives:

My Mo -1
Moy = (Mo v | 4 T«W
Y ) 74t

per cui risulta definito l‘operatore Lﬂ . Le deformazioni
corrispondenti allo stato di tensione si ricavano dal legame
costitutivo: i

My = Mo . X
Ex, = EI,
My = Mo 4+ %
Fr, TEI
PO
k J=xt

icita

L“equazione 1
unto di

es
1“operatore aqg

di
S
[+ .\:

congruenza si ottiene tramite

P
]
He
He
A
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Come ‘controllo, 1‘equazione e’ identicamente soddisfatta
dalle equazioni implicite di «congruenza. Esprimendo le
deformazioni in termini di tencione si ottiene infine

i

A" () v PP yx) = P
dove si e’ posto:

4 . k xﬁl 1{
@\Nl mH*erHu.v

bx) = K A}o _ Mo v

EI4 EI,

L-equazione del quarto ordine ammette la scluzione generale
x(x) = Xo(x) +
px . lTum ’
+ € AS M_JTR + ¢, nou\w»nw.? e Amw:f;ﬁwum.wﬁ nohmkv

dove X,(%) e una soluzione particolare e ¢/ sonc costanti
arbitrarie. Esprimendo le condizioni meccaniche in termini
di X(x), tenuto conto che H,y(x) e I??¢ gia’” le soddisfano,
si ha: ’

x()y=o , x'(0)y=o

Le condizioni geometriche al contorno implicano che D«ﬁvns,
D&oyuo e quindi

po)=0 , x'(L)=o0

Le quattro condizioni in X permettono di determinare le
costanti ¢, e quindi risolvere il problema. Va osservato
comunque che in probliemi piu’ complessi fad esempic lo
stesso sistema con una trave vincolata in modo diverso dall’
altra) la scrittura diretta delle condizioni gecmetriche in
termini di tensione puo’ risultare non agevole, in quanto

comporta il calcolo degli spostamenti come integrali delle
sollecitazioni. In tali casi risulta pertanto piu”’
conveniente far uso del teorema del Tavori virtual

complementare o dell’enerqgia complementare totale, che
forniscono auvutomaticamente le condizioni cercate. e

Si  conclude infine osservando che 1’equazione
differenziale del quarto ordine descrive anche il
comportamento della frave su suolo elastico (suolo alla
Winckler) riportata in figura. Assumendoc infatti che 1a
trave superiore del sistema prima esaminato sia il suolo, e
sufficiente porre WHNH ET ' muﬁ = 00 nell“equazione
differenziale, ottenendo cosi”

ty " o I—M\l :
X () + = (=) = = o (o)
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in cui Ho(® soddisfa 1a condizione di equilibrio Ma(x)=P)e
x (=) rappresenta il momento equilibrato con 1a reazione
delle molle. Le condizioni 1 contorno, che restanoc immutate
nel problema in esame, sono in tal caso sempre di facile
scrittura in quanto 1o spostamento trasversale si identifica
con la deformazione A(x) ed e’ quindi subito esprimibile in
termini di tensione.

. U(2) THHQ

3\4 -f T 11 ,\+

TIrTLL

5.6 Cenni _sul problema tridimensionale della trave rettili-

nea

Se la trave non e’ vincolata ad appartenere ad un piano
ma e’ libera di assumere , compatibilmente con | wvincoli
interni ed esterni, una qualsiasi configurazione nello

'

spazio , il problema elastico si modifica come segue.

Py
X!
i ol

»V v o

ta. 0
hua

Il vettore delle variabili di configurazione elenca le
tre componenti di traslazione W , v , W e le tre compo-
nenti di rotazione ﬁw f mw , wﬂ che portano la terna

P M ﬁ w nella posizione finale vsw\ﬂ\ V~ (fig.30)
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:\umcr oW, Py n.umw (55)

Le equazioni di compatibilita’ cinematica si ottengono con

il procedimento illustrato nel paragrafo 5.1 e risultanc

£ ) d o) o o o o w
Jda
o 2 o o o -1 U
¥y
ax
) =0 © d o { o w (58)
R da
< 0 o o 4 o0 o)
da £8
o4
X& o o] o o = (o] ﬂw
d
Xm; Lo o o o) o) = P,

dove & , %u e M, coincidonoc con le deformazioni & , % s A

del problema piano (eq.(3)7, Nw e Y sono la deformazione

J

a taglio e la curvatura fuori del piano, ed inoltre G e 1a

curvatura torsionale che misura la velocita’ con cui le

sezioni ruotano intorno all“asse della trave.

Le equazioni di equilibrioc si scrivono

- msun o o o o 0 N P
_d
o = o} o o o Ty Py
v} o} 1M.W| o (o] o} ﬂm _ Pz w
o ) o nm..# o) 0 H, -
o o 4 o -d (o) Hy ™~y
d
—d H
L 0 ~1 o] o o DMF- 3 ™a

y (5#)
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dove N ’ uw ed Iw coincidono con N . H .:ﬁ del probiema
piano (eq.(8)), JW ed ﬂw sono taglio e momento fuori del
piano ed 7?. e’ il momento torcente. Sollecitazioni e

carichi sono assunti positivi come indicate in fig.31.

3 )¢
1y / Py
% | N v P ™y
2 MMW . Pa
Aw h&: : th.wA

2

Le (56) e (57) mostranc che la trave nello spazio e’ t:
sistema staticamente e cinematicamente determinato per
vincoli interni.

Il legame costitutivo e‘assunto diagonale:

N ER © o © o o ] £

Aw 0 ?mu O 0] o) (o) Oy

Tz { o} o} GR, © 0 o Ba

My 0 0 0 ¢J o ©O (23

H, 0 o o o mW o] A,

:l 0 0 o o o  EL | H,
($8)
dove w& e Ay sono le aree di taglio della sezione
trasversale, MW y uw.m momenti centrali d’inerzia e J il

momento d‘inerzia torsionale.

Le equazioni (54)-(358) mostrano che il problema fuori

del piano e’ disaccoppiato da quello nel piano e puo’ essere

studiato separatamente per sovrapposizione di effetti. In
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particolare, impostando il problema in termini di
spostamento, e’ necessario risolvere quattro sottoproblemi
indipendenti:
* mncm_mcmmo ~o:owncam:wdm. nella sola variabile () ;
# equilibrio nel piano xy , nelle due variabili EAkb,
Yz () (oppure.=olo in V(x) se =i impone X'y =0 )
# equilibrio nel piano xZ , nelle due variabili w(x),
4@ (x) (oppure solo in w(x) se i impone NM -0 )
# equilibrio alla rotazione 1lungo 17asse, nella sola
variabile 4Wx .
I primi tre problemi sono gia’ stati ittustratiy i1 quarto
e’ governato dall‘equazione del secondo ordine
z
- GJ mw;mwus;ur | (53)
analoga a quella dell“asta. Le condizioni al contorno si

scrivono

Y= sw > P,
Ahov
nGeT d ¥ = p,  sw P (n=21)
d = + +:
dove TM sono le coppie torcenti applicate agli estremi.
Naturalmente se il sistema e’ costituito da piu’ travi
(telaio) i quattro problemi sono disaccoppiati solo
localmente (cioe’ a livello di equazioni differenziali) ma
risultano invece accoppiati per effetto delle condizioni al

contorno, come gia’ constatato per i sistemi piani.
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4. CONTINUGQ POLARE BIDIMENSIONALE: PIASTRA

é6.1 Modello bidimensionale

Con il nome di piastra si indica un corpo tridimen-

sionale di forma cilindrica di altezza piccola rispetto alle
dimensioni della base. Poiche’ 1o spessore e’ piccolo e’
possibile introdurre la seguente mvoﬂmmm" i seqgmenti

materiali inizialmente ortogonali alle basi del cilindro si

mantengone rettilinei durante 1a deformazione. L‘ipotesi,
analoga a quella di rigidita”’ amdum sezioni .ﬁjwmcmvmw“m
della trave, puo’ essere giustificata esprimendo gli
spostamenti dei punti appartenenti al segmento materiale
attraverso uno wcm_:nvo in serie di Taylor troncato al primo
ordine. La piastra puo’ percio’ essére direttamente

modellata come continuo bidimensionale polare, costituito

cioe’ da punti materiali appartenenti ad una superficie

piana e da direttori inizialmente ortogonali alla

superficie. La posizione dei punti materiali individua 1la
vommN~0:m del piano medio del corpo tridimensionale,
1“orientazione dei direttori individua 17orientazione dei
segmenti materiali. I punti si scambiano azioni di contatto

costituite da forze e coppie, queste ultime giacenti

esclusivamente in piani ortogonali a quello della
superficie; le forze e le coppie costituiscono le
caratteristiche della sollecitazione, o tensioni

generalizzate.
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Nel seguito si considereranno solo spostamenti e forze

esterne ortogonali al piano, in quanto il problema nel pianc

puo’ mmevm studiato m:amnm:nmnmmamnamv utilizzando il
modello di Jlastra gia’ introdotto nel cap.d4; i due problemi
risultano infatti disaccoppiati, in analogia a quanto accade
per la trave rettilinea e per 17asta.

Nei paragrafi successivi si analizzano i tre aspetti
del problema elastico, geometrico, statico, reologico e =i
formulano le equazioni risolventi nello spirito del metodo

degli spostamenti.

6.2 Cinematica

Detto fo SR Q il piano della piastra A*,D.wmv, ta
posizione del qgenerico punto materiale Tmbf\k v nella
configurazione deformata e’ individuata dalle componenti di
spostamento W(x,y) , me«ﬂ\uv . ZA.K\.uu rispetto agli assi

T,y, 2 e dalle rotazioni @G (x,4y) e {wAywuxaﬂmmumﬁﬁmCWI

mente intorno agli assi % ed Y . La rotazione @wﬁK\av non
costituisce arado di liberta’” in quanto il punto materiale

non ha orientazione nel piano X, Y 3 per spostamenti nel
piano il comportamento della piastra e’ infatti descritto
dal continuo di Cauchy (modello di lastra).

Limitandoci a cosiderare, per quanto detto in preceden-
Z3a, i soli spostamenti trasversali, il vettore delle

variabili di nO:«mm:vamonm e’
T
w o= m w ,ﬁx 4@ w ) A~v
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Sottraendo le (3) dalle (2) si ottiene la deformazione pura:
2 W & . — -

dw B Sy
da

w &Aﬁﬁ = &Nﬁ KQ AAV

)]
w,
d\ _ d ¢y Bt o, |

»W\ * fay

s m\a\f\v
v 5

Farc in cui si e’ posto
E3
: ’ = W “+ = -
Fig. 32 Fig. 33 e PE T s = Wy - P
N, = — N, = 5

Per descrivere la deformazione si considerino due punti x n%k\.x‘ / J A%MQ )

infinitamente vicini, P(x,Y) e QAR+LUP\Q+1QV B. = Pu 2 , @hn AN«Q

(fig.33), i cui spostamenti sono rispettivamente T\cu e

. e dove =si e’ indicata con una virgela 1 operazione di

m?o&HM:\w.TALFv. Lo spostamento relativo Mo‘x‘.w ha compo~
derivazione rispetto alla variabile che la segue. Le (35

nenti:
costituiscono le equazioni implicite di congruenza del
= Ow
dw= v dx + W Q,u problema; poste nella forma E=Duw si scrivono:
ax vy
dp = W dx + 2F d (2 [ > o 1 ]
X ———— ———
2 Sl ) ¥ ) 2
dig = P dx+ 2 Jy By 2 1o
R > 2
Y )
w
Per ottenere 1le grandezze di deformazione e’ necessario VAPV o o -2
depurare le (2) del generico spostamento rigido, che risulta mwk. Afw_v
¥$ [e] 2 o
d dJ dJ >
w= $.°7 = -
K 6, 0 2. o y
J [ 8
Pr= O nuv
e, 0 0 2
r o - L BY -
fy =
~-126-
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Le sei grandezze .% , A, o che appaiono nel vettore &
sono le componenti scalari delia deformazione che assumono

il seqguente significato:

* %k. s %& sono le deformazioni a taglio (o scorri-
menti angolari) e misurano la variazione degli angoli

inizialmente retti tra direttori e superficle;

* uAﬂ e &u , sono le curvature flessionali e misurano la
velocita’ con cui wvaria !a rotazione dei direttori

intorno alla npormale all’asgse (rotazione in un piano

che contiene 17asse);

* ®H s mW sono le curvature torsionali, pari alla

velocita’ di rotazione dei direttori intorno all”’asse a

cui s i riferiscono (rotazione nel piano normale

all“asse).
l.e deformazioni sono illustrate in fig.34; si noti che le
sei componenti di deformazione sono assunte positive se a
tre a tre concordi con quelle di due travi orientate secondo
i versi positivi degli assi =C ed Yy y vincolate ad
appartenere ai piani Z2C e 2y . Le rotazioni dei
direttori sono determinate dalle (4>, per quattro punti
distinti di coordinate *dax , xdy .

Le sei grandezze indipendenti di deformazione possonc
naturalmente essere combinate _m:mmvamswm.vmv definire altre
grandezze. In particolare risulta conveniente far riferimen-—
to, invece che alle due curvature torsionali @R e mW s alla

loro somma e differenza definendo le due nuove curvature

-127~

J (6)

*~ ...t

L e

k- -l---% @

<«

£~
k~

Dalle (&) si ricava:

R T R Y

i
2

per cui le (4) e (57) possono essere sostituite da:
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</\ - ~—
d Y Sy .
(dx
-1 i
dfey = Mﬁw*.xuw.v "y (8
Iy
d ¢, 4 (3 )
m —
b o ]
A 2 1
2 - o}
By 2 f
P 4] 3 v
o -9
X >
. o @)
A ¢ = o
J Y
0 2 2 n.vu
Ay 2.
) T 2y
w 0] -2 2.
» =& Wu
Il significato gometrico di Xﬂu e w e’ illustrato in
fig.35; Kkk e’ la parte simmetrica della deformazione

torsionale e w la parte antisimmetrica.

curvatura tors.
simmetrica

curvatura tors.
antisimmetrica

Alle equazioni di compatibilita’ cinematica, (57)

oppure (%), vanno aggiunte le condizioni al contorno

W= W s, P= P ew D (12)

11 problema cinematico e’ governato da sei equazioni
differenziali in tre incognite; la piastra e’ pertanto un

sistema cinematicamente impossibile.

6.3 Equilibrio

La piastra sia sattoposta a forze trasversali P(x,y) ©
coppie S\f.Au.\uw y 3& Ak\uv ripartite sulla superficie
(figq.38a). Lo stato di =zollecitazione dipende da sei gran-
dezze scalari, sforzi di taglio, momenti flettenti e torcen-
ti

T T, T
& = m Ty Fe Mo My, M (1)

assunti positivi se concordi con le sollecitazioni di due
travi disposte rispettivamente secondo le = e le Y

crescenti (fiq.3&b,c). Le tensioni generalizzate 1 ed M

M

TLPL\‘ H He
e "
i P T
rcd Ay
. o =0
e %y
Ny s MMadx AN :

3
(@) 7 Mk diee dy

3x

myd dy

)







)

|

.

D I U R A R G

7

|

"

: -4
hanno rispettivamente dimensioni fisiche ﬁﬂ_n u ' hﬂ u e

rappresentano forze e coppie per unita’ di lunahezza.

Imponendo le condizioni di equilibrio alla traslazione
secondo l1’asse 2 e le condizioni di equilibrio alla rota-

zione secondo gli assi X ed Y si ottiene:

3T + 2Ty + P = O

X 2y

dHy Vzwa..rq.wlrs:urﬂo (rz)
2Y EX?

UJM\ e 1@3&1 ll!—ﬂif +§l%"0
> Ry

oppure, in forma matriciale,

Te
-2 -2 o o o o} T
X 2y J P
H
o] | o -3 - o x = {Mx
2y > ! M
J
o > 0 o - H ™
! ¢ 29 bx J
) H
Fu h*N [} v
Le altre tre equazioni di equilibrio (di Tastra) sono

identicamente soddisfatte. L‘operatore di equilibrio D*
definito dalle (127) e’ 17aggiunto dell’‘operatore cinematico
definito dalle (5/); in queste ultime appaiono le grandezze
cinematiche duali di tensioni e forze.

Come gia’ fatto nel problema cinematico, risulta

conveniente scomporre la sollecitazione di torsione nella
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tensioni:

sua parte simmetrica ed antisimmetrica definendoc le nuove

Moy = \M\A:nurl:w.uv

{3)

N
i

7 (M v M)

i1l cui significato e’ illustrato in fiq.27. Dalle (13) =i

ricava:
M= Z+ My xwuu Z -~ Mx, (14)
/ \ M) falt ‘0.
o \ = . Fig 37
Hay
~—an, torsione 77 torsione
) simmetrica . antisimmetrica
Le condizioni di equilibrio (12), in termini delle

nuove tensioni, si scrivono:

T2
- 2 o o o o T.
RO 2y J P
N
x
0] -1 0 \me -2 -2 ={ My
dY DX 22
Hy
{ o 2 o -3 -2 M m
> Y >y Ly J
. Z s )
L’operatore di equilibric b* che appare nelle <135) e’

1“aggiunto dell’operatore cinematico D definito dalle (P03
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i momenti torcenti Z.x& e Z sono pertanto le grandezze
meccaniche duali delle curvature torsionali vAwu e V .

lLe condizioni al contorno su WMNW si ottengono
imponendo 1’equilibrio di un elemento mm superficie che ha

un lato giacente sulla frontiera,

3
ﬁu " IB ﬁu n
o 4
ﬁ Tﬁ ~#¥ ?8‘ e
2£

& M

I
2 Y 7 Mz&

Dette f s ﬁfﬁ . ﬁu le forze e le coppie assegnate al

contorno, dall’equilibrio si ha

T Mz + Ty ny = £
Mew M+ Ty ny = M (16)
3_..“\4 S.V - :R. Ny = \?:V

o, nella forma matriciale Zﬂu.ﬁ.

_ - T
Ny n, o Te) 0 o) T, £
Ik\
0 0 o} @ Ny o} zu = \.e..r
3«?
g o -n [o] o) n
L * lwl 3@ \&u

(e')
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dove Ny = 03 ed N = Sinl , sono i coseni direttori nella
normale uscente. Se si fa invece riferimento alle grandezze

Zﬂu e 7% 1e (16) si modificano come seque:

T
[ ne ny 0 0 0 o | T, fa
zh
o o o -y N N = Tk
"y
i o (o] - Ny o =My ny ] Kmu }Q

Z (17)

=

Le (12) con le condizioni al contorno (16) (oppure le {15
con le condizioni (17)) costituiscono il problema statico,

che risulta essere indeterminate di agrado 3.

6.4 Legame costitutivo

Un legame sforzi-deformazioni sufficientemente generale

puo’ essere assunto nella forma:

Ty ey o m | T B
|

Ty N IR I
1

My 1S3 Cap Hx

= ]

_

g I = R I B E
!

Hay | _n& Cs¢ AHay

'z L ' b Gs G w

(18
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L’introduzione della condizione Z = O nel modello

generale e’ immediatay e’ sufficiente infatti cancellare
l“ultima colonna ) degli operatori
e N . . )
d’equilibrio D ed (eq.(15) e (17)) e corrispondentemen—
te 17ultima riga dell’operatore cinematico > (eq.(®)) e
17ultima riga e colonna dell’operatore elastico C (eq.18).
»
D e D hanno percio’ dimensioni 5x3 e 3x5, C ha dimen-
sioni 5x8, e 1le grandezze deformazione e tensione si

riducono a cinque; le variabili di configurazione restano

naturamente tre. Tale modello di piastra deformabile a

"taglio e’ detta piastra di Mindlin.

Va attentamente rimarcato i1 fatto che 1’ ipotesi

NHO :ozwso_mnm w lb .nOSmwvvwvmnrmwvoaw~_mowl

me costitutivo (18>, L’eliminazione di W dal vettore della

deformazione dipende solo dal fatto che a questa grandezza
geometrica corrisponde una grandezza meccanica che ha valo-—

re nullo e quindi un lavoro di deformazione nullo. La

situazione e’ identica a quella che si presenta in elastici-
ta’ tridimensionale nel caso di stato piano di tensione:
alla tensione mmu 0 corrisponde una deformazione &, # O

(per effetto Poisson, dovut= alla presenza di tensioni 6, e

S
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Sy ). Nel modello (di lastra) che si sviluppa le arandezze

di tensione sono G, Gy &MQ e quelle di deformazione
MN\. . m{w . N»k.& . Risolte il problema elastico la
deformazione Mm puo’ essere calcolata dall“equazione di

legame che non e’ stata vutilizzata. .D:mdomwamswm. nel

.

problema in esame, V puo scsere calcolata dallia sesta

equazione delle (18).

6.5.2 Piastra indeformabile a taglio

E i1 modello di gram lunga piu’ impiegato nelle
applicazioni. 8i puo’ infatti mostrare, in analogia a quanto
fatto per la trave, che l7effetto del taglioc sulla deforma-—

s

zione e trascurabile se la piastra e’ sufficientemente
sottile. In quest’ipotesi risulta percio”’ senz’altro
conveniente fare riferimente ad un modello internamente

vincolato di piastra indeformabile a taglio.

Dalle condizioni geometriche di vincelo

Pa=0 , %uno Qwv.

si ricava nmn.ﬁmvv"

AWH\ = ,)\Q , Pm.u = =W, ANOV

Le rotazioni {P‘ e 4@ non sono percio’ variakili indipen—
denti e V’unica variabile di configurazione e’ lo spostamen-—
to trasversale f\Tﬂﬁmv . Sostituendc le (20) nelle equazio-

ni implicite di congruenza (¥) si ha:
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xu\ = /\/\.uh.ﬂ‘ XI% = />\\QQ

(z1)

iumu = 2 <$u...u V = 0
dalle quali si vede che le curvature flessionali A e Xk e
torsionale th coincidono czn le curvature della superficie
della piastra; la curvatura M e’ " invece identicamente
nulla, come diretta conseguenza delle relazioni di vincolo

(19>. Le relazioni deformazioni-spostamento possono percio’

scriversi:

. .-
e =i
x = 2 fw i (22)
J V.uN .
2
. 22
u.n& L .VR\»\UFQN..._

dove 1‘operatore cinematico D ha dimensioni 3xi.

S8i noti che, come nel caso Qm:w. trave, la condizione
di indeformabilita’ a taglio richiede che la variabile W
sia continua di classe C .

Le condizioni al contorno geometriche (10), per effetto

delle relazioni di vincolo (20>, si scrivono

W o= W , ZQ = JQUP ) (/\\k\ = - ANQ S ywﬂf
Esse pero’ pon rappresentano le condizioni ai limiti del
problema cinematico (22> in quanto fa posizione K e

orientazione dei punti materiali giacenti sulla frontiera
del dominio e’ individuata da solo due funzioni anziche”

tre, a causa della condizione di vincolo interno. Assegnata
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infatti la funzione W(X($),4(s) ) , dove S e’ un‘ascissa
curvilinea definita su 2% , risulta univocamente definita
fa sua derivata in direzione tanqente d2w/as e quindi la
rotazione dei direttori intormo alla normale; la rotazione
intorno. alla tangente e’ individuata dalla derivata della
funzione in direzione normale WZ\ 2an . Le condizioni

geometriche al conteorno si scrivono percio”

W= W, wW,=-@ sw 39 (232)

dove W = ZZ»SR,TZQ ny e’ la derivata di w secondo n

e Y= Py N —Pay ny e’ la rotazione assegnata seconde 1la
tangente. Si noti che quindi Y« e P4 non possono essere
asseaqnate arbitrariamente ma devone soddisfare 1a

condizione .ﬂsw nﬂuxsu.._r m“m.w ny = ed\h .

nwmmw:.ao a considerare 1‘aspetto statico e’ necessario
condensare le equazioni di equilibrio per eliminare i due
sforzi di taglio T e H« che non possono piu’ essere
ottenuti dal legame costitutivo. Derivando percio’ la (12 )
rispetto ad Yy e la :muv rispetto ad x e sottraendo Bmsg.,o

a membro si ottiene, tenuto conto della :mA:

2
V~3k. + 2 /ONIH.PA -+ d My = \m.n Ambv
2 xt yﬂwlu NQN
in cui
N TN T (25)
i dy S
-140-







ed inoltre si e’ fatto uso della posizione (13,). 8i noti

che nell’equazione (24) non compare la parte antisimmetrica

del momento torcente 74 ; il processo di condensazione degli

sforzi di taglio elimina automaticamente % , cosi’ come le

condizioni di vincolo implicano automaticamente V =0 .
Naturalmente, in maniera duale a quanto prima osservato,
a w =0 in generale corrisponde uno sforzo Z %0 Ty al

quale pero’ non e’ associato un lavoro di deformazione (si
noti 1“analogia con il problema dello stato piano di
deformazione, per il quale e’ an-Q y Sa F 0O >. Nel
seguito si considerera’” il solo caso Z =0 .

>
La (23> puo’ essere posta nella forma D & =b .

IUP
(2. % 22 Jm p={F] @)
dat ﬂus A2y
Ja.u
>

in cui D e’ 1‘aggiunto di D (eq.(22)). La forza genera-
lizzata M, (eq.(24)) puo’ essere interpretata con un ragiona
mento analogo a ncmwgo fatto per la trave indeformabile a
taglio nel paragrafo 5.4.

Per quanto riguarda le condizioni al contorno meccani-

che (16) occorre innanzitutto osservare che 1a condizione di

vincolo pjduce a due il numero delle equazioni indipenden-

ti, in analogia a quanto victo per il problema cinematico.
Poiche’ 1le wvariabili di configurazione *cawo il contorno
sono 1o spostamento e la sua derivata secondo la normale al

bordo, le corrispondenti forze generalizzate che in essge
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compiono lavoro sono la forza di taglio di Kirchhoff (alla
quale contribuisce la forza normale al piano e il momento in

direzione tangente> nonche’ il momento in direzione normale.

LLimi tandoci per semplicita’ a considerare una piastra
rettangolare, con lati paralleli agli assi X , Y , sul

lato X cost = a , ad esempio, il lavoro delle forze

esterne si scrive:

1l

L.

A=q,

b
\ﬁﬁm{;a\eam,ﬁﬁaw\éumﬁuu 4y =
o.r
- Mﬁ M((-T\?h\ M/)\Q.\\\MV M,)\erk.un\ LQ =

°
: Y=b
n\:ﬁ%&v?ig Mal o
° (24)

dallia quale si vede che le forze generalizzate sono ﬁl\fﬁ&

e - TQ . Facendo uso delle (168> (in cui e’ Juu o > si
ottiene
Tao= Magy = = :
in X=a (2#)
\JUP = \?:h
Analogamente, lungo il late .QH.V y le forze generalizzate
s0NO ﬁ4‘\efu\ e ﬁ$ﬁ» per cui le condizioni al contorno
risultano:
T - J.ﬂu\x = Ft Poa
fa y=b (z2&)

My = p=x
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6.6.1 Formulazione diretta

La (26 mostra 1‘esistenza di reazioni elastiche concentrate

nei punti angolosi del contorno della piastra. Dal legame costitutivo (2%) e dalle equazioni implicite
Il legame costitutivo mette in relazione le tre gran- di congruenza (22> si ottiene il legame tensioni-spostamen-—
dezze di tensione Hy , 3& , lv.u e le grandezze duali di ti

deformazione X._ , X.v y vAkQ e puo’ essere dedotto estraen-—

* D, (W 2 w,.)
™M = -+
do dalla matrice € (eq.(18)) l1a terza, quarta e quinta riga X £ et Y
e colonna. Per una piastra omogenea ed isotropa si ha: Z:u - .U$ AS\QQ - v <z\\8k\v ﬁw 1)
M 1 v o) K -
~ lumv - U% Aglﬁv Y\\Xh
D v o 23
My = 7F 1 ° J (23) Sostituendo le (31> nelle equazioni di equilibrio (24) si ha
0 {-v e 1‘equazione risolvente:
:mu o - xy .
: v 2 v 4+ W - P - 32
dove rxxx x =Yy MY4y IM Ao v
3 i L“operatore differenziale di rigidezza e’ percio’ [ = .Uh AV:.
D, = E kL @cv .
£ N Le condizioni al contorno geometriche sonoc date dalle
f2(1-9%)

(23); per scrivere le condizioni al contorno meccaniche (27)
e’ la rigidezza flessionale della piastra. Il legame (29) e’

e (28) <(relative alla piastra rettangolare) in termini di

ottenuto dal modello tridimensionale; si noti che spostamento W e’ necessario dapprima esprimere Ty e Ty

s - H H 7/ H .
17operatore elastico che vi appare e’ proporzionale a quello in funzione di W . Dalle (12), tenuto conto delle (30) e

della lastra (eq.(4.100). che er.u IJQUZMM ci ha:

- - Db
6.6 Metodo deqgli spostamenti Tx = SJQ + Wixx F (L\uu v\uv
(33)
T, = - —

Ci si limita per semplicita’ ad analizzare il solo J M hAS\\xx‘.f Wigy 1Y
modello di piastra indeformabile a taglio; la derivazione © anche
a dd . . .— . ) I . . . 7 N
elle equazioni relative alla piastra di E.:n:_: e’ comunque q.a\ - 3)1“ _ U,h W‘thd iv
immediata e non offre difficolta’ concettuali. >x (33")

2
Ty = -my = D twmumdiv
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1

Sostituendo le (33) e la (313) nelle (27), (28) si ottiene

.

- mmisxk + 7 Wy | = [y in Xx=a

(34)
- Ummi\kuh + ANIQV «z\\unur.ku = .ﬁ+\+h~u~\ +om

Uh““fou.u + ¥ f&kx\lu = \»R. Ln Q“.T

6.6.2 Formulazioni inteqrale e variazionale

11 teorema dei lavori virtuali (1.31) per la piastra

indeformabile a taglio si scrive:

AZHMXM(* Jumdv + IN@ MXUQVLR. L:u =

.

(P 8w+ ma S 4oy Sefy ) dxdy 4

o

+ Ahmi+7ﬂmﬂx+\ww/n\uvaﬁ (35)

ynwh

Imponendo che gli spostamenti wvirtuali siano compatibili ed
esprimendo le tensioni effettive in termini di spostamento

si ha:

Mv.m\ ﬁAZE#J(VZQuVMiEB +A<<Qu +7 Z\u&vwicu +
>
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# 2(1-0) Woay Swiny Jdxdy =
w\ _HWM1+ §PMEQIS.V mi\x\\umk m“\: +
&

7

+ termint ol conterro v Y &w ﬁan

avendo fatto uso delle (20>, (22 e (31). Integrando per
parti ed imponendo le condizioni geometriche al contorno si
ottiene 1’equazione di equilibrio (24> con le condizioni al
contorno meccaniche.

l.”energia potenziale totale e”:

. >
-\A
&
\\ (Fw+ T.\%H.vﬁu,@voﬁm (3%)
29, , ,

ovvero, esprimendo le tensioni H , le deformazioni X e le
rotazioni ﬁ\ in funzione dell’unica variabile di configura-—

zione indipendente W

N N N.
|<‘“ l'MWc\ﬁiZnuo .T f\\.ku 4. Nwisxx Z\.\u& .TN A\\\Vw S\.—Huu D_vﬂ\\ L&.*
P

\\A*v w4+ g f\~h - SJ‘M ,)\‘N;VL.N LQ -+ .mm.\xi.u.),. 005*.
$ .

ﬁwwv
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Imponendo che sia MA\H o si ottiene la (38> e quindi le
equazioni di equilibrio con le relative condizioni al

contorno.

6.46.3 Esempio applicativo: piastra rettangolare appoqgiata

Riguardo i metodi approssimati di soluzione dell”’
equazione differenziale della piastra (31) valgono conside-
razioni analoghe a quelle svolte nel paragrafo 4.2.3 a
proposito della lastra. GQui ¢i si ltimita ad esaminare il
caso particolarmente semplice di piastra rettangolare
appoggiata, sufficiente ad illustrare il comportamento
meccanico dell‘elemento strutturale.

La piastra occupi il dominio @‘w&u.\u\ J oauan\\ kamru
e sia sottoposta a sole forze trasversali p(x, y ) . Le
condizioni al contorno geometriche si scrivono

wW = 0 L X o= O\P\
. 33)
W =0 Ln Y= o, b
e le condizioni meccaniche:
Wixx + V W,y =0 tn =0, a_
” (4o

Wiy + V Wxx = 0 in y=o0,L
che esprimono (eq.(34>) 17annullarsi del momento flettente
normale al bordo. Stanti le (39) e’ W,yy=0 sui lati
paralleli all’asse X e Wyxx=0 sugli altri due lati, per
cui le (40> possono essere sostituite da

Wixa = L~ x=o0,a

)

o

Le condizioni (3%) e (41) sono identicamente soddisfatte se
si assume ZA.K\.uw nella forma di una doppia serie trigonome-—
trica:

e ot
w2 = 2 T an, siaJTX gin kY 2
(y) = & o W JIF sin kT “42)
qualunque sia il valore dei coefficienti indeterminati Lk .
Sviluppando anche i1 carico in serie si ha:

Thhﬁ.\kv = LM‘ m.t* mULX Sin L.,:,Uv Sin kWX ﬁNﬂwv
= = a_ »v
dove o
) b

“

Sostituendo le (42) e (43> nell’equazione defferenziale del
problema ed imponendo che sia soddisfatta per ogni = ed _y
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si ottiene un sistema di infinite equazioni disaccoppiate

nelle incognite Ui , che si determinano percio’
immediatamente:
. = Tik 1
D= 5w It . KDy ()
f A.PN * H.MV

Lo spostamento (42) e’ pertanto:

1 Piw .
wW(x,y)= + . T2 3 Tx gia kWY (46D
5) mp, J ok Ah.f rw F2 gilla( - ¢
at o

Sostituendo 1a (48) nelle relazioni sforzi—-spostamento si
ottiene 1o stato di tensione
v 2 .
AR 2 S < LE— (P g U
TN

X = -y T —
Pﬁ

mtJd xﬁm~+wmwv~ -3 L

. 2 . .
Hy- Lz Rk 3%+:ﬁ.v $indTX gin kY
W J ok AL\N KN VN ot bt o N
ar " g
o m FE o K coimx o knd - (41)
iy Ky ab @ LS
a* bt
Se si considera solo il primo termine degli sviluppi in
serie (48) e (47> ( jJ=t e k=t , soluzione esatta per
un carico ripartito con legge sinusoidale secondo X ed Y )
si vede che lo spostamento massimo e i momenti Fflettenti

massimi si verificano al centro della piastra e sono pari a

. 1
Wepe = 2
Uh ﬁum\kaw.f n_ﬂm z
i, 2
(1)osy = - o =T 5E 49>
me 1 1 z
(v 132)
LV
A:QV.JA:. = = wu at mUn.

dove Poz= P4y .

Si confrontine ora i valori di Waax e O.._Xv\:.x. con lo
spostamento e il momento flettente in mezzeria di una trave
appoggiata sottoposta a carico sinuscidale (eq.(20) e (21)
del cap.5, con o =4 se la trave e’ indeformabile a taglio).
Si vede che, assumendo f=a « a1 variare di b i valori
relativi alla piastra possono risul tare notevolmente
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inferiori a quelli della trave. Se ad esempio 1a plastra e’
quadrata (a = b)) lo spostamento risulta quattro volte
piu‘ piccolo e cosi’ pure il momento flettente se V=0 H
se invece e’ b > 0o le due soluzioni coincidono. 11 diverso
comportamento meccanico della piastra rispetto a quello
della trave puo’ spiegarsi pensando di sostituire alla
piastra un grigliato equivalente di travi disposte secondo
le due direzioni X ed WY ; il funzionamento e’ allora
quello di un gistema in parallelo in cui il carico esterno
si ripartisce sui sistemi componenti in proporzione alle
rigidezze flessionali che dipendono dall’inversc della
quarta potenza delle lunghezze (eq.(5.20)). Su un ordine di
travi agisce pertanto wuna frazione del ‘carico totale,
cosicche’ spostamento e momento flettente sono piu’ piccoli
di quelli che si avrebbero per un singolo ordine (+). 8e 1a
piastra ha una dimensione infinita (b =o0a ) un ordine di
travi ha rigidezza nulla e si ritrova la soluziohe della
singola trave.

Dalle (34431 ) e’ possibile calcolare le reazioni
vincolari § lungo i bordi. Si trova che le reazioni sono
distribuite con legge sinusoidale ed agiscono in direzione
opposta a quella del carico. La loro risultante e’ comunque
maqqiore della risultante del carico e la differenza e’ pari
alla risultante delle reazioni concentrate nei vertici della
piastra.

(+> 11 ragionamento fatto e’ soclo di tipo qualitative, in
quanto prescinde dalla riqidezza torsionale dei due
ordini di travi, che riduce le sollecitazioni flessiona-

1i e gli spostamenti. ad esempio se si trascura 1a
torsione in una piastra quadrata il carico su ciascun
ordine di travi e’ Pp./e cosicche’ spostamento e

momento flettente sono solo 1a meta’ di quelli che si

cmjm«mnwzow:::wwvmcmamcocw_mdc:u:mNNw,w:cmnmnrm
quattro volte piu’ piccoli. :

~149-







|

O

O

)

)

(.,, S~

q

7. FORMULAZIONE DISCRETA DEL PROBLEMA ELASTICO IN TERMINI DI

SPOSTAMENTO PER I CONTINUI MONODIMENSIONALI
7.1 Introduzione

Nei capitoli 3 e 5 relativi ai continui monodimensiona-
1i Casta e trave) si e’ visto che 17applicazione del metodo
delle forze nOma:nm ad equazioni risolventi di tipo
algebrico anziche’ différenziale., Cio’ e’ dovuto al fatto
che 17asta e la trave sono sistemi localmente isostatici per
cui le funzioni di tensione incognite degenerano in
costanti. Per questi sistemi e’ possibile sviluppare una
formulazione duale in termini di spostamento assumendo come

incognite gli spostamenti di un numero discreto di punti, i

nodi della struttura. Integrando le equazioni del problema

elastico neqli intervalli definiti tra. nodi adiacenti <(gli
elementi della struttura) e’ possibile definire 1a soluzione

a meno di grandezze relative ai soli nodi s imponendo

successivamente le condizioni di equilibrioc e congruenza ai
nodi si ottiene un sistema risolvente di tipo algebrico. Per
questo motivo i sistemi localmente isostatici sono anche

detti pnaturalmente discreti.

I concetti fondamentali della formulazione discreta
sono sviluppati nel seguito con un certo dettaglio facendo
riferimento w_ Soamw_o piu’ semplice d’asta m quindi estesi
alla trave indeformabile a taglio. Il metodo permette di

risolvere il problema elastico relativo a strutture
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costituite da elementi monodimensionali, quali sistemi

reticolari e telai.

7.2 Continuo monodimensionale: asta

Si consideri un‘asta AB sottoposta allZazione di forze

ripartite Tn#v e forze ﬂ. applicate in punti JQ ; la

rigidezza assiale dell‘asta EA sia costante a tratti, con

punti di discontinuita” XLy . I punti b@. ed X, scono punti

di sinqgolarita’ che conviene assumere come nodi della

struttura. Il sistema risulta cosi’ descritto da n nodi di
coordinate Xy (i=1,2,.....n) ed m=n—-1 elementi (e=!,2,

seeym) (£ig.40) (+).

m‘_nln)ﬂo exi-{
nod o

mvmunv m. ml
2> > > /

/
PE—— + + + B
80 o e, 0. 0
{ 2 e f C erd n-{ n
EE SN s > > b e O
gy Wy @i g wy iy L - %€,
TII..v,uP
ﬁwu. Lo

Definita 1a geometria del sistema ¢le coordinate dei
nodi) e la topologia (numerazione dei nodi e degli elementi)

1a formulazione discreta si articola attraverso le

(+) Questo sistema puo’ essere molto piu’ agevolmente
trattato con i1 metodo delle forze; 17illustrazione
della formulazione discreta ha qui carattere
esemplificativo in vista di sistemi piu’ complessi.
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sequenti fasi fondamentali:

1) determinazione della relazione forza—-spostamento relativa

al generico elementoj

2) scrittura della condizioni di mncm_mvvmo,m: termini di
spostamento di ciascun nodog

3) introduzione delle condizioni di vincoloj

4> soluzione m calcolo di deformazioni e tensioni.

Nel seguito si analizzano in dettaglio le quattro fasi.

7.2.1 Matrice di rigidezza dell’elemento

Si consideri i1 generico elemento ‘e’ del sistema,

riportato in fig.4!, compreso tra i nodi 1 e 2 (numerazione

e
locale). Sia e MO\ L u un‘ascissa locale con origine nel

€
nodo 1 ed £ 1a lunghezza dell’elemento. Siano inoltre: :M

e

e W, qgli spostamenti dei nodi 1 e 2 ; TmﬁXuv il carico

3 e
applicato all“elemento riferito all’ascissa localey b , ﬁN

le forze (interne) applicate all’elemento ‘e’ dagli elementi
adiacenti.
womknw

ardia i e e

®
ﬁ
®
- 9
K
™
P
o

£e

1 : z/ T2
T @m.llillilL* tig. 44

L’obiettivo che ci si propone e’ quello di determinare la

relazione (lineare) che intercorre tra le forze mﬁ ’ hn\ e

ali spostamenti uw® . A tal fine e’ necessario integrare
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}1“equazione differenziale di equitibrio (3.3) in termini di

spostamento (+2
EAd % . p _ o0 (1)
con le condizioni al contorno (geocmetriche):

S\AOVH W, , E.\A&V“ w, th

Risolto il probiema e’ poscibile esprimere le ‘"reazioni

vincolari® F in funzione del carico P e dei "cedimenti
vincolari® Wy , W, .
Stante la linearita’ del problema e lecito esprimere

la soluzione come szomma di due soluzioni relative a due
distinti problemi:

a) soluzione particolare del problema non omogeneo:

3
w(e)=0 ., w(@)=o

b) soluzione generale del problema omogenec:

ER du _ o

dxt? (&)

W(e) = wy , u(l)=u,

(+) Per semplicita’ di scrittura si omette 1’indice ‘e
quando non esiste ambiguita’.
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La soluzione a) esprime 1l‘equilibrio dell’elemento i cui

nodi sono fissi, sottoposto all’azione del carico; la

soluzione b) 1‘equilibrio dell‘elemento a cui sono imposti

qli spostamenti di estremita’ in assenza di carico. Detta

?Iu AR\V la scluzione particolare ad) e Fe. (=) la soluzione

generale omogenea b) risulta:
W(x) = Wpl(x) + Wg () (s)

La soluzione perticolare va determinata caso per casoj la
soluzione omogenea va determinata una volta per tutte e

risulta:
Wo () = Y5 () Wy + &(=) W, )
dove

Flx)=1-x Y, (x) = = ()

4 4
Si noti che Uo(x) e’ espressa come combinazione lineare di
funzioni note vba.ﬁhh\ e spostamenti nodali incogniti U, ; 1le
funzioni ﬁ\\mhku sono dette funzioni di interpolazione e

rappresentano il campo di spostamento equilibrato e con-—
gruente caucato da spostamenti x;.n.* ed :Q..\.O , €con ,\.«m P

Le funzioni ¢ (x) sono diagrammate in figura 42.

#=) Yy ()

fig. 42

8\

7
X
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Dal campo di spostamenti (5) e’ possibile calcolare quello

di deformazione {{(xX) (eq.(3.1)):

€(x)

WU,y — Uy + mmﬁ.ﬂv va

/

I

dove &p(x) x\\w?«.v . Dal legame costitutivo (3.3> =i ha :

M) = ER (nymig) w e (o) 9)
dove 21“ EA FV\. . Dalleo stato di tensione si ricavano le

forze sul contorno:

f = ~N(0) = - ER ?N:S;Jr h:v
4 " (f0)

f = .Z«mvn En A_bﬁucfvlv hm.o
4

aOCm .ﬂ:wu l Zmﬂov _ hnm U Zv «&v mo:o_mvmwumoic;no_wz
dovute al carico P nel problema ad.
Le equazioni (10) costituiscono la relazione forza-—

spostamento cercataj esse possono porsi nella forma

matriciale (reintroducendo 1“indice ‘“e’):

ft

£ K* 9% - p® (1)

In cut:
£E - fn
e ! e i
f = - e
hm + F e / m B e
2 .IhNT W,

ed inoltre:
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€ e
Nella ¢11> f e’ il vettore forze interne; P e’ il

vettore che elenca le forze nodali equivalenti al carico

ripartito (cioe’ uguali ed opposte alle reazioni dovute al

. . . e, ey . . s c
carico ripartite W.Aunw :m_ Uvovﬂmaww:oa_ﬁ_mm_v" & ms

-2
il vettore spostamenti nodalij K 1a matrice locale di

rigidezza. Si noti che *Am e’ simmetrica.

Il generico termine TMW della matrice di rigidezza
puo’ essere interpretato come la forza che bisogna applicare
in ¢ per ottenere uno spostamento &M“n e tutti gli attri
spostamenti $W Q*my uguali a zero (fig.43a,b). Le forze ﬁn
sono percio’ una combinazione lineare delle forze Tm y con
coefficienti pari alle ampiezze effettive degli spostamenti
(fig.43c)>; a queste forze vanno sommate le reazioni dovute

al carico ripartito.

—_—r

x‘ﬂl* S\M\IO :JGIQ wi=y
.IMlV e e A .|Mov e XFV En
Kt uﬁmm@v Ky nnﬁmmnw Kiz = = ( Mm.v.\ 2w Axnb.v
-7 >
ut w&
— 4
L X a4 L 2 e '
X: Wy + x:.:.”- TN- Wyt Kz ﬂ.“n\ ﬁrw Au
-1537~-

e
Tornando al calcolo delle forze T e

’

interessante

osservare che possono essere calcolate senza necessita’ di

determinare la soluzione particolare aémAUJu , attraverso
un‘applicazione del tecorema dei lavori virtuali.

A questo scopo si consideri come stato di tensione
quello associato alla condizione a nodi fissi ( Ws Yp ) ¢
come stato di deformazione quello relativo ai cedimenti
vincolari ¢ dw = M_éo Y. L’equazione dei lavori virtuali si
scrives

0 e

ERA m\m mmoo_vh ={ P MS.QL,K + .ﬁ:v m:.. + hﬁu MFw , (\Ms.o

° ? (1)
I1 termine a primo membro rappresenta il _wcovm vmvﬂcw“m
compiuto da uno stato di tensione elastico EPR Ep in un

campo di deformazione mmo associato ad uno stato di

coazione ed e’ pertanto nullo per il teorema (1.43). Tenuto

conto che (eq.(&))

duw, (x) = ¢, () Suw, + W, (x) 8w, (15)
1a (14) fornisce
4
- Fie = [ PO gy dx
2, “e)
- hpv = W?ﬁv {\NAHV dx

o

Le forze equivalenti ai carichi ripartiti rﬁww si ottengono

pertanto come lavoro del carico P(x) neqgli spostamenti ¥(x)







dovuti a cedimenti wvincolari unitari, cioe’ come prodotto
scalare di Tﬁuvu per le funzioni di interpolazione. Tali

forze sono dette forze generalizzate associate ai parametri

Tagrangiani x& ed Uy . Le forze generalizzate compiono nei

parametri lagrangiani lo stesso lavoro che le forze

ripartite compiono nel campo di spostamenti compatibile ed
equilibrato con i parametri stessi.
A titolo di esempio, se p=casT ,il vettore delle forze

generalizzate e’ Wmn Mﬁ N“N.\ W,NUW w%f

In definitiva il calcolo di Tm e’ immediato una volta
che sia noto i1 campo di spostamento ,(x) , cioe’ sgi
conoscano le funzioni di interpolazione Y (>x) .

7.2.2 Condizioni_qlobali di equilibrio, Assemblaqgqgio.

Attraverso la tecnica illustrata nel paragrafo
precedente e’ possibile soddisfare tutte le equazioni del

problema elastico nei punti interni agli elementi; 1la

soluzione e’ definita a meno delle costanti arbitrarie &m

che rappresentano gli spostamenti nodali. Per completare la
soluzione e’ necessario imporre le condizioni di equilibrio
e congruenza anche ai nodi, in cui in generale (ma non
necessariamente) si hanno delle singolarita’. Le costanti
arbitrarie mn sono quindi determinate dall’imposizione di
queste condizioni che assumono i1 significato di condizioni
al _contorno per gli elementi, La tecnica e’ quindi la stessa

di quella adottata nel paragrafo 3.2.1 per risolvere il

problema di figura 9, con la sola differenza che le nomﬁw:mw
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arbitrarie di integrazione sono state identificate con gli
spostamenti nodali.

Le condizioni di congruenza ai nodi sono immediatamente

soddisfatte, nello spirito del metodo degli spostamenti,

n- N
facendo coincidere qli gpostamenti localli I<m y W, con gli
spostamenti globali U,/ .In altre parole e’ sufficiente far

corrispondere alla numerazione locale 1,2 1la numerazione

globale i,i+!l, attraverso Jlo studio della iopologia del
sistema. In questo modo qgli spostamenti aglobali
dell’estremita’ comune a due elementi adiacenti risultano
uguali e la funzione wo(>x) e’ continua nel nodo, come
richiesto dalla cinematica del sistema.

Questa operazione puo’ formalmente essere campiuta

introducendo la trasformazione lineare

q¢ = 27 g | (%)

Essa fa corriepondere agli spostamenti globali:
T
q= M:J W, o W W, _\rxw (18 )
gli spostamenti locali An tramite la matrice di estra-—
e
zione/collocazione SL dell“elemento “e’. Numerando gli

elementi come in fig.40, all’elemento ‘e’ compresoc tra i

e
nodi i—! ed i corrisponde la matrice Q.

o
e

Q

]

N‘ﬂ\hm\inw ﬁh\b}\—w

ﬁwl Y-esima colonng
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che estrae dal wvettore globale % la (i-1)~esima e la
i—esima componente.

Passando a considerare le condizioni di equilibrio ai
nodi,. queste vanno imposte tenuto conto delle forze esterne
attive mﬂ direttamente applicate e delle forze interne -f
che le aste concorrenti applicanoc al nodo ~+ﬂo.bbv.
e+d

AR

' »

e > TS T i
[
3 ® £ A T I

*.r.lw. Amu

Le condizioni di equilibrio si scrivono:
" T
.T:lwu o F¢ -0 U3y
=1

dove i1 vettore M. elenca le forze £ applicate ai nodi e
eT v

1’ operatore IS1 che appare sotto i1 segno di sommatoria

colloca il contributo dell‘elemento e-esimo nelt wvettore

globale delle forze interne. Tenuto conto delle (11> e (17)

le equazioni di equilibrio si scrivono:
T, e e eT e
5-Z0° K 29— Z £ =0 ‘ 20)
F-2 - p (
ovvero

K J = .1 A.N*v
K=Z Q° ke qn® 22)
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e’la matrice di rigidezza qlobale della struttura e

-
-5 + Z Q% % 23
p=P+ Z 2 p (2)

e’ il vettore globale dei carichi, somma delle forze nodali

e delle forze equivalenti ai carichi ripartiti. "Le

operazioni indicate dalle sommatorie che appaiono nelle (22)

e (23) sono dette di assemblaggic, rispettivamente della
matrice globale di rigidezza e del vettore dei carichi.

L’assemblaqgio e’ state formalmente ottenuto tramite le

. e Lo

matrici di estrazione/collocazione 503 y che sono matrici

molto grandi costituite da zeri ed uno. Di norma 17assem-—

blaggio wviene realizzato in forma diretta collecando i

singoli contributi ( K& ’ Tﬂ ) rispettivamente in K e
T e sommandoli. Ad esempio alla numerazione di fig.ll

corrisponde lo schema di assemblagaio di fig.45.

4
P e slemeato ..u:‘
e wi-g i L
p= :
il :
L] .ﬁru 45
n
La matrice K e’ bandata, tridiagonale; cio’ e’

conseguenza della numerazione adottata, che quindi risulta
la piu’ opportuna da un punto di vista computazionale (si
pensi ad algoritmi numerici quali ad esempio il metodc di
triangolarizzazione di Gauss). La matrice K risulta inoltre

simmetrica e szingolare. La prima proprieta’ discende dalla

~162-







simmetria di Xm e dalla legge di assemblaggio (22); 1la
seconda dipende dal fatto che, non avendo ancora introdotto
i vincoli, il problema omogeneo XJuu O deve ammettere una
soluzione non banale che rappresenti i moti rigidi del

sistema.

7.2.3 Condizioni di vincolo

La terza *wmm amwam formulazione richiede 1/introduzio-
ne nelle equazioni di mncwdmcvmo (21> di condizioni di
vincolo geometriche atte ad eliminare i moti rigidi del
sistema e a rimuovere quindi le singolarita’ di K . ui si
considera il caso di condizioni del tipo W} ummn ; condizio=-
ni piu’ generali saranno esaminate in seguito.

Si supponga che il sistema in fig.40 sia vincolato in

—

A, cosicche’ risulti W= 24 . E nmnmwmwﬂmo percio’ conside-
rare nelle equazioni di equilibrio relative al nodo 1, anche
la reazione WA che il vincolo applica all‘asta. Il sistema
di n equazioni di equilibrio (21> <(una per ciascun nodo)
contiene quindi n—-1 incognite @mOSmndmw:m (gli spostamenti
FN y id serey W) ed una incognita meccanica (la

reazione N* >. In forma esplicita il sistema si scrive:

X: “ X“N. e e —AAx 8‘— ) *U* m&
i T

Ko 1 Koy onmnin Ky SNV = (Pl 4©

b : : : :

N ; : : X

N : . : ;

Kng 1 Kog oom - Knn U, | Pn 0 I (24)
» } -
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Da queste equazioni e’ possibile estrarre un sistema di

equazioni "pure" negli spostamenti, ignorando le equazioni

relative ai nodi vincolati (+>. Si ottiene il sistema

ORI Pas

Kq=F" 25)
di dimensione (n—{)x{(n~1); in forma esplicita:

W

3

2

R
"

e ieeamaa™D
~
|
.o N
™~
-
Ral
N
A
v ~

X
x

ng -----

b
3

FJ ~UJ —ASA

A
La matrice di rigidezza K che appare nella (25) e’ ottenuta

dalla matrice K relativa al sistema non vincolato cancel-=

lando le righe e le colonne corrispondenti ai nodi vincola-

Eal
ti; a secondo membro, nel vettore P , appaionc dei carichi

equivalenti ai cedimenti vinceglari, costituiti dalle colonne

di K gia’ cancellate, moltiplicate per i cedimenti imposti.
Risolto il problema (25) e’ peossibile calcolare N* dalla
prima equazione delle (24>, non ancora utilizzata.

L7 introduzione dei vincoli richiede dunque una nor»vwx

zione della matrice K , il che pue’ non essere comodo in

sede di implementazicne dell’algoritmo. Il sequente metodo
alternativo, poco elegante ma tuttavia efficace nelle
applicazioni, permette di conservare le dimensioni ori-
(+) §i noti 17analogia con il <eistema di corpi rigidi

—

trattato nel cap.2, per il quale e’ W, =0 .
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ginarie della matrice e consiste: a) nel sommare un numero
&> max( | XQ— Y ai termini sulla diagonale di K corrispon—
denti ai nodi vincolatij; b) nel sostituire a termine noto il
prodotto o ﬂﬁ . Poiche” i1 termine sulla diagonale e’
dominante la soluzione fornisce w; Ing ﬂn entro 1 Timiti

delle usuali approssimazioni numeriche.

7.2.4 Calcolo di spostamenti, deformazioni e tensioni

Risolto i1 sistema di equazioni algebriche lineari (23>
e’ necessario determinare deformazioni e tensioni seguendo a
ritroso, come sempre accade nel metodo deqli spostamenti, il
percorso logico che ha condotto alla formulazione delle
equazioni risolventi. Nell‘ordine e’ necessario compiere le

seguenti operazioni per il.qgenerico elemento ‘e’:

a) dal wvettore degli spostamenti globali & si estrae,
tramite la (17>, il vettore degli spostamenti locali mnm
b) attraverso le funzioni di interpolazione W, (x) si calco~-

la il campo di spostamenti W,(x) e, noto QQVARV y lo
spostamento risultante (5);
c) dalla (8) si determina il campo di deformazione;
d) dalla (9) 1o stato di tensione.
Alternativamente, operando in maniera piu’ vantaggiosa,
calcolati gli spostamenti locali &m, dalle (i{1) si ricavano
le forze di estremita’ e quindi 1le tensioni in base a

considerazioni di equilibrio. La conoscenza deila soluzione

particolare a nodi fissi Wp(x) y mT Cx) , ZW (x) ,
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relativa ai carichi ripartiti, non risulta pertanto

necessaria.

7.2.5 Esempio illustrativo

Si consideri il sistema in fig.46 costituito da un‘asta

di caratteristiche elastiche costanti a tratti, vincolata

agli estremi, sottoposta ad un carico uniformemente
ripartito P e ad una forza P= pa .

Considerando i punti di discontinuita’ del carico e

della rigidezza assiale come punti nodali si ottiene un

sistema costituito da n=5 nodi ed m=4 elementi.

- @
W" *UP'
\.\ - 3! x. .-F
a a a | a
4 4 3 & 5

AU ﬂu AU - . ﬁmu.bﬂ.

Le matrici di rigidezza locali (13) sono:

1 -4 1 -1
KSmXEm k@) _ ER K 2€n
a for A7 a |- 1
e i vettori carichi equivalenti (12 >:
a/z
w @ @ |° w |F
PU= pe b = A
o pe/z

Assemblando la matrice di rigidezza globale e il vettore dei
carichi P secondo 1o schema di fig.45 si ha:

m 4 i . T 0 4 (o
-| A I 0 Pa/e
ke ER| - - 2 4 p={pal + {posz
. - -t 3 2 0 0
. . - -z 1 Lo J Y
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)

dove nel vettore dei carichi compare i1 contributo della
forza nodale P e di quella ripartita P .

L’introduzione dei vincoli richiede 1a cancellazione
della prima e quinta riga e delle corrispondenti colonne
della matrice K , in quanto e’/ ;= Ug = O . I1 sistema
risolvente e/ percio’: )

z 4 o W, 1
EPR -4 2 -1 Uy = P& 4¢3
Py : z :
o -1 3 W, o

che fornisce:

A T z T
3 = M w, U, :xw - Po * 2 3 .*w
ZEFR
da cui, riternando al vettore q
ra T
q = P> o 2z 3 4 o0 w
2E B
1 vettori dei parametri lagrangiani locali, estratti dal
vettore J , risultano per i quattro elementi:
4 EA A 3 P 1
) z @ pa Q) 2 ) 2
mwnu.whw(\ ; nw H‘m..lm 3 ’ n~ = ..WP ; @ “W.m\l
ZEA |, E 2ep (1 2€R (©
Per calcolare spostamenti, deformazioni e tensioni in oani
elemento @\ necessario determinare prima la scluzione parti-
colare :mwnﬁv , relativa all“elemento 2. Risolvendo il

problema (3) per m.uno.v\n.. L=a., si ricava:

Fw:nkuu ﬁmﬁwmm.\ — Wmv

2ER a. at
da cuiz
@)
el (x)= £% (1- 2%
r ¢ mmmm Pv
@> a
7\sU (%) = _NM\\AA Nc\w\lv

In particolare i1 campo di- tensione (%) risulta:
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@
N (x) = p e

ZﬂNVPuﬁv = _UAD\lUPb

>%wv¢ﬁv = — pPo.

M (o) = — pa

Alternativamente, i1 legame (11) fornisce le forze di estre-
mita’ dalle qguali e’ possibile, in base a considerazioni di
equilibrio, determinare lo stato di sforzo. Ad esempio per
1“elemento 2 e”:

@)

F 1 -1l pa/z -po-

.ﬂNﬁNu \.* ;— w mUQ\\N o

%m:c»OnOnnoam#nwvmnovwbmﬁnmﬁo.mmvmﬂvocw_w dmanmzﬁkw
prima determinta. .

7.3 Continuo polare monodimensionale: trave

1 concetti precedentemente esposti per 17asta si
generalizzano facilmente al caso della trave e dei sistemi

di travi.

x hmu.bm
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Si consideri un sisztema di- travi indeformabili a
taglio, costituito da n nodi ed m elementi, sottoposto
all’azione di forze ripartite e concentrate nei nodi
(fig.48). 11 vettore dei parametri di configurazione

incogniti elenca 3n grandezze
nhnmcf Uy Py, ., Wy U7 n\r.\.:\.asﬁ%:w (27)

dove W , V  sono le componenti di traslazione e .mm ta
rotazione di ciascun nodo. Applicando il metodo gia’
illustrato si vogliono formulare le equazioni di equilibrio
(21> per i1 sistema in esame; allo scopo si sviluppano
nell’ordine le quattro fasi del procedimento definite

all’inizio del paragrafo 7.2.

7.3.1 Matrice di rigidezza

Si consideri il generico elemento ‘e’ di trave compreso
tra i nodi 1 e 2 {numerazione locale) e si introduca un

sistema d’assi locale (fig.49).
uﬂ

v fy B )

(%)
B 7 7 e
e OA c..:\ fx fVN. x
m&\\:
l & N £
[€ &\ 7 «rmw. N«@

Il vettore degli spostamenti locali e/
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e T

9° = fwr u® P WS v J&.mw (z8)

In corrispondenza dei nodi agiscono le forze (interne)

e e e

.ﬂa\h AM .ﬁ“ hM._\ \>a .ﬁwuv .WQ \?Nm,w._. Awuv
e sull‘elemento le forze (esterne) ripartite Wmﬁkmv. JWAHWV“
per mmsndmnmmw\ si considerano nulle le coppie ripartite.

il.La prima fase della formulazione discreta richiede 1la
determinazione della relazione forza—-spostamento, cioe’ la
determinazione della matrice di rigidezza locale. EY neces-—
sario a tal fine integrare 1le equazioni differenziali di
equilibrio (5.49) (si omette 17indice “e’)

mb Ks:!““Ubv“Q

0mov
wit 1
ET v + m —py =0

con le condizioni qeometriche

1l

w(e)s wy , V)=V, v'(e)

Nl
Pa

Detta u,(x) , anﬂv Ta soluzione particolare del problema

/

, )
() (317

i
it

w, , qﬁmv“ Va , Q;A&v

a nodi fissi (trave doppiamente m:nwmﬁvmﬂwVL ta soluzione
generale del problema omogerneo risultas

Mo () = (=) wy + ¢4 () wy (32)
2

Vo ()= Y5O VI + Y, () Py + Ye(=) vz + e () p,
dove /(=) o, Y, (x) sono definite dalle (4) e le rimanen-

ti funzioni di interpolazioni risultano:







—

R

0

P
i
l

- 1- 3 =t :
2
() =(1-2% 4 % V=
He = (-2 %) -
z 3
{\maxuuwwmnmtwmmnm
EA
Ve () = mwnﬁu%.vux

e sono diagrammate in fig.50.

4 ,&_ (=) $ (=)

e ~_—%  fiygso

Dal campo di spostamenti W = W, + Wo y U= U, + U, e’
possibile dedurre quello di tensione applicando le (5.50),

(5.51):

Nz EA S\_
1
Te-ET V' . (34)
M= ET v

In particolare si ricavano le forze sul contorno

fp=-N)= - mmm mx&::&v..\ ,PHT

=-T(0) = -t ma.w (V- Sv+nmh (Pi+e)+ Fye
po= - @)= - cex E-EL,M..UW (2t e )+ fre
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fx= N(O
fom MO

1)

= m\@. Ax\wucfv\f .ﬂ».MJO

2
= RmﬂH (v-v7) - nmu (4 ) + foyp G35)
- -eex (- élm (P24, )+ frep

NN

dove h_u:_u yaa sy \éwﬁ sono le reazioni wvincolari dovute ai

carichi Px

Py nel problema a nodi fissi (reazioni

e

d’incastro). Detto P (reintroducendo 1‘indice e il

vettore delle forze nodali equivalenti

(4

P= m - fiap

e

e e e T
~fyp Fr -m.aw ~fuyp uﬁ%w ()

le (35) si riscrivono nella forma matriciale (11) m: cui

i
ER -E8 .
; e
REI  GEL! _1ZET 4ET
es et et
©EL 4EL | _CEL ZEZ
z
VLT L A T T L (3%
-ER . 'EA .
4 1 7e
SEI _LET el _6ET
¢3 NN, : g3 e
61 mmwu . €I LET
B e e e* ¢

La (37) definisce la matrice di rigidezza dell’elementc.

7.3.2 Assemblaqqgio

Passando alla seconda fase del procedimento e’ necessa-—

rio assemblare

la matrice globale di rigidezza K e il







vettore globale dei nwvmnrw.ﬁ . A tal fine si consideri il

generico elemento ‘e’ di nodi i,J (numerazione globale) i}
e

cui asse locale .RW formi un angolo o con 17asse = del

riferimento globale (fig.51).

hd.MA

Per mettere in relazione le componenti di spostamento locale
e globale e’ necessario tener conto, oltre che della
topoliogia (corrispondenza tra le due numerazioni) anche del
diverso 01mmnmm3m3no degli assi. Entrambe le trasformazioni

sono lineari per cui ta legge si scrive

e
gt = TS atq @)
e A e
in .cui £ e’ la matrice di estrazione/collocazione e |

la matrice rotazione. Per 17elemento in fig.51 si ha:

O .--{4 o0 Of ---- R IO - R
O _-.jo {4 Q) -—-- | caen. -~ 0
o_.-10 0 4| ---- U, .. 0
n° - (33)
Ouevfocmm |- 4 0 o .0
O | -ea-- ~ee= 10 4 o] --_0
o ._ .. ceeeieeilo 0 14 -0
- | J P

ed inoltre:

‘ TE o
t
T = | ___L___. (4°)
I
o ' T*
1 .
in cuiz
cos % Sino® o
nm.o\ - - Sinx® cos (& o A,\d.*w
o o 4

LLe condizioni di equilibrio dei nodi nel riferimento

globale si

F -

scrivono:

R N (42)

, CTere . . o
in cui T sono forze interne proiettate nel riferimen-

to globale

P=

e m e’ il vettore dei carichi nodali

Re Py M, R

1y 2x

P Py M, ]

“3)

Ry My, o, Pax

Tenuto conto delle (11) e (38> le equazioni =si scrivono

nella form

Come

e’ conveni

assemblare

a (21) in cui

.ﬂ
Fegpoas Tt

) (4)
M cp@ J\m\ Xm. .ﬂ.n.\g..m\
m

gia’ osservato, da un punto di vista coperativo non
ente far uso delle matrici S ma e’ opportuno

P e K in forma diretta, calcolando per ciascun
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T ~ T
~ e' e ) e el e._.e
m~m3m3»o:cm«n01m W@“ \_.. ﬂu mwm:..w.:._nleﬁXq. ,

per poi collocarli e sommarli secondo lo schema di fig.52.

¢ d
e e T
Fot. T T A\It/j/ .
- B I ) r = ‘
] W x: wnAc\—F W—

. _ K | K P '
J e V4 J
bﬂ\ \\\

S NS (S

7.3.3 Condizioni di vincolo

Nel caso semplice di nOJQWNm.O_,L di vincolo del tipo

— —

qumﬂn .G.,.““C....nﬁ.u..m..cwdooaodmnommamﬂm&wo:m
svolte nel paragrafo 7.2.3 ed il procedimento operativo
illustrato. Qui si vuole considerare il caso piu’ generale

in cui le condizioni di vincolo siano espresse attraverso

una combinazione lineare dei parametri di configurazione
\VAJ = 7 o Q..m.v

in cui T e’ un vettore di termini noti di .amamummoam Mx!{ ed
A e’ una matrice MxN, essendo M 1a molteplicita’ globale
dei wvincoli ed N=3n il numero dei gradi di 1liberta’” del
sistema non wvincolato. La (45> naturalmente comprende il
caso gia‘’ trattato, nonche’ quello in cui i cedimenti
vincolari avvengano secondo direzioni non coincidenti con
quelle degli assi globali. Inoltre contemplia condizioni di

vincolo piu’ generali, quali ad esempio quelle di rigidita’
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di uno o piu’ elementi: in tal .caso A , ©O una sua
sottomatrice, coincide con la matrice cinematica del corpo
rigido.

Le M condizioni di wvincolo (45) riducono ad N-M il

S
numero dei gradi di liberta” del sistema. Detto @ il

vettore dei parametri indipendenti e’ possibile riscrivere

Ta (45 nella forma

A (“4¢)

>
[+]
[—
i
.
i
.
3]
g

dalla quale si ricavano M parametri in funzione dei

rimanenti

Go= Arm - AVALY (47)

Fas
La (47> mostra che la scelta dei parametri q non puo’

’

essere arbitraria ma e subordinata alla condizione che

AN
>o sia non singolare. Tra i parametri mw e nw sussiste

dunque 1a relazione lineare non omogenea
~ T O
mw A
= 9 + “8)

Q
\
P
e
g
-l
>
Q

ovvero

&H ﬁ‘_%/.flm Q_%C







Si studi ora come si modificano le equazioni di
equilibrio X& =P per effetto della trasformazione (487),

Sostituendo l1e (487) si ha:
K(Eg+s)= p+ Presct 42

dove Presct sono le M reazioni vincolari che nascono per
effetto delle M condizioni di vincolo. Le (49) costituisco-
no un sistema di N equazioni in N-M incognite %, ed M
incognite Pyes .t ; per ottenere delle equazioni pure negli
spostamenti e’ necessario combinare linearmente le equazioni

s

ed estrarne N-M, L7 operazione puo essere facilmente

compiuta osservando che, per 1“ipotesi di vincolo

perfetto Txnuow compie lavoro virtuale nullo in ‘onnm
spostamento cinematicamente ammissibile, cioe’ per ogni M&

che rispetta la condizione
A
Bg= S(Fi+s)= F35 , v 59 S
Deve essere percio’:

AT T A
%‘nbnm = Maw..\m.\oth.ﬂ = MJ Iy wv.\nmn‘_r =0 y v MJ
Amﬁv

da cui

.ﬂq.mxnmm* =0 52)

.
Premoltiplicando allora la (19> per iy s in virtu’ delila

(52) si eliminano le reazioni vincolari e si ottiene il
.\/\/ A
K

q= P in cuiz

sistema (25>
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N T
K= I k¢
=3)
~ T K
8= (p-Ks)
Si noti che K seque la legge di trasformazione di un
Py
tensore e che P tiene conto del termine noto S della

trasformazione non omogenea.

7.3.4 Calcolo di spostamenti, deformazioni e tensioni

“NA A
Risolto il problema K J =P il calcole delle qgrandezze

di elemento segue il procedimento gia’ illustrate nel

A
paragrafo 7.2.4. In particolare, dalla (487), noto & si

ricava & e per ciascun elemento delle (38) si calcola %m .
Tramite 1a matrice di rigidezza locale, note um. forze
equivalenti ai carichi ripartiti (eq.(11)), e’ possibile
calcolare le forze di estremita’, da cui le sollecitazioni.
Al ternativamente, tramite le (32> (tenuto conto della
soluzione a nodi fissi) si determina il campo di spostamento
da cui per derivazione si ottiene il campo di deformazione e

poi quello di tensione.

7.3.5 Esempio: sistema di due travi

.51 consideri i1 semplice sistema illustrato in figura,
costituito da due travi di uguale lunghezza A ed uquali
caratteristiche elastiche, sottoposto ad un carico_ripartito
£ , ad una forza P e ad un cedimento vincolare & .

I1 vettore delle variabili di configurazione & e’
costituito da nove componenti di spostamento, tre per
ciascun nodo, misurate nel riferimento globale *LYy :

: T
Jn ng Uy Wy, U P, Uy Uy ﬁww







e

i
J ct ey c-cq  -{zcy _ —(C*+%) gy Nz ¢y
2
) <% o €, —C4 cirey N2 " cl-Cy, Ani&i fTes
Ny 1 =1 K4 ~lzeg Veey 2ce | Ve oYy Ze
Y P J \M!lnw;!iliﬁlnl.!lllll.ls«w.l
Tw T« NS —(ere) e, VG are - g
e
~ & |h\$ !AO~+AA—V Imﬁ.w_ ﬁhulﬂ\,— ﬁd+h\- \./_‘.M\ﬁ:w
* _
Scelto un riferimento locale per ciascuna asta (vedi figurad L -z 3 Tz <3 Zer _ ,_.Mhu t,m..nu 2eq
e matrici locali di rigidezza (37) sono: E
o ) . e . o
4 b 2 T
¢ ¢ “ —C c WSH N 1®m\ iﬂ&\m\ tmum\ ’ Wﬁm}\ \wmm\ T&NW
P rs 4 4 12 b4 12
) @) : 3 ‘e “ g -2 Iy (D) z) ~ () )
K- k T KW= k™ p®_p
-C - . [ . -
y v ~
. —¢y  —C3 “ . <, -t3 Assemblando le due matrici K si ottiene:
_ o -
L - €3 Cz i - -¢ Czl qrey  o-cq -2e -(474) GG ~§ze, O 0 0
in cui
- c —¢, ~(c,+¢,) ¢
< = *NWIHI ON - mm.H , ey = mm‘w.u , Oﬂ ER hr <y ﬁ_+m\¢ ¥z s 1 ] m.._‘ rv L&y (o] (o] [e]
Nu e ﬂ e . .
I vettori carichi locali (38> risultano. Vie;  Viey 26| Yz quhm NDJ o Y o
) 4 &N 4 w -(c -, 7 c+3¢ —cq V2ol ¢ o o
x {0 -p= -~-PpPXL O ~—px |m\ ) C-Cy T | Gy O: 1 3 -4
P M Pz w:\ Pz P
- ~ - C
@ T _Au\*N\. ﬁﬁh._ \An_z.rv ..acﬂh.w P. €y ,wn_+n.. Awﬁ.y,nm [} <1 3
P = MO o O o o ° ,w
dieg Vrey 2¢, (e-v2)ey 4¢,! © -ty Cy
in quanto nella soluzione (particolare’ a nodi fissi 1’asta JESSNU OO RN S e+ e i
2 e’ scarica e l17asta 1 e’ sollecitata alle estremita’ da o o o )P¢ lo] o <y O o
reazioni vincolari uguali a T«C .

Le matrici TS che tengono conto dell’orientazione dei ° o e —c o c ¢
riferimenti locali urﬂkn. nel riferimento globale =Xy si 0 © 1 3 f
calcolano dalle (40) e (41) sostituendo i valori o9 =7/2
e x®=o0 ; si ricava: o o ° o c3 ¢, | o - Cs

QM\N (ﬂM\N\ o A o O —— e vl\\\l\ i b wam s i R b - —-———

— —(2) . Assemblando i due vettori P e tenuto conto della forza

4.? =] -Vz/2 vz/e o y T = o i 0 applicata al nodo 2 =i ha:

0 o 4 0 o 1 2
T o~ et p={pll, -pRl -pl, Pl -pLErP, oL,
e_ge ¢ Kea TS K& TE® . = !
Le grandezze P = P e = T risultano allora
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A questo punto del! procedimento e’ necessario tenere
conto delle condizioni di vincolo. I due glifi nei nodi 1 e
3 impongono che sia

Z (wrv)=-8 , P= G =¢3=0

Le condizioni di annullamento delle wvariabili .,} , U3,
Y3y si ottengono semplicemente cancellando la terza, ottava
e nona riga e colonna nella matrice K e le corrispondenti
componenti nel wvettore P - Si ottiene cosi’ il sistema éxé:

\oin._ G-¢p —(e1te,) €& —Vicz - 0 [Uy wm,.m..
Cy-cq G4l cy—ey  —gHe) Vaey o2 R wf\m

~(e1ty) eamcy o3& Cumeq VT 2| |4, 1%

o

Cp-Cy ~(C11e) Gy -C4  BG e Q1) O vz -X.W%
'Q.M c3 A.M\N\w vz <3 @lc\MVﬁN bﬁu’ (o} hNN VNM\*N

o (o] ~2Zc o o 2 (o]
. G \Ug

in cui Wy e Uj non sono indipendenti, in quanto devono
soddisfare la condizione relativa al cedimento vincolare & .
L‘imposizione della relazione di vincolo puo” essere
effettuata applicando la tecnica illustrata nel paragrafo
7.3.3; a titolo esemplificativo si consideri quale ulteriore
vincolo l1a condizione di inestensibilita’ dell’asta 2, che
si scrive:

S\lw.‘g\ulvo

I sei parametri Wwy¢ , v , W, , U, , ¢, , WUz devono
quindi soddisfare due relazioni di wvincolo che, in forma
matriciale, si scrivono:

Wy
Z ¥ 0o o o o]\ -3
2. 2 I\N
vy =
o o -1 (o] (o] | P2 lo}
Y3

sono cioe” del tipo (45). Le relazioni di vincolo possono
essere risolte in corrispondenza di un minore 2x2 non nullo
per fornire due componenti di spostamento in funzione delle
altre quattro; ad esempio

vy : —{ o o o g SERY
= .Q.N .T
Ue 0 (o] o] A JQN v fo)
Yy
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La legge che trasforma le sei componenti del wvettore &

nelle quattro del vettore % e’ pertanto:

i.; A . . . fe}
a\.a .«A ‘ ° " 2 \.c\N Wu
7 . . . 1 vy 0
= +
vy . I f2 0
73 A B ) 0
Uy b - 1] 0

in cui, nella notazicne (487), la matrice éx4 e’ 1a matrice
I y € i1 vettore éx! e’ il vettore dei termini noti S .
Applicando le trasformazioni (53) si ottiene:

b ey zey -2z ¢y -2eq
1cy 3cr+ ey @-12)cs Cy-Cq
Rot
2
\NQ\N.ﬂ-w QlﬁVOU 4, yz ¢3
L -2 cy Ty —Cy ,\Mﬁb 0u+h~.
2 T
p= (Pl —plE,P per pli] o+
P 3 4 1z 4
< T
+ MIM. bS M\NQ 1m£+h¢v ey Vz oﬂlp‘w

Si noti che 1“operazione di postmoltiplicazione di K per la
matrice ' corrisponde semplicemente alla sostituzione Uj=-#y
e Up= 1wy, quindi a sottrarre la seconda colonna dalla prima
e a sommare la terza colenna alla sestaj; 1‘operazione di
premoltiplicazione per nT sia della matrice K che del
vettore P corrisponde a sottrarre membro a membro le prime
due equazioni e a sommare la terza e la sesta equazione. Le

due equazioni cosi‘ ottenute <(corrispondenti a prima e
quarta riga di 13 > rappreczentanc rispettivamente la
condizione di equilibric del nodo 1 nella direzione di
scorrimento del qglifo <(in cui non appare la reazicone
vincolare) e l17equilibrio alla traslazione

secondo x. dell’asta 2, considerata come corpo (assialmente)
rigido.

Palas AL
Il sistema K g =79 permette di determinare le

quattro incognite del problema.
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7.3.6 Sistemi reticolari

Un caso particolare di sistema di travi e’ rappresen-—

tato dalle strutture reticolari, sistemi costituiti da travi

incernierate alle estremita’, sottoposti ,mmnacmmcwam:nm a
forze applicate ai nodi. Poiche’ le travi sono sollecitate
modﬁw:ﬂo assialmente il loro comportamento meccanico e’
descritte dal modello di asta immersoc in uno spazio
bidimensionale (o tridimensionale). Tutte 1le qgrandezze,

Tocali e .o_oquw. che intervengono nella formulazione

discreta del problema elas*ico possono peraltro facilmente

dedursi dal modello di trave eliminando i qradi di liberta’
rotazionali ¢in quanto tutti i punti materiali del sistema,

e in particolare i nodi, non sono dotati di orientazione) ed
inoltre ponendo uguale a zero la rigidezza flessionale
ETL che appare nella matrice di rigidezza locale. Gli

spostamenti e le forze nodali del sistema sono percio’

4
q< m:\. vy ow, v .l w, 9:v

P T By P By P Ryl

ciascuno in numero di 2n; la matrice di rigidezza locale e’
o/

o
Q O O O
-
6 0 o o

Q

’

ed e’ associata a forze e spostamenti locali
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.ﬂ‘u\ Wy
e mm\ e o
R T R
,mw g

Si noti che le forze ortogonali all’asta ( m‘ ) sono nulle
e che quelle dirette secondo 17asta ( ﬁﬁ ) dipendono solo
dagli spostamenti assiali Uy e Wy y in accordo
all“espressione (13) di KP relativa al problema
monodimensionale.

La matrice Te che tiene conto dell“crientazione

.

dell’asta ‘e’ nel riferimento glebale risulta
cos Sinu®
Teo
~Sinol® Oaho«.m\
e la matrice 4@., di dimensioni 4x4, si ottiene dalla (40).
Assemblando le matrici di rigidezza k® secondo 1a
legge (44 ) si ricava infine il sistema ?A¢.u p si noti

che il vettore dei carichi consta delle sole forze nodali e

quindi non richiede operazioni di assemblaggic.
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8 METOD! DI DISCRETIZZAZIONE

8.1 Introduzione

11 problema elastico relativo ad un sistema continuo
richiede la determinazione di funzioni spostamento, tensione

e deformazione definite sull/intero dominio occupato dal

corpo, costituisce cioe’ un problema di campo. le mnchNOi
ni differenziali che lo governano sono peraltro molto
difficilmente m:ﬁm01WUw_w in forma esatta, fatta eccezione

per condizioni geometriche, di carico e di vincolo molto

regolari e del tutto particolarij inoltre anche metodi
analitici approssimati, quali sviluppi in serie di Tarlor e
Fourier, risultano spesso molto laboriosi e quindi di

mnozmwodmwumdm impiego. Nella gran parte delle applicazioni
si rende percio’ necessario ricorrere a metodi numerici

approssimati che trasformano il problema differenziale in un

problemsa algebrico e sono orientati all’impiego

dell’elaboratore elettronico. Questi metodi sono detti di

discretizzazione in quanto riducono il problema continuo

(con infinite incognite) ad un problema discreto (con un

numero finito di incognite)., Tra questi i1 metodo deqgli
elementi finiti e’ di aqran lunga {1 piu’ importante e
rappresenta oggi la piu’ potente tecnica di calcolo

disponibile. Nel seguito si da’ un cenno, necessariamente
Timitato, sullo spirito del metodo e sulle problematiche ad

ess0 connesse; si fa precedere 17illustrazione da quella del

metodo di Ritz da cui il metodo degli elementi finiti puo’
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pensarsi discendere come caso particolare. Entranbi i metodi
sono presentati seguendo 17approccio agli spostamenti, di
piu’ largo uso del metodo delle forze in problemi di analisi

automatica delle strutture.

8.2 Metodo di Ritz

L’idea fondamentale del metado di Ritz e’ quella di

esprimere le variabili di configurazione S‘Tﬁv nella forma
w(=) = Y (=) 9 in & )

dove mwnunv e’ una matrice di funzioni note (funmzioni di

forma) e 4 e’ il vettore dei parametri lagrangiani, che
assumano il significato di ampiezza delle funzioni di forma.
Perche’ la (1) descriva una configurazione cinematicamente
ammissibile per ogni valore um. ¢ y tutte le funzioni che

compongono la matrice MNAKV devono soddisfare le condizioni

al ‘contorno geometriche, deve cice’ essere {@.Tﬂw = O
su o, (4.

La confiqurazione equilibrata e’ determinata rmdgo
spirito del metodo denli spostamenti seguendo la formulazio-
ne variazionale, imponendo cioe’ che d\msmvomm potenziale
totale (1.28) sia minima nella classe mw delle configurazio-

ni compatibili (1). I1 nwaﬂo di deformazione &(x) compati-

bile con gli spostamenti (1) e’

(+) Le condizioni al contorno sonc assunte di tipo omogeneo.
A questo caso ci =i puo’ sempre ridurre attraverso un
opportune cambio di variabile (vedi Appendice).
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Ex)= DY(x) q = E() g n & @)

dove E(x) =D ¥ (x) &< una matrice di funzioni note. Si
osservi che, perche’ alle funzioni dNARQ sia applicabile

l7operatore differenziale b , le funzioni di forma devono

essere continue e derivabili fino all‘ordine richiesto dal

problema cinematicg. Con la (2) l-energia potenziale totale

(1.12) si scrive:

1
2

A\Qvu
: &

22 (2)

%mqoj o;?\%mxr%? ﬂm\#oi
&
£

Imponendo la stazionarieta’ in si ha

Ld

SV= mﬂm E'TCEJV ¢ 1\%@.&\\. m\ﬁqo&gno
3 umw «&,q (4)

da cui si ottiene il sistema di equazioni
K Aw = m : AMV
dove

K- | ECEdV

7 ﬁvo_<+\ ﬁ?ﬁ
& >3,

K e’ 1a matrice di rigidezza del sistema, simmetrica in

T
quanto c = C H e’ i1 yettore delle forze generaljz-—

zate, definito come lavoro compiuto dalle forze di volume e
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di superficie nelle funzioni di formaj piu’ specificamente
17i—esima forza generalizzata Tm e’ il lavoro compiuto

dalle forze attive negli spostamenti w(x) conseguenti

a &.“n* y AT =0 y Ccon ;.umm .

Le equazioni (5) costituiscono le condizioni di
equilibrio del sistema in termini di spostamento % .
Determinati i parametri ‘lagrangiani, la (1) Ffornisce il

campo di spostamento, la (2> quello di deformazione e il
legame costitutive G = Ce quello di tensione. Matural-

’

mente la soluzicne che si determina e approssimata, in

quanto la (i) non rappresenta la piu’ Dm:m1m~m configurazio—

—
ne compatibile; essa dezcrive infatti uno spazio Z di
dimensione finita contenuto nello spazio 4 ~delle
configurazioni compatibili, di dimensione infinita (spazio

di funzionid. Il principic variazionale 8V=0 individua
pertanto la  configurazione a cui corrisponde un wvalore
stazionario (ed anche minime) di V in mu . che non
necssariamente coincide con il valore stazionario
di V in m“ . In definitiva, pertanto, se la scluzione
esatta (incognita) e’ esprimibile nella forma (1) il metodo

di Ritz la determina correttamente, altrimenti la. soluzione

corrisponde ad un valore approssimato per eCCcesso

dell’energia potenziale totale. Poiche’ risulta, dalle (3) e

(),

T T

V(g) = L9 Kg-9p #)
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alla configurazione &n K-uv e’ associato il valore minimo
di V in W;.\ l/\.i.....nl\\N Q.ﬂ*v mentre 17energia potenziale
elastica U= ¥z w...X@ "assume il valore U= {/2 &JU....\A\W":.
Poiche”’ AN}? e’ approssimata per mnnmmmo...Q. e’ approssimata

per difetto, per cui i1 metodo di  Ritz sottostima aqli

spostamenti, ovverc sovrastima la rigidezza della struttura.
Le condizioni di mnc:mv_ulo (5> vanno considerate come

condizioni di equilibrio in media ¢ K e P sono infatti

definite da integrali) per cui la soluzione, in generale,
viola le condizioni puntuali di equilibrio. In particolare

le condizioni al contorno meccaniche non sono soddisfatte a

meno. che le funzioni di forma w\m.\.ﬁunb non siano tali da
soddisfarle ognuna indipendentemente. Poiche’ peraltro e’
generalmente molto difficile determinare ,T,:..Nmos,m che
soddisfano sia le condizioni geometriche che quelle
meccaniche, quasi sempre ci si limita a soddisfare le sole
condizioni al contorno geometriche e ad aumentare il numero
delle funzioni approssimanti.

Riguardo la convergenza del procedimento bastera’ dire

che se le funzioni di forma appartengono ad un insieme

completo (+), 1a congruenza e’ monotona al crescere del

(+> Un insieme di funzioni YW.(x) e’ detto completo se, per
ogni w(x) continua a tratti e’

.KN "
4
Biem w(x)- & Wi(x) 9 dx =0
n-yoo ﬁ mu‘mﬁ %’N
Xy
se cioe’ si ha convergenza in media. Se W (XD e’
continua in L>xry, >, ] la serie converge a W{x) ,

salvo al piu’ nei punti di estremita’ dell’intervallo.

-18%9~-

loro numero n. Unma misura della conwvergenza puc’ essere

ottenuta confrontando i valori successivi assunti da
Vmia all’aumentare di n. Esempi di insiemi completi sonc
le funzioni polinomiali e trigonometriche nonche le

autofunzioni di problemi differenziali autcaggiunti.

" Per concludere si vuole osservare che 17equazione di
equilibrio Kn_u P puo’ essere ottenuta nelle stesso
spirito del metodo di Ritz sostituendo la (1) nell’equazione
dei lavori wvirtuali piuttosto che nel funzionale eneraqia
potenziale totale, sequendo quindi la formulazione intearale
in luogo di quella variazionale. Il metode e detto di
Galerkin e puo’ essere riconosciute come casc particolare

del metodo dei residui pesati. Le equazioni cui si perviene

sono le stesse di quelle fornite dal metodo di Ritz.

8.3 Applicazioni del metodo di Ritz

Si presentano due applicazioni del metode di Ritz,
relative rispettivamente ad una trave e ad una piastra.
a) Trave
Si consideri una trave indeformabile a taglio,
sottoposta a carichi trasversali P(X) . L‘unica variabile

s

di configurazione e’ lc cpostamento trasversale v(>x)

(essendo U(x) = O ), che viene espresso come

vi(x) = z Yilx) 9 = Hmﬂm @)

Le=f

"
dove .m_w. e’ una matrice ixn. La deformazione M(x) = v

risulta percio”







’ 4 {128 94 1
__pe
¢LETL
{23 2304
5 T !

Se si considera solo il primo termine (n=1) dello sviluppo

(8) si ottiene la soluzione:

®»_ _ pe’
T et

Alla quale corrisponde il campo di spostamenti e tensioni:

QV u
z,?cnzhml*:u%
ELET A 4 mmv

Ihcﬂunw = EL W \\m.unw = Pl _ cost

R
' Qv 1y I
T ()= -ELvMxy=0
Confrontando i risultati approssimati con queli esatti si
ha:
u) 1
et 3 , ne) .4
U, 4 M.
lL.“energia potenziale totale corrispondente vale:
) * 2p3
Z 128 FL

Passando a considerare uno sviluppo con due termini (n=2) la

soluzione del sistema K & = W. fornisce

@QVH _ i3 1®u &ﬁvﬂ ( wau
! sz gx v fozy EX
da cui
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v ()

W
!
-0
5]
™
-
W
~~
.
!
&~
®

\VJMNQ: 16 ww.mi

MO (x)= 13 PP - I5 P2

n

n_.nwva.uC 30 P ulmh\

In particolare si ha:

% 0,981

Ve

T
Y o 42

Jud
¢

ed inoltre

d\n~v o w~mu
JtS EL

min  —

Si vede quindi che la soluzione con due termini e 1a solu-
zione esatta sono molto vicine in termini di spostamenti,
non altrettanto in termini di tensioni. Cio’ dipende dal
fatto che quest’ultime sono calcolate attraverso operazioni
di derivazione. Si noti inoltre che, come gia’ osservate, la
rigidezza della trave e’ sovrastimata dal metodo di Ritz
cosicche’ gli spostamenti risultano piu’ piccoli di quelli
effettivi. In +fig.53 i diagrammi delle mo_¢mnm~wNm0:m

relativi alle due approssimazioni n=1, n=2 sono confrontati

con quelli esatti.

b) Piastra

Come secondo esempioc del metodo si consideri la piastra
in figura, appoggiata su due lati opposti, incastrata su un
lato e libera sul quarto, sottoposta ad un carico

uniformemente rilpartito Wo .
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vy Eg

/2 /e
Se la piastra e’ sottile, la configurazione variata e’
descritta dall“unica funzione <<Auh\.uv , di classe 0« ’

soggetta alle condizioni geometriche:
iAHm\M\\unvuo\ ZA..B\OVHQ\ ZQAF\QVHQ
La discretizzazione del sistema si ottiene ponendo

wiz,yy= Y(x,y) 9

dove la matrice riqga .mw contiene delle funzioni di due
variabili di classe mw* s, che soddisfano ciascuna e
condizioni al contorno geometriche. Le funzioni di forma
possono utilmente essere ottenute come prodotti di funzioni
della sola X e della sola Y , ad esempio polinomi o
funzioni trigonometriche: ¥, AR\«WV = Uﬁp. (=) .&u va Nel caso

in esame deve ecsere:
]
X AH a/z)=0 , Y,(0)=0 , Y. (o) =0

Si puo’ quindi assumere

9 ,

Xi(=) = AIAWPWIV y .KMAQVHQ C.

a.

it

he, .. )

oppure
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N...Ak.vu. cos AleAvqﬂW\t ; K.H A.‘.\vl\ 1-tos oY A.uwm\:.w

a &

o anche una qualsiasi loro combinazione. Si noti che mentre

;m " funzioni trigonometriche in X soddisfano anche le

condizioni meccaniche f<momento IM‘ nulle al borde) le

funzioni polinomiali non le soddisfano. La convergenza del
procedimento sara’. pertanto piu’ lenta nel caso dei
polinomi. Facendo riferimento alla tabella che seque si puo’

ad esempio assumere

. il 2 T R _ 4 2z
W) = gl (22) 5 9[- (22) ]9+ 4 [ () Ty
La szoluzione WI{x,y) wiene in tal modo sistematicamente

migliorata aumentando il grado dei polinomi contemporanea-—

mente nelle due direzioni.

wi=,y) | y* g3 KA
2(=) ) 9T e
TNAW% \\f\ o \ﬁf

TNAW‘% \ﬂr - -

Sostituendo 1’espressicne di f\ﬁﬂgu\v nell’energia
potenziale totale (46.38) ed effettuande le inteagrazioni . si
ottiene il sistema risclvente nei parametri
lagrangiani 4m . Ad esempio, limitando lo sviluppco al solo

termine in wg gi ha:







W,xg = :Wm ¥ q,

[t}

Wiyy NTINMH ) 94

W, - 16 M& ¢A

\mw i

e quindi

]

b
A z
V= 29 Wmufr%lﬂmwv‘ﬁoé;x v

-& Yo
PA

a b
tA
+M‘NA._ Vw.un »NL..R\L(% Woﬂ*\\A*O®W\WNVQNLN.L§
IW 3

N

Integrando si ottiene:

1 t_
DR T i
in cui
z
k= 32 Do(et-507)
45
p=2%p 0
avendo assunto Q=b= e (piastra quadrata). Imponendo la

stazionarieta’ L<\Lfﬁ0 si ottiene Qy= W\X e dalla (4.30)

si ricavanc le sollecitazioni:
:aqu; : (-4 U“IW
] HA
:uuNmﬁTAwaNvL_wkm&J_m.

Ny = ~1€ B, (1-9) 29 P
J - £t k

~1?7-

8i noti che, se si trascura 1 effetto Poisson, My varia

solo secondo Y ed Ju solo secondoe L  ed in particolare
sono violate le condizioni al contorno meccaniche; cio’ e’

consequenza del basso ordine del polinomic, per cui

1/approssimazione ottenuta e’ piuttosto scadente.

8.4 Metodo amn_w elementi finiti e metodo di Ritz

11 magoiore limite di applicabilita’ del metodo di Ritz
e’ legato alla necessita’ di determinare funzioni di forma

che (&) mmwso definite su tutto il dominio e che ()

rispettino le condiziconi al contorno gecmetriche. Per tali

ragioni i1 metodo non e’ di fatto impiegabile quando il
dominio ha forma complessa, risul tando impoesibile

soddisfare tutte le condizioni al contorno.

.

Un miglioramento decisivo del procedimento e’ offerto

’

awd Smﬂoao amo_m mamSm:ww %m:mnm nrm vCOA nm:mwjmm

discendere da quellce di Ritz introducendo le cequenti
e

varianti. I1 dominio D e/ suddiviso in sottodomini &

prendono i1 nome di elementi finiti. Al17internc dei singali

sottodomini le wvariabili di configurazione sono espresse
come combinazioni tineari a coefficienti incagniti di
funzioni note. BScegliendc opportunamente le funzioni, i

coefficienti sonoc identificati con gli spostamenti di &lcuni

punti, i nodi dell‘elemento, giacenti sulla frontiera 2D

e
(eventualmente altiri nodi poszsonc essere situati in &
Gli spostamenti del qenerico punto dell’elemento sonc quindi

eapressi in furnzione degli spostamenti de i nodi
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amtuxmdmsmnﬁom le funzioni di- forma della combinazione
lineare assumono percio’ il significato di funzioni ‘aw
interpolazione. Si realizza pertanto un’approssimazione
locale, anziche’ gliobale, delle wvariabili di stato e
17unione amddm funzioni che descrivono il campo di
spostamento nei singoli elementi fornisce percio’

un’approssimazione a tratti del campo in tutto i1 dominio

D .

Il grosso vantaggio operativo dell’approssimazione
locale risiede nel Ffatto che le funzioni di interpolazione
non devono soddisfare condizioni al contorno geometriche ma
solo (e non necessariamente) certi ﬂmnc”mynw di nu:ﬁm:cmﬁm\
attraverso la frontiera dei singoli elemeriti., E’ possibile
in questo nodo approssimare il campo di spostamenti anche in
domini di forma molto nOSn“mmmw. a patto di effettuare una
suddivisione in elementi (maglia o mesh) piuttosto fitta in
corrispondenza del nO:»Om:O.

S5i noti la stretta analogia del metodo degli elementi
finiti con la Fformulazione discreta del metodo degli
spostamenti relativa ai continui monodimensionali di asta e
di trave (cap.”7>. Anche in quel caso, infatti, la
descrizione del campo di spostamenti e/ di tipo locale e le
funzioni di forma assumono il significato di funzioni di
interpolazione. La differenza sostanziale risiede nel fatto
che in quel caso tali funzioni sono esatte (nell’ambito del

modelio matematico sviluppato) in quanto descrivono

correttamente il campo di spostamento deli’elemento
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conseguente a certi spostamenti assegnati ai nodi, cioe’
soddisfano sia il requisito della compatibilita’ interna che
quello dell‘eqguilibrio; 1le funzioni sonco state infatti
determinate integrande in modo esatto ie equazioni
differenziali del probliema elastico. Nel metodo degli
elementi finiti, invece, cosi” come in quello di Ritz, le
funzioni di interpolazione sono so0lo conagruenti ma non
equilibrate e quindi it risultato cui si perviene e’

approssimato. L’ imposzibilita’ di determinare delle funzioni
di interpolazione "esatte" per un continuo bidimensionale o
tridimensionale dipende dal fatto che il campo di

spostamento non e’ univocamente determinato dalla conoscenza

degli spostamenti di certi punti isolati dells +1msﬂmm7m Ci
nodi) bensi’ da quella di tutti i punti che giacciono sulla
frontiera. Detto in altre parcle, mentre il contatto tra
elementi monodimensionali e’ puntuale, il comtatto tra
elementi bidimensionali e’ tineare e tra elementi
bidimensionali e’ superficiale cosicche’ anche se i
assumono come incoagni te ali spostamenti dei punti
interelementari i1 problema in due o tre dimensioni 1mmww un

problema differenziale, anziche’ ridursi ad uno algebrico.

Riassumendo, la tecnica di diccretizzazione in elementi
finiti applicata alle aste e alle travi fornisce 1la
soluzione esatta (se le funzioni di interpolazione sono
esatte (+)), applicata ad altri continui fornisce una

(+) Ad esempio per una trave a sezione variabile, invece che
integrare un’equazicne differenziale (zegue pag. succ.)
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soluzione approssimata.

8.5 Derivazione qenerale delle equazioni di eguilibrio

secondo ‘il metodo deqgli elementi finiti

Si suddivide il dominio occupato dal sistema in m
sottodomini MWF (e=1,2,....m>, sulla frontiera dei quali si

individuano dei punti nodali (fig.54).

?:lo nodale

h..u.msd

Facendo riferimento ad un sistema d’assi Jlocale il

e
campo di spostamento S.Akmw all‘interno di mvm\ puo’ essere
espresso in funzione degli spostamenti dei punti nodali &w

e
attraverso funzioni di interpolazione JWAKM»mc*+mnmm:wm5m3mm

reqgotari:

w®(x®) = Mwmad &p in & (1)

(seque) a coefficienti variabili, si possono assumere
come funzioni di interpolazione le funzioni della trave
a sezione costante, suddividendo 1a trave stessa in piu’
elementi nell“ottica di un procedimento approssimato.
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Seguendo allora il procedimento itlustrato a proposito del
metodo di Ritz (eq.(1>-(4)) 1’energia potenziale totate
dell’e-esimo elemento si scrive:

T 0\.1 e

AAICOEEE ML Ml re)

Kt = | ESctECdV
e (13)
wnn\ v dV v redS
ot wwﬁ

sono rispettivamente la matrice di rigidezza locale e i1

e ‘vre
vettore dei carichi locales e’ inoltre E (x%)= D mN.Akmy.

Si noti che, per il sigrnificato che ora assumono i parametri

9

lavoro compiuto dalle forze attive mel campo di spostamento
e
tonsequente a spostamenti nodali &m

. e .
¢ y la i-esima forza generalizzata Py rappresenta il

=1 , 9;=0 ¢j#l 0.
L’energia potenziale totale del sistema si ottiene

sommando le energie di tutti gli elementi:
m e, o {
V()= X V() (14)
La funzione (14) fornisce l‘energia posseduta dal sictema
nella generica configurazione individuata dai parametri di
spostamento locale di ciascun elementc. Affinche’ la
configurazione sia congruente, lo spostamento di un nodo

appartenente a piu’ elementi adiacenti, anche se misurato

in riferimenti locali diversi, deve essere il medesimo.
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Detto allora @ il vettore degli mnommwam:»w nodali riferiti
ad un sistema d’assi globale, gli spostamenti dei. nodi
dell’e—esimo elemento nel riferimento Adonw_m ad ess0o

solidale sono (vedi eq.(7.38))
n“m‘nu dlﬂbm\%. A.«,ﬂv

e ) e
.Jn:_ 07 o7 1a matrice di estrazione/collocazione e T 1la

matrice rotazione. Sostituendo 1a (15) nella (14) si ha:
T 5 eTreT ereqe, _ qtTrel e
V(=9 Z [T xﬂb;b.ﬂmuu
=9 Kq-97p (1

in cui
Ks Z e ke Te
. =1
i e’ eT e Q.NV
p=Z &= T P

K e P sonoc rispettivamente 13 matrice globale di

rigidezza e il vettore qlobale dei carichi. Le <17
coincidono con le (7.44) (a parte le forze attive nodali qui
non considerate) relative ai sistemi naturalmente discretij;
1“operazione di assemblaggio puo’ percio’ essere effettuata
in forma diretta, come gia’ discusso, a partire dalla
grandezza di elemento (13).

Dalla condizione di stazionarieta’ di V si ottengono

le equazioni di equilibrio

K9=p ()
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alle quali vanno imposte le condizioni di vincolo secondo le’
stesse modalita’ illustrate nel paragrafo 7.3.3.

In conclusione va osservato che le condizioni di
equilibric del sistema, come accade nel metodo di Ritz, sono
soddisfatte soltanto in media. Le condizioni di congruenza,
invece, sono soddisfatte puntualmente all’internc di ciascun

elemento (stante la regolarita’ delle funzioni di interpola-

’

zione) ma nhon tra elementi adiacenti. La compatibilita’ e

infatti assicurata solo in corrispondenza dei nodi, dove
vengono eguagliate le wvariabili di configurazicne, ma in
generale wviolata nei restanti punti della frontiera.

Sull’argomentoc si tornera’ nel cseguito.

8.4 Funzioni di interpolazione, matrice di rigidezza e

vettore dei carichi locali.

Si wvuole ora mostrare un procedimento di calcolo

abbastanza generale per derivare, fissata la forma
detl’elemento e il numerc e la posizione dei punti nodali,
le funzioni di interpolazione e le grandezze di elemento,
matrice di rigidezza e vettore dei carichi. Poiche’ in
questo paragrafo tutte le grandezze sono riferite agli assi
locali, si omettera’ sistematicamente 17indice “e”.

Sia W(=x) il vettore delle wvariabili (locali) di
configurazione. Convenendco di

utilizzare funzioni di

interpolazione di tipeo polinomiale si ha

w(x) = %?C o qu
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in cui W e’ una matrice di polinomi ed X un vettore di

coefficienti arbitrari {coordinate generalizzate). Per
ricondurre la (19> alla forma (11>, in cui i parametri
lagrangiani sonc identificati negli spostamenti nodali & s

e’ necessario esprimere X in funzione di 9 - Calcolando 1la
(19> in corrispondenza dei nodi di coordinate = ed

eguagliando agli spostamenti w si ha:
%N J % : ﬁNOV

in cui J e’ una matrice di costanti. Perche’ la (20) sia
invertibile J deve essere quadrata, con det .u..%,o. per cui

il numero delle coordinate qgeneralizzate deve essere uquale

al numero dei parametri di spostamento nodale dell’elemento.

Ricavando dalla (20 e sostituendo nella (19> si ha

infine
wixy = =) T g = ¥ q (21)

e quindi risulta :mw.ﬂuc..u Wmu@ J *.

11 procedimento illustrato, Bod,ﬁo semplice nella
formulazione, risulta tuttavia spesso oneroso in quanto
richiede 1‘inversione della matrice J (in forma algebrica
o numerica). L’alternativa e’ percio’ quella di determinare
direttamente "per ispezione” le funzioni di interpolazione,
utilizzando particolari sistemi di riferimento o funzioni
opportune che valgono | in un nodo e 0 negli altri. Questi

metodi non verranno analizzati in questa sede.

-205-

A titolo di esempic si vogliono qui sviluppare due
semplici elementi finiti, rispettivamente di Tastra e di

piastra, illustrati nelle figure 55 e 36.

ArY

wy \Y/

hn
|
Yoz T > iy
%W\\\\v\* % s

A?v\_w M\\M \u.ludmu
?.

fig.55 fig. 56

a) elemento triangolare di lastra (4 g.d.1.)

11 campeo di spostamento e’ rappresentatoc dalle due

funzioni scalari W (=x) , V(=) alle quali e’ richiesta
continuita’ di classe c’ (in quanto nell’operatore
cinematico D appaiono derivate d’ordine massimoc pari &d
1>, Poiche’ i nodi dell’elemente sono tre e’ necessario

introdurre tre coordinate generalizzate per ciascuna
componente di sepostamento; si puo’ quindi assumere come
funzione di interpolazione un polinomic completo di prime

grado per entrambe le variabiliz

I

wix,y) Xy + X x o+ Ky Yy

m:+ WNUP.T Ry

In forma matriciale si ha:

(22)

i

vi(x,y )

wix, y) 1 . y o o o []
= @23)
U,y ) o o o {1 x y *mv
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in cui o e ﬂ sono vettori a tre componenti. Calcolando la

(23 nei punti nodali si ha

Wy 1 Xy Y1 o
w, p o= |1 X, Y2 28 (24)
U3 1 X3 d3 ol3

ed analogamente per Qw y Y, , Uy . Invertendo la (24) si

trova Awmw
oy YT XaYr Ty y; LY —Ag Yr| (U
{
=8 = —— Y- Ys ~Y -
2 Y J3- Y4 Y1-Yz Uy

dove ZA=detJ e’ il doppio dell’area del triangolo, avendo
numerato i nodi in verso antiorario. 8i noti che mﬂ e’ non
singolare s& | vertici del triangolo sono non allineati.

Sostituendo le (25) nella (23) e riordindndo si ottiene

Wy
. oy
©£(x,9) ¥ o ¥, o ¥ o w
1
= -

V(X,Y) % ] o ¥, o ¥
w3
V3

in cui le funzioni di interpolazione ¢} sono:

ti(2,9) umW: [(293=%332) ¥ (Jo-y3) X+ (- e
{\wﬁﬂ\éu%\ﬂ (%Y1= y3)+(Ya=1) +(4-%) 9] (26

& ?Qvumﬁ;fkiwn&wuc F(f1-Yo)X t (-2 Y T
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Si noti che Y (X, 4¢) =1, {cAhﬁ\uwvnuﬁomuw\mwvuo ed analoghe.

Le funzioni Y¢(x,y) sono diagrammate in fig.57.

., ot
:ﬁu )’ %
u
‘ﬂ
! 1
: * : M H

f\\ AR\QV w\\m A:H\rvb Qmu mkxkk

ﬁwu.Mm
Una importante conseguenza della linearita’ di {éAﬂxuw

e’ che, considerato un assemblaggio di piu‘ elementi, il

campo  di spostamento e’ continug anche nei punti di

frontiera degli elementi, cioe’ le funzieni W(X,y), CAR\QV

i mantengono continue nel passare da un elemento ad un

altro adiacente. Poiche’ infatti gli spostamenti su un lato
comune a due triangali adiacenti variana linearmente,
17uguaglianza degli spostamenti dei nodi comuni implica
l17uguaglianza degli spostamenti di tutti i punti del lato, e

quindi continuita’ interelementare. Questa circostanza =i
verifica tutte le volte che 1o spostamento in un punto di un

lato dipende soleo dagli spostamenti dei nodi che qiacciono

sullo stesso lato, e non dagli spostamenti degli altri nodi

dell‘elemento. Elementi finiti che soddisfano questa

condizione sono detti compatibili, in quanto Ta

compatibilita’ e’ assicurata in tutti i punti del
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dominio & dell“assemblaggio, compresi quelli appartenenti
al contorno degli elementi.

Passando a considerare il campo di deformazione
w:\mnwmv:o dell’elemento e’ necessario applicare 17operato—

re cinematico D (eq.(4.2)) al vettore spostamento (25); si

ottiene NH.UJW& = m¢

D\f
Ex fx O Yux O W O v,
Y
gyt = |9 #y o Yy O Hy | A (2%)
¢.~.
u».u\.k ‘NV*\;.\ ..\\?uﬂ N\\N\R v?N\k. ﬂu\u wQu\M‘ S.W
\ Uy

Paiche’ nella matrice E(=%) appaiono le derivate prime delle
funzioni di interpolazione (26), E e’ una matrice di

costanti, e le deformazioni sono costanti nell’elemento.

Come conseguenza anche le tensioni sono costanti, e quindi
discontinue attraverso i bordi interelementari.

La matrice di rigidezza dell’elemento si ottiene dalla
134 2, tenuto conto del legame costitutivo espresso
dall’operatore elastico C (eq.(4.10)); poiche’ 1“integrando
e’ costante risulta K= mmhﬂﬂ E v A y la cui espressione
esplicita e’ facilmente determinabile e non e/ qui riportata
per brevita’,

Per- quanto riguarda il vettore dei carichi nodali e’

necessario calcolare gli integrali (13,):
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Pra i A\\* 0 u_ i f o]
0 ¥i
Py ° % by v o o
¥ oo

A P = ¢ dx ..L& -+ : v L/m

Py b |0 % e | ° “lle

by f J

e “ooo Bho°

\ Pay o Y] REEERE] (28

in cui b= b(x,y) , f=F(x(s),y(s)), dove s e’ un’ascicsa
amfnw”w su 08 . 8i noti che i1 secondo integrale della
(28) e’ esteso alla sola porzione della frontiera che 17ele-—
mento ha (eventualmente) in comune con la frontiera della
lastra. Ad mwm:.v._o. ce l7elemento ha solo il lato 1-2 gia-
cente sul bordo della lastra, poiche’ e’ n\wmuwm O.«,f.m.m.\.v.
sono diverse da zero le scole forze nodali relative ai nodi 1
e 2. Orientando § dal node 1 al 30&0 2 e Y= \lxwl e mvmu:m,m!.
dove ¥ e’ la lunghezza del ltato 1-2; risulta allora per

esempio:

¢
Pz= | (1 - mm!v fos)ds (29)

(+]

ed analoghe.

b) elemento quadrangelare di piastra (12 g.d.1.)

Considerando una piastra indeformabile a tagliio il

’

campo di spostamento e rappresentato dall“unica funzicne

4
sxmun?uw , che deve essere continua di classe © (in quanto

nell’operatore cinematico D (46.22 appaiono derivate
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seconde). In ogni nodo risultano definiti tre gradi di
liberta’, la traslazione W e le rotazioni @W.M.f&n e
ﬂwu ~W,, » cosicche’ 17elemento a quattro nodi ha comples—

sivamente dodici g.d.1. e si rende necessario introdurre un

polinomic con dodici termini. Ad esempio:

Wi, y) = Syt tog g+ ooy i gy +2nQ~+
3 2 z 3 3 3
+ oy X +0A%4K./W+.Qbhﬁl.\ + o Y T Ry X Y+ oKy XY

@e)

e quindi

2 2 2 2 2 3 3 3

=1y = xy y* <7 Xy =y g 2y 2y
1)
I termini in o+ ol costituiscono un polinomio completo
di terzo grado al quale sono stati aggiunti due termini

quartici (simmetrici in =C y Y per rispettare 1’ invarianza
deli’elemento). &Si noti che, poiche’ la funzione wW e’
cubica sui lati dell“elemento hnnﬂou+. ,Qunbhﬁ s I quattro
g.d.!. (spostamento e rotazione secondo 1’asse normale al
Tato) sono sufficienti ad identificarla univocamente e ad
assicurare quindi 1a continuita’ interelementare di W e
della sua derivata W, in direzione tangente al bordoj;
tuttavia la derivata normale W, wvaria sul lato con legge
parabolica e quindi non dipende soloc dai rimanenti due
g.d.1. dei nodi appartenenti al lato, ma anche dagli altri
g.d.1.. Come conseguenza la continuita’ di W, non e’

assicurata nei punti di frontiera degli elementi, e quindi

17elemento finito in questione e’ pon compatibile.

Calcolando le derivate della (30) si ha:
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2
(,\\M\N X, + NOfUO&.nKMI%.T WOAM(,.‘\ J.\NOAw:H:WJr

+ gyl Joery xly 4+ oy Y7

32)

]

Fa
oly + ofg X + 2 g o + Olg X+ Nan Xy +

J
[A
+ 3oty yia oty 7+ B XY
Applicando le (300 e (32) al calcole degli spostamenti

nodali

Vo= WX Y), Piam Wy (4,90), Py = = Wi (<inde)

Q\..H\\N\w\ssv A.w.wv
si ottiene &mu um o :
2 .
<<r. * k,. ,..&_.H..Qﬁ. kﬁ.w .o:

2 N { 1 0 X 2yl e

.ﬁQ o -1 0 -2x! -y o ... o

e quindi (t=1,2,3,4) (34)

fl :Hu ]
~¢~w ﬁuwg .
TRl (5] R
(1) (5] ]

dove si puo’ mostrare che 1a matrice J  12x12) e’ non

. . Fagf! , .
singolare. Effettuando il prodotto si ottiene 1la
matrice ¢ (1x12) delle funzioni di interpolazicne e
17analisi seque la strada gia’ indicata. 5i osservi solo che

le deformazioni e le tensioni, ottenute come. derivate

~-212-







seconde dello spostamento, variano ora con legge quadratica

all“interno dell’elemento.

8.7 Convergenza del metodo deqli elementi finiti

Un aspetto molto importante di qualsiasi procedimento
approssimato di soluzione e’ quello della convergenza. Nel
caso specifico del metodo degli elementl finiti la questione
si pone in questi termini: allZaumentare del numero degli
elementi finiti con cui e’ discretizzato un dominieo, la
soluzione approssimata del problema elastico converge alla
soluzione esatta? Da un punto di vista strettamente
matematico sono stati stabiliti dei criteri di convergenza
che valgono se il processo di infittimento della maglia e’
effettuato nel rispetto delle sequenti norme:

a) ogni punto del dominio deve appartenere ad un elementoj;
b> la maglia piu’ fitta deve contenere le maglie plu’ radey
c) e ' funzioni di interpolazione non devono wvarlare

all“infittirsi della maglia.(+)

In queste condizionl si ha converqgenza mopotona se 1le

funzioni di interpolazione soddisfano | seguenti requisiti:

(+) Riguardo la prima condizione e’ necessario osservare che
se i1 corpo ha superficie laterale curva (o bordo curvo)
non e’ possibile rispettarla se si utilizzano elementi
finiti poliedrici (o poligonalid>. Tuttavia 1la
sperimentazione numerica mostra che 1a convergenza e’
uguaimente ottenuta, anche se non garantita
matematicamente. .
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1) vowmo:o rappresentare ogni spostamento rigido e stato di

deformazione costante (condizione di completezzal;

2) assicurano lunge i bordi interelementari continuita® di
.‘ul.& v v . x . .
classe C delle wariabili di configurazione, dove n
e’ 1“ordine massimo di derivazione che appare
nell‘operatore cinematico, e quindi nell‘energia

potenziale totale (condizione di compatibilita’>.

Un elemento finito che rigpetti entrambi i requisiti e’

detto compatibile e completog, e se la maglia e’ infittita

secondo i eriteri a)>, bd, e c¢) prima detti, assicura

convergenza monotona alla soluzicone f{convergenza dall”’alto

dell’energia potenziale totale).
l.La necessita’ di rappresentare unc muomﬁwamlwo rigido
dell‘elemento appare chiara se si pensa ad esempio Ma una
mansola sottoposta all“azione di una forza applicata in un
punto A diverso dall‘estremoc liberoc B: 1a parte aw.ﬂjwcm
compresa tra A e B non e’ sollecitata e ruota rigidamente,
apportando un contributec nullo all’energia potenziale
totale. Qualsiasi contributo diverso da zero costituisce
pertanto un errore nella soluzione che non puo’ ﬁm:QM1m a
zeroc all‘aumentare del numero degli elementi.
La necessita’” di descrivere un generico stato di

deformazione costante all’internc dell’elemento si

giustifica pensando che, comunque complicata sia la legage

con cui wvariano le deformazioni nel dominie, quandeo le
dimensioni dell”elementc tendoneo a zero all infittirsi della
-214-
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maglia, le deformazioni tendono ad un valore costante
neil’elemento.

La condizione di noaumnwvwgwﬁw\r infine, assicura che
la soluzione appartiene ad un insieme contenuto nello spazio
delle configurazioni ammissibili, da cui la caratteristica
di convergenza dall’alto.

Riguardo la condizione di completezza si osserva che
T7elemento finito triangolare di lastra .soddisfa entrambi |
requisiti: le (22) mostrano infatti che, se &, = Tu =0
e Ay = ~ ﬂN il moto e/ rigido piano; e inoltre dalle (27)
si vede che le deformazioni sono costanti nell’elemento.
Analoghe considerazioni valgono per 1‘elemento quadrangolare
di piastra (eq.(32)), per cui entrambi gli elementi
analizzati sono completi. Si e’ gia’ osservato pero’ che
mantre l1‘elemento di lastra e’ anche compatibile (in quanto
le funzioni U e U sono continue lungo i bordi) 1’elemento

di piastra e’ non compatibile, in quanto la derivata deila

funzione w normale ai bordi e’ discontinua. Questa
circostanza e’ di carattere generale: mentre risulta
mo_wmw5m3»m agevole formulare elementi finiti con
continuita’ di classe ﬁe (asta, lastra, trave e plastra
deformabili a taglio) non risulta altrettanto facile
assicurare continuita” di classe 0« (trave e piastra

indeformabili a taglio). Questo e’ il motivo per cui negli
ultimi anni molto lavoro e’ stato svolto in letteratura
sulla formulazione di elementi di piastre (e volte) in cui

spostament| e rotazioni sono  assunti come variabili

-215~

indipendenti. Va comunque osservato che elementi completi ma

non_compatibili hanno mostrato nelle applicazioni velocita’

di convergenza anche superiori a quelle di elementi
compatibili; 1a convergenza e’ pero’ non monotona e si perde
quindi 1a vantaggiosa caratteristica di 1limite supericre

amdd\m:mjomw potenziale totale.
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$. TEORIA LINEARIZZATA: CONTINUI LABILI E BIFORCAZIONE

DELL/EQUILIBRIO.

2.1 Introduzione

11 problema elastico trattato nei precedenti capitoli
e’ statoc formulato in un ambito puramente lineare; in
particolare le relazioni cinematiche deformazioni-spostamen-
ti sono state determinate nell’ipotesi di spostamenti

infinitesimi, le equazioni di equilibrio sono state mavomﬂm

nella confiqurazione indeformata del corpo, e la legge

costitutiva e stata assunta lineare. La teoria che discende

da queste ipotesi e’ detta teoria lineare ed e’ caratte-

rizzata da proporzionalita’ tra cause ed effetti norche’
additivita® di cause e di effetti (principio di sovrapposi-
zione).

La teoria lineare puo’ essere applicata con successo
per descrivere una larghissima classe di fenomeni meccanici
non soleo da un punto di wvista qualitativo, ma anche
quantitative. Tuttavia mmmmAOJO particolari +enomenologie

che non possono essere descritte neppure gualitativamente da

essa. In questi casi risulta necessario abbandonare alcune

delle ipotesi semplificative e formulare un modello

nonlineare piu’ ricco, anche se naturalmente piu’ comples—
so, del semplice modello lineare.
Le teorie nonlineari si distinguono tra loro per la

messa in conto delle pnonlinearita’ geometriche del sistema o

delle nonlinearita’ del materiale (o di entrambe). Le prime
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nascono da unc studio della cinematica in cui gli
spostamenti sono assunti di grandezza finita e le condizioni
di equilibrio sono imposte nella configurazione deformatay
le seconde descrivono un comportamento del materiale piu’
generale di quello semplicemente elastico lineare. Uno
studio approfondito della problematica delle teorie
:Om_.:mwvm esula dagli scopi di questo corso e trova posto
In sedi specializzate. Ci si limitera” pertanto ad
i1tustrare come, mettendo in conto nel modello anche il piu’

bassg arado di nonlinearita’ qgeometrica, sia possibile

formulare unx teoria sufficiente a descrivere aspetti
meccanici qualitativamente importanti che non possono essere
snalizzatli con la teoria lineare. Questa teoria e’ detta
linearjizzata e costitulisce 1o0ggetto dello studio sviluppato

in questo capitolo.

9.2 Esemplo introduttivo: il pendolo

I concetti fondamentali della teoria linearizzata sono
ITlustrati con riferimento ad un semplice modello ad un
grado di liberta’. Viene dato ampio risalto all‘interpreta-

zione meccanica delle equazioni.

9.2.1 Rigidezza geometrica. Sistema labile

Si consideri un pendolo matematico pianoc (fig.58a),
costituito da un filo inestensibile e da una massa pn di

peso P= i,w. « Nella configurazione di riposo, assunta come
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riferimento, la massa e’ in equilibrio sotto 17azione di P
e della reazione del filo N=P ., 11 filo si dice essere in

uno stato di _presollecitazione.

F ?_u. 58

Si consideri ora una forza orizzontale F applicata alla

massa  m . In base all’analisi seviluppata nella teoria

lineare =i potrebbe concludere che "poiche”’ i1 pendolo e’ un

sjcstema labile l’equilibrio e’ impossibile". L asserzione e’

manifestamente errata e va corretta come seque: “"poiche’ i1

’

pendolo e un sistema labile l1’equilibrio e’ impossibile

nella configurazione di riferimento”. La teoria lineare,

infatti, prevede 1’imposizione dell‘equilibrio nello stato
indeformato; cice’ naturalmente non esclude che 17equilibrio
possa sussistere in uma (o piu’) configurazioni diverse da
quella di riferimento. Per wverificare 17esistenza di
soluzioni equilibrate e’ necessario pertanto scrivere delle
equazioni nella aenerica configurazione individuata

dali‘angolo & (fiq.58b). 8i ha:

P~ NcosD = O

il

()
_Us\ N M"\,@.

]
o
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da cui si ricava lo sforzo nel fila e la configurazione

equilibrata incognita:

N . _P = oveley F 2
Oohv@Y M\ 1 G u

Le equazioni {1) sono geometricamente esatte e rappresen-

tano le eguazioni nonlineari di equilibrig del pendelo, per

il quale dunque l‘equilibric sussiste in una configurazione
deformata.
Si considerino ara valori di & infinitamente piccoli:

e’ possibile allora sviluppare in serie le (1) ed assumere,
2

con un errore dordine © , Sin® = e cos©O={ . =i
ottiene

N=P , P®=F G
Le (3>, lineari inm % . sono le equazioni di equilibric
della teoria linearizzata. Esse rappresentanc le condizioni
di equilibrio imposte in una configurazione deformata

infinitamente prossima a guella di riferimento, individuata

cice’ da una cinematica lineare (fig.38c).

"Le (3) esprimenc questo semplice concettc meccanico:
per © sufficientemente piccoleo la proiezione verticale
della forza N e’ circa uguale ad N mentre la proiezione
orizzontale e/ diversa da zero, pari ad N&- Lequilibric
in direzione verticale, che sussisteva nella configurazione
di riferimento prima dell applicazione di ﬂ,, nch e’ percio’

disturbato dalla variazione (infinitesima) di geometria in

quante N equilibra ancora P . Lieffetto della wariazione







di geometria si risente invece nella nascita della
compenente orizzontale N = PO che e’ disponibile per
equitlibrare la forza F . VAW rappresenta percio’ una
forza proporzionale allo spostamento che si oppone alla
variazione di qeometria, e’ cioce’ del tipo delle forze di
richiamo elastico. 11 coefficiente di proporzionalita’ non
e’ pero’ una costante elastica ma una forza (o tensione) che
dipende dallo stato di presollecitazione; per questo motivo

la forza di richiamo e’ detta geometrica e la rigidezza del

sistema e’ detta rigidezza qeometrica, in quanto non dipende

dalle caratteristiche elastiche del sistema <(in questo
problema peraltro del tutto assenti) ma solo dalla
geometria.

Seneralizzando, la rigidezza geometrica rappresenta
1“inerzia di un sistema presollecitato a mutare configura-
zione, anche in assenza di deformazioni elastiche. Le forze
geometriche nascono Umﬂ,mﬁﬁmnno dello squilibrio tra forze e
tensioni preesistentl causato dalla variazione di geometria.
In generale la rigidezza geomeirica e’ tanto maggiore quanto
maggiore e’ la presollecitazione: nell‘esempio del pendolo
la rigidezza cresce con il peso della massa e si annulla con
essaj per P=o0 ed F$* 0 non puo’ sussistere equilibrio

(nell’intorno di =0 > per assenza di rigidezza

geometrica del sistema. In particolare, quindi, nella teoria

linearizzata non vale 1a sovrapposizione deqli effetti.

o

S3i notino le differenze di ipotesi e di procedimento

fra la teoria lineare e quella linearizzata: entrambe
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assUmono che gli spostamenti sianc infinitamente piccoli
(cinematica _mnmw1MVw 1a teoria lineare considera pero’
dsmncm“wuﬁmo nella configurazione di riferimento, 1a teoria
linearizzata in quella deformata <(al primo ordine negli
spostamenti). La conseguenza e’ che le forze ora appaionco
nella parte omogenea delie equazioni di equilibric (come
coefficienti di rigidezza qeometrica) cosicche’ se essze
variano durante il processc di carice la rigidezza varia e

il comportamento del sistema e’ ponlineare. In definitiva le

equazioni della ‘teoria linearizzata sono lineari negli
spostamenti, ma quadratiche nel prodotto carichi—-spostamen—
ti.

?.2.2 wm«07nwmm03mmmd_«mncm_mﬂjmo

La rigidezza geometrica di un sistema puc’ naturalmente
coesistere con la rigidezza elastica. 3Se la massa m™m del
pendolc e’ vincolata da una molla elastica lineare di
rigidezza k disposta crizzontalmente (fig.S5%) 17equazione

(linearizzata) di equilibrio alla traslazione si scrive

14
Q\ .

N=pP

kKee hu.mu







(ke +P) o =F )

in cui k & e’ la rigidezza elastica e P quelila geometrica.
Solitamente 1’effetto geometrico e’ trascurabile rispetto a
quello elastico; si pensi infatti ad un sistema continuo: le
forze geometriche sono proporzionali alle pretensioni &, ,
quelle elzstiche al modulo elastico E >» @&, . In questi
casi, peraltro i piu’ comuni, si puo’ senz’altro applicare
la teoriz lineare. Tuttavia, anche quando il termine
geometrice non e’ »7wmncﬂwUm_m ¢ P dell‘ordine di k ¢

nell‘esempic) la teoria lineare da’ risultati gualitativa-
mente esatti, anche se quantitativamente errati. Cio’

dipende dal fatto che la rigidezza qgecmetrica e’ positiva,

cioe’ si somma a quella elastica per dare una forza opposta
alla forza attiva F .
Una situazione affatto diversa si ha quando 1la

riqgidezra geometrica e’ neqgativa, il che accade quando Ja

forza geometrica e’ concorde con guella attiva,come si ha ad
esempio nel pendolo rovescio in fig.é60a (in cui il filo sia

sostituito da un'asta rigidad.

Ne=P
koe \, — fu
T F = fom
v
ﬁu
6
& & 5o
) ) ) ¢
%WQ.MO

In questo casc la condiziene di  equilibrie si  scrive

(fig.40b)
(k-P) © = F s)
Si studi dapprima il problema omegenec F=0 . La (S

ammette la soluzione banale @=0 fasta rettilinea) e la

soluzione non banale ©#0 perr P = P. , dove

P = k2 ¢)

[

e’ detto carico critice. Il carico critice ha un cignifi-

cato meccanico molte importante: rappresenta il piu‘ piccolo

,

valore del carico per il quale coesistono due foc piu’?)

confiqurazioni di equilibric, per il quale cice’ wviene meno

1“unicita’ della scluziane del problema eslacstico, assicurata
dal teorema di Kircchoff in un ambito strettamente lineare.
Se «i diagrammano (fig.41a) le <caluzioni della (5) in un

piano P y (V2 . A P= WV corrisponde un punto di

biforcazione, punto d'interceziaone di due (o piu’) rami di

equilibrio. Mella teoria della stabilita’ si dimostra che i
punti del percorsco 6 = 0 (percarzc fondamentale)

corrispondenti a P> P. sono caratterizzati da equilibrio

instabile, e quindi non scono raggiungibili dal siztema (+).

(+) Questo risultato puo” anche ecsere ottenutc in base alle

considerazioni che seguono. Per P P la rigidezza
elastica e~ in valore assoluto maggiore di  quella
geometrica cosicche’ =e si assegna al sistema una
piccola perturbazicne, i1 scistema tende a ritornare

;

nella configurazione iniziale (o il mote e’ confinate in
un intorno di questa) e 1 equilibric e’ =stabile; per
P> P la rigidezza geometrica e’ maggiore di (seque)







P F
punto di @)
instabile — biforcazione ’ \Arv
= : ke
= Po
va..nN_,mo = ke
diramato I\, (c)
\/ percorso
i stabite, fondamentale
4
[»3 ) s
(a) fig.61 &)
Lsa teoria linearizzata, sfortunatamente, non e in grado di

fornire informazioni circa il percorso diramato, che appare

come una curva piatta caratterizzata da un itlusorio
equilibrio indifferente. UnZanalisi piu’ approfondi ta
richiede infatti necessariamente 17impiego della teoria

rnonlineare che apre tutto un capitolo della Scienza delle
Costruzioni che non puo’ essere affrontato in questa sede.
Bastera’ soltanto dire che la teoria linearizzata, mol te
semplice, e’ in grado di fornire l1“esatto valore di WW nelle
piu’ comun i applicazioni e nelle ipotesi di calcolo
usualmente accettate, fornendo una stima, ancorche”’
incompleta, del grado di sicurezza deltla struttura nei
riguardi dei fenomeni di instabilita’. Tali +mr03m3m non
possono ovviamente essere predetti facendo uso deila teoria
tineare.

Passande a considerare i1 problema non omogeneo (5>, la

soluzione e’

(+) (seque pag. preced.) queila elastica e quindi, assegnata
una perturbazione, i1 sistema si allontana indefinita-
mente dalla configurazione di equilibrio, che pertanto
e’ instabile.
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avendo fatto uso della (&). Meltla (7 ﬂ\ynﬁ e’ la zoluzione

~4
del problema lineare e A*i W\*M.v e’ detto fattore di
amplificazione. La (7) e’ diagrammata in fig.élb in tre

, €2 VH\YTO , ﬁ.“yﬂO

casi: ay P=0 |, o P= cost
in cui 9 e’ un parametro di carico.. La soluzione &)
coincide nms quella della teoria lineare, (assenza di
effetti geometrici>, la curva b evidenzia una riduzione
costante mm rigidezza, la curva ¢ una riduzione
progressiva; per P= P 1a rigidezza geometrica egquaglia in
valore assoluto quella elastica cosicche’ 1la rigidezza
complessiva e’ nulla e lo spostamento rigulta m:*mrwmﬂ. Cio’
naturalmente e’ consequenza della linearizzazione del

problema, in quanto i termini nonlineari qui trascurati,

mantengono finiti gli =postamenti. Si noti m:%wsm che il

problema non omogenec [on presenta bifercazioni; questa
carattericstica e’ propria di sistemi anche piu’ complessi di

quello qui esaminmato.

$.2.3 Formulazicone variazionale

La teeria linearizzata e’ anche detta in letteratura

teoria del secondo ordine. Questa diziene va riferita al

fatto che, se =i wvoglicno otternere le equazioni di equili-
brio attraverso un procedimento variazionale, e’ necessario

assumere un’‘ecprecsione completa al csecondo crdine neqli

spostamenti dell’energia potenziale totale. Ad ezempio, nel







caso del pendolo rovescio, 1’energia potenziale totale si
scrive

A

<uwx>l?&;ﬁs (&)

in cui A , VT ed W wvanno espressi in funzione di ©
(fig.40c). Per avere una espressione di v completa al

secondo ordine e’ sufficiente una relazione .Pn.Dﬁmvdm:mwvm

in ©- ¢in quanto A appare gia’ al quadrato) ma sono

necessarie relazioni QWFVQQV«ﬁhu.bcw\ncwavwnwnym in® e’
necessario pertanto studiare una cinematica nonlineare (al
secondo ordine, wvuc:nov per ottenere un‘equazione completa
al primo ordine. Cio’ e’ conseguenza del fatto che 1la
condizione di equilibrio richiede derivazione QWA\ rispetto
a @ . In definitiva 1“energia potenziale totale che si
ottiene coincide nella parte elastica con quella della
teoria lineare differendo da quella :madw sola parte
relativa ai carichi, che ora e’ quadratica mentre :m;dw
teoria lineare e’ lineare.(+)

FPoiche’ e”:

v = Q\A*toom®w\l\ ®Tl®~.\Nv+ Oa@bv
L=l sin® = 80 + 0(87) (@)

A=®C+ 0(97)

(+) Questo risultato non e’ generale: si veda poi il punto
?.3.
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ta (B) si scrive

2 2 2
<u,~m§®12?tw\v1£® (10)

Imponendo che sia L,\\o~®.u 0 i riottiene l“equazione di
equilibric (4.

L’equazione (4) puc’ naturalmente essere ottenuta anche
dal teorema dei lavori virtuali, il cui impiego non e’
tuttavia immediato come nel casc della tecria lineare. Lo

spostamento virtuale, infatti, va imposto a partire dalla

confiqurazione deformata, cioe’ va sovrappoete alla
configurazione in cui =i vuole scrivere 17equilibrio
(fig.60d). Nel caso in questione il TLV =i =crive:

NEA = PSSy + Fluw véo ()

incui N=k© € | edincitre

SA- (36 So- 6289, Su=0856 (1)
Si ottiene

(ko' -PLO~-FL)§® =0 v 5@ (13)

da cui ancora la (4). Si noti che le (12) possocno esgere
determinate differenziando le (9) o piu’ mmsﬁdmwmamnmm datla
cinematica (lineare) dei corpi rigidi. Il TLV quindi puo”
essere scritto ignorandoc la cinematica nonlineare, come il
metodo diretto. Tuttavia si perde, rispetto al caso lineare,
la favorevole circostanza dell”uquaglianza formale <ma non

sostanziale) - tra spostamento effettivo e spostamento







9li spostamenti W, e le deformazioni &

virtuale: entrambi infatti sono spostamenti infinitesimi, ma
ora lo cspostamento virtuale e’ assegnato a partire dalla
configurazione deformata, non piu’ da quella di riferimento

da cui e’ invece misurato lo spostamento effettivo.

?.3 Sistemi continui prespllecitati

Si generalizzano ad un generico sistema continuo
lTinearmente elastico i concetti precedentemente esposti con

riferimento al pendolo.

Sia &, 1a confiaqurazione nmaturale assunta dal corpo in

assenza di tensioni e deformazioni (fig.42). Per effetto di

forze di wvolume ro ¢ di superficie «w (ed mcmn»cwdm
cedimenti vincolari) il corpo si porti in una configurazione
mu . caratterizzata mm tensioni G, , deformazioni &, e
spostamenti W, (stato di presollecitazione). La configura-

zione mﬂ e’ assunta come confiqurazione di riferimento e se

, sono piccoli viene
generalmente identificata con la configurazione naturale. In
altre parole non si tiene di solito conto delle

modificazioni di gecmetria del ‘sistema indotte dalle forze

.rﬂ\ ﬁQ
& by=b,+4

£ n.ﬁa._r.ﬁ
e
—
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di presollecitazione.

Si considerino ora degli incrementi b ed £ derile
forze di volume e di superficie applicate al corpo a partire
dalla configurazione mﬂ . Per effetto di queste forze (ed
eventuali cedimenti cmnnodwﬂm woy il corpo si porti in una

nuova configurazione di equilibrio mW che prende il nmome di

confiqurazione variata, in cui defermazioni e tensioni

~totali sono rispettivamente & = & + & , GL= G, + G e

& E

il campo di spostamento Swn Us+U, 11 problema elastico per

il corpo presollecitato =i pone in questi termini: noto 1o

stato. di presollecitazione Wo |, Gy , €0 in W*

determinare, in consequenza dell‘applicazione .am farze
incrementali b ed £ , i}l campo degli spostamenti
addizionali W , delle deformazioni € e delle tensioni & y

tenuto conto delle modificaziconi di geometria mﬂ > mw.

Le condizioni di equilibric in &

. vengono ricavate in

termini di spostamenti attraverso i1 teorema di minime
deli‘energia potenziale totale. Nella generica configurazio-

ne variata 17energia potenziale elastica e

e ce dv=L /(@ +ve)c (eore)dV

& > (14)

e 17energia potenziale dei carichi

W= -/\Murw?irc(vkﬁ ,ﬁ.:\\u dV - ﬁ?ﬂ?i w)+ h&?@ Jd.S
&

28, Agm.v
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in quanto le ,forze di presollecitazione compiono lavoro

negli spostamenti totali e gli incrementi di forza nei soli
spostamenti incrementali.

Si esprimono ora le deformazioni incrementali & in
termini di spostamento (relazioni implicite di congruenzaj

fino ai termini del secondo ordine in W :
£ = .U*:\.T.Uﬁ:\awmm*.*\m\ﬁ (16)

in cui Av* e’ un operatore differenziale lineare ( Hy = D

e HUN e’ un_operatore ncmmﬂwwmnom £y rappresenta la parte

di & lineare in W £, 1la parte quadratica. Le (1%
pPOSSONO essere 0:ﬁmvnﬂmﬁwnm.n050 sviluppo in serie wﬂOjnmﬁo
al secondo ordine delle relazioni cinematiche esatte, 0c<m70
come misura quadratica esatta della deformazione (si pensi
ad esempio al -tensore di Green-Lagrange per il continue
nvwamamvmmorwdmv.

Con le (14>, (15) % (14> 1‘energia potenziale totale
V=TU+W 4 scrive:

V= Vo+ +V, + .. Qwv
in cui si sonco raggruppati i termini con le stesse potenze
di W trascurando i termini cubici e quartici:

Vo=t | ejce, dv o | bl u,dV Tw, d

o = .M o &, - o Wo - .Tco Uo h

® & 39, (18¢)

X\.ﬂ.ﬁb O_M\ -+

AD-

Jﬁu\mwomomd.\ w b, dV -
& -
£
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deformazione

\.ﬂs Jv - S N ,QML
& 2,

(

$\

+
V, = J(Le] Tcg,)dV (18)
z - Mm. nnﬂ\;\.AT MN. mc. 3
Nella 17 d@ rappresenta una costante indipendente
da W <(energia potenziale totale in mv > e puc’ essere
posta uguale a zero; incltre la comma dei primi tre termini
in Yy risulta essere uguale a zero per il teorema dei
lavori wvirtuali in quantc esprime il lavorc di forze ro y

£ e tensioni G, = C &, equilibrate, in un campo di

mvomﬂmim:ﬂm virtuali K e deformazioni €y nozmﬂcmsﬁm. 5i
noti che mA puo’ essere assunta come deformazione o;ﬁncwﬂm
in. quanto e” lineare in w e quindi rappresenta una
{infinitesima) wOJmm@cm:ﬁm a spostamenti
infinitesimi. In definitiva 1’energia potenziale totale si

scrive:

Ve | (L& ce +ele,)dV-] budv-[fudg
L .

&
& 22y (19)
11 primo termine rappresenta l’energia potenziale elastica
quadratica della teoria lineare e gli ultimi due termini il
lavoro compiuto dei carichi addizionali. L’unico termine che

tiene conto dello stato di presoliecitaziome (e che quindi

rende non applicabile la sovrapposizione deqli effetti) e

il secondo, che esprime il lavoro delle tensioni preesis-

tenti Go nelle componenti del ceconde ordine della
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)

=)

C

I
{

deformazione addizionale €, . Questo termine e’ detto

geometrico, in quanto non dipende dalle caratteristiche
elastiche amw corpo (o meglio eventualmente dipende da
quelle in maniera indiretta attraverso la tensione ﬂo )
(+) .,

La (19> e’ quadratica m:A W H wauoqm:ao che sia
SVv=o0 per ogni dw nm:miwwwnmamswm ammissibile si otten-
geno delle .mncwnmo:m. linea~i in W che scriveremo nella
forma:

FE\‘V/O.E\HT ml@t
ANQV
£

Bu - "Hu = sw dF

in cui L e B sono gli stessi operatori differenziali che
governano il problema elastico lineare (eq.(1.19)) e sono

detti operatori elastici; & e H sono cperatori qgeome-

trici, (¢(anch’essi autoaggiunti, in gquanto ricavati da un
principio variazionale) e sono legati al termine geometrico
dell’energia potenziale totale., Nelle (20) si e’ posto
Gy = A mﬁ , dove A e’ un fattore moltiplicativo dello
stato di presclliecitazione ed inoltre si e’ introdotte un

segno negativo per convenienza.

(+) Si noti che Ta (19> differisce leggermente dalla (10),
relativa al pendolo rovescio: in quel caso infatti il
termine qeometrico e’ stato determinato come lavoro

delle forze addizionali nelle componenti del secondo
erdine delle relazioni cinematiche che esprimono gli
spostamenti in funzione dei parametri lagrangiani.
Peraltro si puc’ constatare che se si rilascia 1/ipotesi
di inestensibilita’ dell“asta il carico compie lavoro
lineare e ie pretensioni lavoro quadratico, come

espresso dalle (19); si trova cosi’ ancora la (10).
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Le (20) rappresentano la formulazione agli spostamenti
della teoria linearizzata. Esse esprimono le condizioni di

equilibrie nella configurazione variata NM infinitamente

vicina alla confiqurazione di riferimento mu (si e’ infatti
troncata la (17> ai termini quadratici) e tengono conto,
attraverso gli operatori G e H , dello stato di

presollecitazione perturbate dagli spostamenti

addizionali W .
Nel seguito si scrivono esplicitamente le (20) per

alcuni continui Tabili; poi si mostranc delle applicazicni a

problemi di biforcazicne dell’equilibrica.

9.4 Continui labili: il filo e la membransa
Per filo e membrana =i intendono comunemente deqli
ogaetti, rispettivamente con una o due dimensioni

prevalenti, caratterizzati dall”assenza di forma propria. Le

configurazioni naturali di guesti sistemi risultano infatti

in numero infinito in guanto esiztono particolari campi di

spostamento pon igidi a cui sono associati estati di
deformazione e tensione identicamente nulli. Per questo
motivo il filo e la membrana sono sistemi cinematicamente
indeterminati (staticamente impossibilil per vincoli
interni, owveroc Jlocalmente labili. Tuttavia in presenza di
uno stato aﬂ presoliecitazione 1/equilibric puc’ mmﬂm*mnwﬂmm
anche con reazioni elastiche nulle grazie ai soli effett

geometrici.







?.4.1 11 filo teso

S8i consideri i1 filo come un continuo monodimensionale
costituito da punti materiali privi di orientazione, immerso
in uno spazio bidimensionale. La generica configurazione del
filo e individuata dalle due componenti di spostamento del
purnnto e la misura della deformazione dalla dilatazicne spe-
cifica. I punti si scambiano azioni di contatto costituite

esclusivamente da forze di trazione dirette secondo 1la

tangente alla curva su cui giace il filo nella 'generica
configurazione.

I filo sia inizialmente teso da forze di
estremita’ P , cosicche’” la configurazione di riferimento
WA (unica, a differenza di mo Y coincide con i1 segmento
[0, €] deli‘asse = in fig.43a. Lo stato di presollecita-
zione e’ quindi caratterizzato da uno mwovwo normale costan-
te Nog = P, sj voglia determinare la configurazione variata

WN assunta dal filc per effetto di forze (incrementali)

distribuite TRAM\V e @Aunw e concentrate al contorno .mf.«. s

ﬁ»& ? ﬁmun._ ﬁm.u ‘
i e NYIY
J
y «) p= v el adly
R (=) N o—de—
it b
hﬁ Rya\qr—ukﬁuu %@
P A . 7..v x - !*v
) B f, ds do
) ST
h,u. 63
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Siano x\muov e leunv le funzioni spostamento incognite che
individuano W.w . Per determinare la relazione deformazioc-
ne-spostamento (14> si consideri (fig.43b) un elemento di
filo di lunghezza d=x in W\\ che misuri ds in MWN s 17al-

lungamento specifico e/ &= Orm\lbhuA , &8 poiche’ risulta
z 2
ds?= (dx + du) + v (21)

si ha

) z 2 A
£ = AIvalm.mov -1 m.m.rwﬂm\mv?.éa

R

in cui la radice gquadrata e’ stata sviluppata in serie finc
ai termini del secondo ordine {+)., Con la notazione (1é&J,

posto W= MI\\ Q..wq. e’

U‘nﬁwﬁ ou , D,=4i]o Awwvﬂw (23)

oo
L’operatore lineare .UA , di dimensioni ix2, meostra che il
problema cinematico (lineare) e’ indeterminato, in quanto e”

indeterminata la componente verticale dello spostamentoj il

filo e’ pertanto labile in direzione normale Y . Si noti

che se si pone VU= O zi ricttiene il modello d’asta, per
cui il filo tesoc puc’ anche essere visto come asta
‘presollecitatad immersa in uno spazio a due (o tre?

dimensioni.

Con le (23) 1’energia potenziale totale (1%) si scrive:

(+) Allo stesso risultato si arriva se si assume come misura
della deformazione quella di Green—Lagrange & si
trascura (du \u.uovﬂ rispettc a2 du /dx
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)

¢ 2
A kA
V= w\?m w + No v V%ou\%as,,wimf
o [}

[ Fax w(0) + Fay v(0) + Fo w(e)+ Fo, v(2)] ()

in cui si e’ posto C uﬁm.m.w rappresenta il termi-

ne geometrico del filec. Imponendo la stazionarieta’ ed

integrando per parti si ha:

L
8V, Amm W S+ Zuc._mc._l“ukmx\\m.\.\ M.HVL.R\ +

(]

~[ ¥ 8w (o) + foy (o) + Fay Sw(e)+ fay 0(0)]

\ ﬁAmmF.T‘OuﬁvMF.Tmlc..r@vm.\go\bo.T

v [Erw! Bw o v Mc...\ Fox Sw(o) +...  (28)

Dalla (23> si ricava:
@¢)

AJ mms.lﬁl\v dw = O su A® A\.Hﬁxv

ed inoltre

] .

Zo v o+ mm = Q ¢n @\
@#)

| .

?Zoc.l@v §o-=0 sw AP (n=t1)

Si noti che il problema negli spostamenti
longi tudinali U (=c) e’ disaccoppiato da quello negli
spostamenti trasversali v(x) e coincide con il problema

=f,701e (2&

elastico dell’asta. Se in particolare m\wﬂu.m»u\
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sono omogenee e quindi ammettone la soluzione banale
:\T.Kum ¢ . 11 problema si riduce percio’ a determinare i
soli spostamenti trasversali vU(x) attraverso 1 integrazione
dell’equazione differenziale (274 ) caon le condizioni al
contorne (27, ). Va osservato peraltro che i due problemi,
(24> e (27), hanno la steesa struttura formale, salvo il
fatto che la rigidezza elastica longitudinale EA e

soctituita dalla rigidezza geometrica trasversale Zo . Si

noti inoltri che | carichi trasversall Tk?nw non produceonoc

allungamenti al primo ordine, in quanto

a W(x)-0 corrispondono deformazioni lineari E(x)=0 .
Le (27) posscno ecssere interpretate ..”.n. anche
direttamente ottenute? come condizioni di equilibrio imposte
nella configurazione wariata (fig.43c). Dalli‘equilibric alla
traslazione verticale di un elemento infinitesimo di filo si

ha infatti:

|ZMNQM+AZ+LZVAMIM..P+ nm.ﬂv+ P, dx =0 (28)

o x
mentre da quelleo alla traslazione n;.;Nun.:ﬂw,m ¢i ha LZWQ y
cioe’ Nz N,=cosl. Dalla (28) si riottiene quindi la ¢(27,).

Le condizioni al contormo (27, ) esprimonoc il lavoro
delle componenti wverticali (reazioni gecmetriche? Zo QL

negli spostamenti virtuali v . Se gli cpostamenti

verticali sono impediti, se cioe’ il Ffilo e fisso aqli

estremi, le condiziceni al contornce sono solo geometriche
Qxaov“cAmvuOm se gli spostamenti sonc liberi le condizioni

!
al contorno sono meccaniche IZoc._?vudﬁ», , Zaq«mvﬂ %@ ed
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esprimono 1‘eguaglianza delle reazioni geometriche vertica-

1i e delle forze esterne attive. Peraltro in questo caso

1’equilibric e’ impossibile in quanto non si  verifica
1“equilibrio globale del corpo. Per determinare le
condizioni soctto cui i1 sistema (27> ammette egualmente
soluzione si consideri i1 problema omogeneo aggiunto (vedi

Appendice); facendo riferimento per semplicita’ al caso di

forze al contorno mw nulle, questo si scrive

23)

wloy=0 , w'(€)=0

o oy o

essendo le (27) autoaggiunte. Poiche’ le (29) ammettono
le oo’ soluzioni w(x)=cost, 1a condizione di solvibilita’

(eq.(A.162) richiede che sia:

e
px) dx =0 (30)

(-]

cice’ che Wﬁsvmmw a risultante nulla. Si noti che non esiste

alcuna condizione sul momento risultante; infatti

1“equilibrio alla rotazione e’ assicurato pella confiqura-—

zione variata dalle forze d’estremita’ Zo che hanno braccio

non nullo <A®vlﬁxov . L’esempio che segue illustra meglio

il problema.

Si consideri il filo in figura, libero di traslare
verticalmente agli estremi, sottoposto ad un carico
staticamente’ equivalente ad una coppia. Poiche” e’

TQKVHHN Tuﬂ\ﬁ la soluzione generale della (27) e’

V(<) = - Po =2+ C X+
3Ne (.
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— .
ZQ .-wlﬁnﬂv
alla quale vanno imposte le condiziaoni al contorno
v'l(e) = v'(e)=0 . Imponende che sia rife)=o =i ricava
<y = Po e/ 4N, € quindi

2

vlx)= P Am..sp%v
M@ N4 .

Risulta percic’ automaticamente v (o) =20 (e’ infatti

soddisfatta la condiziene di compatibilita” <(30)>. La
soluzicne risulta:

e’ 3
Q.AU«..V..H Peo AW!!..WF“M,.NIV.TA“N

4 No
dove C; resta indeterminata, potendo i1 sistema traslare
liberamente secondo Yy - Calcolando la differenza
2
Ar = vie)-v(e) = P&
G Mo
si puo’ controllare che 1’equilibric alla rotazione e

soddisfatto; risulta infatti -

Po N . 2P = —Lo Au
3

-

Z

?2.4.2 La membrana uniformemente tesa

8i consideri la membrana come continuo bidimensionale

costituito da punti materiali privi di orientazione immerso

in unco spazio tridimensionale. Le wariabili di configurazio—

ne sono le tre traslazioni W , VUV , W e le misure della
deformazione le tre deformazioni nel pianc &, M\ . &MQ.
I punti materiali si scambianc azioni di contatto ceostituite

da forze appartenenti al piano tangente alla superficie su

-240~
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cui giace la membrana mmddw generica ,nos«WMCﬂwNmoum. Le
forze normali sono esclusivamente di trazione.

La membrana sia inizialmente scttoposta a forze normali
al bordo uniformemente distribuite che inducono uno mﬁm,no

idrostatico di presollecitazione (fig.64a):

7\0\7\0 ZQH?\ ~N = O

o
x = / J ° v =y

La configurazione di riferimento m« e’ _umv.nmc\ rappresenta-~-
ta da un dominio piano & . Poiche’ gli spostamenti normali
,‘(A.un\.uv non producono al primo ordine deformazioni nel
piano la membrana e‘ un sistema labile (piu’ precisamente e’
degenere, in quanto cinematicamente impossibile per
spostamenti nel piano e indeterminato per spostamenti
trasversali). In analogia al problema del filo e dell’asta
si puo’ verificare che il comportamento meccanico nel piano
e’ governato dalle equazioni della tastra che sOno
disaccoppiate da quelle relative aillo muomwwsmsno fuori del
pianc. Ci si limitera’ pertanto a considerare solo forze
trasversali p(z,y), f(s)e spostamenti trasversali W(X, y) ,

posto Ww(x,y) = v(x,y) = 0 .

&
ﬁ«uv
pelxdy
.7 7 . Mo dy
Plxy) Vo N dx Nodu
x \:% L. e
F“M ? oy
: » No dy
ﬂmv .ﬁ.lw mxu ﬁrv
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Assumendo come deformazioni le componenti del tensore di
Green~lLagrange si ha:

2 Z

= L {3 =4 (3 - oW 2w 31
NH\M.AMH.P 4 mu\MAyu / %wwl X DY 31

cosicche’ 1’energia potenziale totale (19) si scriwve:

N« N.
/\n mm. ZQMAWWV.#AW\MQ@ Lkm_k l wZLR& IﬁiLh
& & 28, (32)

Imponendo la stazicnarieta’ si ottiene:

- v 3EW) L 3w 3 (Fw - ,
§V= Zo*.‘.wﬂnsmunn V+MW<IMW% V.NL#M_R WMZL.HM\\.\ .ﬂ%Z ds
® & % (33)

Integrando per parti

VK\F VIWP.

- TQAM@ + leKYT @MZ dx dy +\TQA.WW; sx+W.<u,\1 GM‘QM&M"Q
1YY

L3 Viw (34)
dove Ny ed 5& zono i coseni direttori della normale
uscente alla curva di borde 3P nel punto individuato
dall ascissa curvilinea 5 . Dalle (34) i ricavano

1equazione differenziale dequilibric e le condizioni al

contorno:

z°<~z+—uno in & o)
35

(No 2w L”vwzuo sw d®
Aah
La (35 > puc’ anche essere ottenuta come condizione di

equilibrio nella configurazione m.m con un ragionamento

analogo a quellc fatto per i1 filo (fig.484b): i1 carico T

. -242-







e’ -ora equilibrato dalla sgomma delle proiezioni vertical

delle forze Zo womsﬁw sui quattro lati di un elemento di

membrana deformata.

Come esempio si consideri una membrana rettangolare
fissata su un contorno rigido, sottoposta a carico
sinusoidale nelle due direzioni (fig.85).

Z

rzzZ 220y

foete

[
PRvs
-

FITTTrrI7~ A h@.mm
zn
=

. .T ”\

L’equazione (35 ) si scrive:

Z . |
q W o= - NQ Sin T2 Stn .Z\VM
No a b
Una soluzione del tipo

W(x,y) = Wo SinIX Sin T

a b
soddisfa le condizioni al contorno W= O . Sostituendo
nell’equazione di equilibrio si ottiene
4 kA ﬂv ' x
ZQAH;.*\H\:lm. Sin TX i TJ _ o0
- o * Vvl 7\6 i ™ .

da cui si ricava 17ampiezza incognita dello spostamento:

W, = Pe ! :
Nyt Ammw+ tv\rv

?.5 Biforcazione dell’equilibrio

Le condizioni di equilibrio di un sistema elastico
presollecitato sono espresse in termini di spostamento dalle
equazioni (20). Per analizzare la soluzione .si studi

dapprima il problema omogeneo k=0 , f=0 :
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_I.;\" 9@\£\ MS@\
Bu = A Huw sud® (36)
w= 0 sw AP,

Le (34> costituiscoro un problema differenziale aqgli -

autovalori <(vedi Appendice). Oltre alla soluzione banale
w{x) =0 , valida per oani A , le (34> ammettonoc scluzioni
non banali W (x) (autofunzioni) per particolari wvalori

di M= Yw (avtovalori). Da un punta di vista meccanico gli

autovalori individuance quelle particolari intensita” di
presollecitazicne per le quali sussistone due (o piu‘)

confiqurazioni di equilibrio infinitamente wvicine, 1a
configurazione di riferimento Sﬁkwm (0] e la configurazione
variata descritta dall autofunzione. Ad oani autovalore

corrisponde percio’ una biforcazione dell equilibrioc lungo

il percorso fondamentale. Peraltro, pciche’ le autofunzioni
sono determinate a meno di una costante moltiplicativa, e’
possibile individuare soclo la forma assunta dal szistema
tungo il percorso di equilibric diramato Azm_ﬂxmnﬁovzn del
punto di biforcazione) ma non }’ampiezza della deformata.
Questa circostanza e qia“ stata mesea in evidenza

nell‘esempioc del pendolc roveszcio (par.¥.2.2) e rappresenta

il maggiore Iimite della teoria linearizzata.
I1 problema (34) ammette infiniti autovalori »\ ’
»P yres € corrispondentemente infinite autocfunzioni W,
w, y»++y che, normalizzate, =oddisfanc le seguenti

condizioni di ortonormalizzazione (vedi Appendice):
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w L dV + :u.qunLhn R
& 2P (3%)
T T p
W Guw dJV4 SQ Hw! J8 = M&
& 39,

in cui mQ e’ il simbolo di KronecKer. Se le condizioni al
contorne non dipendonc dall’autovalore A , se cioe’ e’
H=o nelle (386>, nelle (37) compaiono solo gli integrali
estesi al dominio & .

Le condizioni (37) sono suscettibili di un’interpreta-
zione meccanica. r.?m e Wx& rappresentano infatti 1le
forze elastiche agenti nel dominio & e sul contorno ymf
associate all’i—-esima autofunzione e cosi’ pure Q.SR e
H w/! sono le carrispondenti forze geometriche; le (37)
mmmvmdwwnOJO percio’ che il lavoro virtuale compiuteo da mw~¢
forze nello spostamento descritto dalla j-esima autofunzione
e’ nullo se w%.\ . In altre parole le autofunzioni sono
ortogonali nel senso che le forze (elastiche o geometriche)
ad esse associate non compiono lavoro in autofunzioni
diverse da quelle che le hanno generate.

A ciascuno degli infiniti autovalori corrisponde una
biforcazione; di queste ha evidentemente interesse Ta
biforcazione che si manifesta per prima al crescere del
carico e che corrisponde quindi all“autovalore piu’ piccolo,

detto autovalore (o carico) critico »n . L7autofunzione

W, (x) associata a A_ prende il nome di modo critico.

-245-

Un metode approszimato per determinare 90 senza

risolvere il problema di autovalori e’ il seguente. Posto

N= N s, W=W, |, moltiplicando scalarmente le (36> per
“we e risolvendo rispetto a A si ha:

@AL§P<+\ w, Bu, 45
v/n\ = & >%% - ﬁ.wmv
* ™
W, G ;\n\ L A\ 4 I\A\ I We LM
& 3@,

11 quoziente (3B) e’ detto e’ detto rapporteo di Rayleigh e
fornisce 1’ autcovalore critico come rapporto tra due Javori
virtuali, compiuti rispettivamente dalle forze elastiche =
dalle forze geometriche associate al modo critice nel modo

critico stesso. Se W, e’ noto esattamente il rapporto
fornisce l1‘esatto valore di Pe . Sse Ue e’ noto sclo
approssimativamente la <38 fornmisce una sgtima di e .

’

tanto piu’ . accurata quanto piu’ W, e’ vicino al modo
critico. Piu’ precisamente si dimostra che, al variare di W,
neltla classe delle configurazioni compatibili, il rapporte
di Rayleigh assume wun valore minime in corrispondenza
dell’esatto modo critico, 2 che tale minimo e’ uguale a »0..
Conoscendo quindi anche solo qualitativamente la deformata
critica, il rapporto fornizsce un’/approsszimazione per _eccesso
dell’autovaltore critice.

Un‘espressione alternativa del rapporte di Rayleiagh si

ottiene direttamente dalla (1) (con bk=0 , =0, G,=N.Gp?
osservando che per A=A, 1 cperatore di rigidezza (elastica
piu’ geometrica) e’ singolare e quindi e~ V=0 1 si
ottiene

..\
L g cCeg JdV

z (38")

&

A = —
:—ll\
g, B, dV

&
La (38') e~ equivalente alla (38) e puc’ eccere ricondotta a
quella attraverso delle integrazioni per parti. Si vede

quindi che A puo’ essere espresso come rappcorto tra due
enerqgie, elastica e geometrica, possedute dal sistema nella
confiqurazione critica W= U

Un’approssimazione piu’ accurata del carico critico (e

del modo critico) pueo” essere ottenuta attraverszoc i1 metodo
di Ritz (o del metode di Galerkin) aqia’ descritto nel
capitolo 8 in relazicne al prohlema elastico lineare. La

tecnica di discretizzazione e’ la medesima, salvo il fatto
che i1 funzicnale energia potenziale totale a cui va fatto
riferimento contiene ora i1 termine di presollecitazione;
analoghe consideraziconi wvalgono circa i1 metode deqgli
elementi finiti. Un’analisi dettagliata delle tecniche di
discretizzazione nei problemi del cecondo ordine nonm trova
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spazio in questa sede; bastera’ dire soltanto che le €20)
possonc essere ricondotte ad un problema algebrico del tipo

(Keg = X X?v& =P

in cui Ke &’ 1a matrice elastica lineare gia’ studiata,
Ke e/ 1a matrice geometrica e p i1 vettore dei carichi
gia’ definito. Nel caso omogeneo p=0° le equazioni

costituiscono un problema algebrico agli autovalori.
Passando a considerare i1 problema non- omogeneo (20,
lTa soluzione puo’ essere determinata - mcmdcvnw:ao ie

variabili di configurazione in termini delle autofunzioni

ortonormali W;(x) ponendo
©o
w(x) = M. a Fﬁmkw A,wuw
c=4
in cui le ampiezze @/ sono indeterminate. Facendo uso delle
condizioni (37>, seguendo il procedimento illustrato in

Appendice, si trova

Fop (40)
W(x) = & - W (=) 40
=t ymly .
in cui
+ T .
Pr=] burdv + Fu d8 (40
& w@m
e’ Aw i-—esima forza qeneralizzata o carico modale, e

rappresenta il lavoro compiuto dalle forze di volume L e di
superficie h nello spostamento descritto dall’/i-esima
autofunzione.

8i noti che i termini della serie AAOV, sono
inversamente proporzionali alle differenze »m - A , cosic—

7

che i termini prevalenti sono quelli associati agli
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autovalori ‘ym piu’ wvicini al carico oL Ordinati ali
avtovalori in modo crescente 9¢A 0MA..... per r¢ 01 = »o,
i termini della serie tendonc rapidamente a zero Amm.m
carichi modali sono tutti dello stesso ordine di grandezza)
ed e’ quindi sufficiente considerare sclo i primi termini.
Un ?mﬁoao approssimato per stimare la soluzione e’ il

seqguente. Dalla (40) si effettua la maggiorazione

g { Powoe) 1
e.i*trw,.. N T 4o

(2

W(x) = w (x) (42)

2
A

c
in cui Wg(x)= W,Wmﬁhmﬁkw\o& e’ la soluzicone corrisponden-—
te a A=0 e quindi e’ la soluzione del problema lineare
(o del primo ordine). W(=) puc’ percio’ escere mmn#mmmmSmx
tivamente esprezsa moltiplicande W, (x) per il +mnwodm di
amplificazione ﬁ\A*l o(\9rv , gia’ incontrato nell‘esempio
de! pendolo rcovescio. Foiche’ deformazioni e tensioni sono
proporzionali ad W(x) , tutta la zcluzione del problema
elastico lineare e’ amplificata dello stesso fattore. 11
metodo approssimato e’ molto semplice in quanto richiede 1a
determinazione del scloc carico critico (che puo’, mmu_w
stessa ottica, ecsere calcolate approssimativamente) e rnon
richiede la soluzione dell’intero problema agli autovalorij
inoltre i1 metode e° in favore di sicurezza, in quanto
sovrastima spostamenti e tensioni.

NMel seqguitoc si mostrano alcune applicazioni relative a

travi e piastre compresse.
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.5.1 Trave compressa

31 consideri una trave indeformabile a taglio, unifor-
memente compressa da una forza assiale di presollecitazione
d’intensita’ P= AP e da forze incrementali p(x)

normali all’asse {fig.68).

P
y P \Pv'(e)
;p\.«mv ~ P
~ \4 ¢ .heu. 66
4 ~ 7 P= NP
. ﬂﬂb
Tenendo conto dei soli spostamenti trasversali V() '

17energia potenziale totale (19> nella configurazione
variata e”
e 4
w? z
.41“‘“% (ET v - Puv! ) Jdx - wc;o\..x\ “43)
o , (4
Nella (43> il primo termine a secondo membro e’ 17enerqia
potenziale elastica della teoria lineare ed il secondo e’
1’enerqia di presollecitazione che coincide, a meno del
segno, con quella del filo teso (eq.{(24)). Imponendo Ila
stazionarieta’ di V si ha, integrando per parti,
¢ e
: . _
m<u\mmH9 Mc._nmc._mc.wLuo\ mm.&LRn
o

124

] ¢
- | (eI oy mq_ﬁwv Sodx+ ﬁmH _w._m_w_t (exv"+ Po') M_N..Nauo

Y §o (44)
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da cui si ricava:

ET c\__: + m..:.:

i

F 45)

" 11 ¢ ! ¢

ETv"§0'] <0, -[ExvePy)Ss] =0
Le (45) esprimone 17equilibric nella configurazicone variatag
da esse si vede che le forze incrementali TAHV 20N0
equilibrate, oltre che dalle forze elastiche note daila
teoria lineare dela trave, anche dalle forze geometriche che
caratterizzano il compor tamento meccanico del filo
presollecitato. Le equazioni sono del tipo (205: 17operatore
elastico e L= EX Lr\LK\r , 1‘operatore geometrico e’
G=-F LN\LK\N e le condizioni al contorno, da specificarsi
caso per caso, possona oppure no dipendere aw:\wc,.“n.cwdovm

p= A Po . Ad esesmpio, per una trave appogaiata e’

C.onﬂ C.A&V = 0
ETv'(c)=€ezv'(€)=0

(4¢)

e le condizioni sonc indipendenti da £ ; per una mensola

I3

incastrata in xXx=0 e invece

_\.?vu ..w_mov = 0

| (4%>

] I

Exv'(e)=0 , “EIv (¢)-Pu ()=0

in cui, in particolare, la quarta equazicone esprime la
A . . )

condizione che il taglio .ﬂAavuuqu__«@ nella confiqurazione

variata uguagli la componente di P normale alla linea

d’asse (fig.886).







Si noti come, gia’ osservato a proposito del problema
lineare, che poiche’ la trave e’ internamente vincolata, le
condizioni al conterno differiscono leggermente dalle (200
ad esempic per la mensola sono del tipo

Biu-2AH v=0 Tun.emv Su y@m G8)
B; U =0 ($=34) Su 3P,
dove .
ez (42 B, - £z (J°
B = A m“«~MNum y 2z A4LUﬁuMan
= Jd
B, = ()., ¢

Di questa struttura delle condizioni al contorno si deve
tenere conto quando si scrivono le condizioni di
ortogonalita’ (37> o i1 rapporto di Rayleigh (38). Ad
esempio, per quest’ultimo, facendo riferimento alla forma
(3873 si ha

= = d =
Hy=0 ] Hy = Po mmm%vknm 7 mGAx *\

2

© 5
Mo = 2 2 (s0)
.\h P v da

4
da cui mzwmmijao, per pa:ti ed imponendo le condizioni
geometriche si ottiene )
t i ! " E i
R R
Ao =22 (1)

14
. i 1
- Povg Jda + ﬁQM\ Taﬁuﬁua o

o
Questa espressione e’ del tipo (38), in cui i termini al
contorno esprimono il lavoro virtuale compiuto dal momento
flettente e dalle reazioni di taglio (elastica e geometrical
in x=@ nei corrispondenti spostamenti U e v .

a) Problema omogqenep

Per risclvere le (45) si analizzi prima il vvoclmaw

ol X
omogenee pP=0 . Posta 1a soluzione del tipo ¢€ si
ottiene 17equazione caratteristica

2
EI x4 Puf=0 (52)

e cui sogluzioni sono
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Ohaﬂlmm / OANH....% ; QMUQ\ R¢HQ A,Wwv
in culi
_ [P 54)
B=nET (

L integrale generale e’ pertanto:
Tz <4 PehmwuplTON aw>m8+ﬁwuh+ﬁ¢ (ss)

dove ¢/ (i=i1,...,4) soano costanti arbitrarie. Le condizioni
al contorno conducono ad un sistema lineare omogeneo di
equazionl algebriche nelle costanti arbitrarie <. § impo-
nendo che 11 determinante dei coefficienti sia nullo si

ricavanc gli autovalori W te quindi P . Ad esempio, nel

caso della trave appoggiata, imponendo le condizioni (46) si

hat
1 0 o i ] ¢y ¢)
_p? o 0 o) €, o)
ﬂu . = ﬁM&v
cospl sinpl 2 4 Cs o
l\no.m%& :,m._s;w& o OI Ob 0

Sviluppando i1 determinante dei coefficienti e ponendolo

uguale a zero si ottiene un’equazione trascendente in W
m?mm = 0 (s7)
che ammette infinite scluzioni

B = kT (k=120 ) (52)
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da cui si determinano gli autovalori (eq.(34>)

Po= k'mEL

(k=4,2,...) (59)

NN\
In corrispondenza di P= wr il sistema (58) fornisce la
soluzione
=0 , =Y , 3 =0, & =0 (60)

cosicche’ le autofunzioni risultano (eq.(55))

UL (%) = Cp Sia ATX (n=4,2,.. ) (61)

L

dave = puo’ eventualmente mmmm1m determinata imponendo
una condizione di normalizzazione. Dalle note proprieta’ di
ortogonalita’ delle .mc:~m03m sinusoidali si riconosce
immediatamente che le condizioni (37> sono soddisfatte.

Il carico critico, corrispondente al piu’ piccolo

autovalore, si ottiene ponendo n=1 nella (39)

P . T EL (62)
[ l.ll.lll@ﬂ

vincolo

- |2.05 71°EL
m w -
— ﬂﬁmuﬂ » .va m..H -
m — X ,m w 5t

N_:hmH |, wlEL

Vincole

o U
o0

— 7t ET
=8 | T
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e nel caso specifico (trave appoggiata) e detto carico

s

critico Euleriano; il corrispondente modo critico e’ uma

sinuscide di periodo 20 .
fipplicando i1 preocedimento ora illustrato a travi con
diverse condizioni di vincelo si trovano i risultati

riportati in tabella.

Come esempio di calcolo approssimato del carico critico si
applichi il rapporto di Rayleigh (50> ad una menscla.

Dovendo rispettare le condizioni geametriche (474,) i puo’
ad esempio assumere Ul (x)= x* ; risulta percic’

¢

z
\ EX S& d =
P = R - REL
[ S ] 2 N.P
1
&. v tdx
o
con un‘approssimazione per eccesso sul valore esatto di
circa i1 224 . L’uso di questo procedimento di calcole e
particolarmente wantaggicso nel casc di travi a sezione

variabile, dowve 1’integrazicone dell‘equazione a coefficienti
variabili risulta di solitoc molte difficile.

b)Y Problema non omogeneo

Con riferimento alla trave appoggiata si passi ora a
considerare il problema non omogeneo. Volende applicare la
(40) e’ necessaric prima normalizzare le autofunzioni
secondo le (37). Posto allora FR=1 (e quindi A= P Y, es-—

2
sendo G = IL\LHN. Hz 0 1a (27

it

) =i scrive

e
= | V) ) I = @3)

da cui, sostituendo la (41} =i ricava ¢;= (NN\\Arﬂwv i lo

stesso risultato si ottiene mwd_m ﬁwﬁA y. Le autofunzioni

normalizzate scno pertanto:







..v._ﬂﬁu\v = @ Sin krax AXH:N\.:.V A“¢v

kT ¢
e i carichi modali (41> risultano:
L
Po= Y2l [ p(=) sin KX de (k=12,.) (©5)
ko A L

La ¢40) si scrive percio’:

4
_VAR\VMM 20 t sin kmx 1?@9.3 kirae dx
k=1 ktwt  K'nYEI _ P 2 0
et i (6¢)

dalla quale, per derivazipne, si calcolano le sollecitazioni

i1}

M(x)=EI v'(ge T(x)=- EI (=)

Se 1a trave compressa non e’ rettilinea . ma e’ legge-
rmente curva, si puo’ considerare la deformata iniziale ()
come imperfezione iniziale (vedi par.1.8). L7imperfezione
corrisponde ad una deformazione imposta R (x)= U'"(%) che da’
luogo (eq.¢1.3%>) a forze equivalenti all’imperfezione

P = ET 7"

. 2 2 —
essendo D= d /dx , C=ET . Sostituendo P(x) a P(=)
nella (64> si ottiene la soluzione V(=x) ;3 lo stato di
tensione si calcola poi con la (1.36):

Mx) = ET (v'(z)— 7 (=))
e §1

l_kﬁxv = EZXL AQ-_:AUOpI...\\ _A.uovv

?2.5.2 Piastra compressa

3i consideri una piastra indeformabile a taglio che

nelle stato di presollecitazione sia sottoposta a soli
(<} ] 0

m«ovwmamsmawnm:m Zu\ , Z.q , Zk& nomﬁw:ﬂmvmdaosw:wo"

sulla piastra agiscono inoltre forze incrementali Wﬁuo\..,\w

normali &l piano. L‘energia potenziale totale <(19) si
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ottiene sommando all‘energia potenziale totale della piastra

.

della - teoria lineare (eq.L4.28)) 1“energia o i

.nvmmojmn:mNmo:m. Poiche’ le componenti del secondo ordine

delia deformazicne sono espresse dalle (21) si ha, tenendo

conto dei soli spostamenti trasversali S\AK\.RV

z 2 z
V= mm [ * Wy T 29 Wy Wiy + 2(1-0) We ] o dy +
&
° 0 e NI ° Jed
+AM AZ?Z?&.T Z:u <,\Q+N7\di\x<.\QvL.¥ob| pwexsy
&
& (c#)
Imponendo la staziconarieta”’ =i attiene 17equazione
differenziale
4 ZQ ZO 7\O . . .
By ' N = N gy = 20 Wiy = p )

n._,c\ condizioni al centorno che non vengono qui riportate.
8i noti, come gia’ osservato a proposito della trave
presollecitata, che 1 equazicne di equilibrio (48) i puco’
anche otternere dall“equazione delia _um,wmwvm inflesza (teoria
lineare, ©q.¢4.31) scommando i termini relativi all‘equili-
brio della membrana.

%e le forze di presnllecitazione crescono proporzicnal -
mente ad un parametro N s Zumu \Y mum y Zhan N rl\ua ' Z.mw"»@w
la (48) puo’ porsi nella forma (20 > in cui gli operatori

elastico e geometrice sono rizpettivamente:

ruUﬂAw‘W‘.fN% +y¢v

[
_ A AN (63)
G = 7\0 Ws\l + 2 Zv... D NS >
T ax? ,\u.ﬁwu‘r J 3yt
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Posto ora WAR\uvnQ si risolva la (68> per il semplice
sistema illustrato in fig.67, costituito da una piastra
rettangolare appoggiata al contorno, uniformemente compressa

in direzione X .

THI
h
Lﬂz 5.2

o 0
Poiche’ risulta N_.=-N , N/,= 0 , N, = 0 , 1’equazione

(48) =i scrive

by 2 :
.UﬁAVZ.TZVENO , (79)
Xt
mentre le condizioni al contorno risultano ™ W = o s

2 7
yi\v_\_ = 0 , La funzione

w(*,4) = A, Sin MITX  gin 0TY @)
a b
con n e m interi qualsiasi soddisfa identicamente e

condizioni ai limiti;j inoltre 17equazione (70) e’ moaamm«wﬁl

2

ta se N assume uno degli co” valori

(A .ql z
N _ a : =
- D (&) Tﬂmv (5T ] ¢ m=tz,0) (2)
che corrispondono a scelte arbitrarie dei numeri d’onda n ed

m. Per ottenere il carico critico e’ necessario percio’

minimizzare N rispetto ai due interi. Si osserva subito
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che, poiche’ N cresce con n, deve essere n=1, cioe’ 1a

piastra si inflette scempre con wuna scla semionda  in

direzione Q . La (72 si scrive:

Noe (mb W&%Hﬁ@m =tz ) (73)

a b s
11 valore di m che rende minimo N e quindi i1 numerc delle
semionde del modo critice in direzione X Y e’ invece
funzione del rapporto tra i lati D\\.w e va determinato per
tentativi. Se, procedendco in maniera approssimata, si assume

m come variabile continua, anziche’ discreta, e =i annulla
la derivata 0_7.\0..5 si ottiene s;uD\\h , da cui
N, o 4T D¢ - (@e)
(N =
Si puo’ dimostrare che lecpressione (74) #° esatta se b\\h
e’ un intero; in tal caso la piastra i inflette in campi

quadrati. In caso contrario la (74) e‘ un‘approssimazione

per difetto del carice critico, praticamente esatta se la

piastra e’ lunga AD\\_UVNNV.







10, ELEMENTI DI DINAMICA DEI CONTINUI ELASTICI

10.1 Introduzione

11 problema elastico illustrato nei capitoli precedenti
e’ mmwno formulato e risolto nell’ipotesi che tutte le
grandezze che intervengeono nella descrizione del fenomeno

meccanico siano indipendenti dal tempo. Cio’ si verifica con

buona approssimazicne quando le azioni ecercitate
dall‘ambiente sul sistema, cice” le +01NmAm gli spostamenti
imposti al contorno, sono in primo luogo indipendenti dal
tempo ed in secondeo luoqQo sono applicate al corpo in un
tempo molto lungo, in modo tale da non generare apprezzabili
forze d’inerzia. In queste condizioni 1a nOn%mmcvaNOJm
firnale e ragaiunta dal sistema attraverso una successione
di stati equilibrati in cui le forze interne elastiche fed
eventualmente geometriche) equilibranc le scle forze esterne
attive e le reazioni wincolarij il problema e’ detto

elacstostatico.

Tuttavia, quando le %oﬂnm attive amvm:aozo esplicita-
mente dal tempo, ovvero si mantengono costanti dopo essere
cresciute rapidamente dallo zero, agli spostamenti del corpo
sonc associate delle accelerazioni e quindi delle forze
d’inerzia. Le forze elastiche devono in questo caso
equilibrare non solc le forze applicate ma anche le forze

d’inerzia cozicche’ tutte le grandezze variano con il tempoj

il problema e’ detto elastodipnamicop. Risolvere il problema

m_wwﬂoamswamno vuol dire determinare 1a dipendenza dallo
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spazio e dal tempo del campo di spostamenti, di deformazic-

ni e tensioni del sistema.

La formulazicne e la scluzione del problema dinamico

aprono una serie di problematiche molto ampie, relative alla

modellazione del sistema ¢ ai metodi di calcale, che trovano

.omcmwm collocazione nei corsi di Dinamica delle Strutture.

Qui si voglione fornire solo alcuni mamam:»m_ con
riferimento ai sistemi continui, atti ad illustrare 1=z
fenomenologia e ad indicare | principali metodi di analisi.
La trattazione e’ limitata allo studio dei soli zistemi
conservativi e non prende in congiderazicne ali effetti

dovuti allo smorzamento.

10.2 Equazioni del moto

Le equazioni del mote di un zistema dinamico possCono
essere ottenute secondo unc dei seguenti metodi:
2) formulazione diretta (principio di D7Alambert)}
b) formulazione variazionale (principio di Hamilteon).
11 principico di D’'Alambert permette di scrivere le
equazioni del moto come equazioni di equilibrioc dinamico
semplicemente scmmandc alle forze mmﬂmﬂsm.TAun\ﬁv le forze

d’inerzia
b (=, £) = ~Mi(x, &) in & ()

Nella (1) m~AUn\nv e’ 17 accelerazione, derivata seconda
rispetto al tempoc t dello spostamento W (X, mw . ed M e’ un

operatore differenziale lineare che uvmmam il nome di
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operatore d’inerzia, o di massa. In molti casi,

tuttavia, si riduce ad. un operatore algebrico, mvmwmo

diagonale. Ad ecempic nel continuo tridimensionale le forze
T ve

d’inerzia sono rﬂ ﬂ.umoﬂv wy (i=1,2,3) dove %Nxv e’ la

s

densita’ di massa e quindi H e algebrico e diaqgonale.
Nella trave deformabile a taglio 1le forze d’inerzia,
traslatoria e rotatoria, sono rispettivamente uguali a
-m W ' -mU e uﬁw , dove m e’ la densita’ lineare di
massa ed u il momento d’inerzia di massa della sezione
trasversale. L operatore M e in tal caso ancora algebrico,
diagonale, con coefficienti di massa non tutti uguali; se
pero’ la trave e’ indeformabile a ﬂwmdwo 1“inerzia rotatoria
si secrive -~ V! ed M e’ un operatore e’ differenziale. Nel
caso infine di sistemi discreti, quali ad esempio quelli
costituiti da corpi rigidi vincolati elasticamente, M e’
generalmente rappresentate da una matrice piena.

La presenza di forze d’inerzia va naturalmente tenuta

in conto anche nella scrittura delle condizioni ai limiti il

che i verifica quando nel sistema sono presenti masse

concentrate al contorno. In tal casc le forze d’inerzia

corrispondenti si scrivono:
5=, ) = ~ Qi(x, t) sw 0P (z)

dove AN e un operatore differenziale, detto Onmﬂwﬂ01m

d’inerzia al contorno,
. . .
Considerate le forze b TK\WV ed f (x,t),le equazioni

di equilibrio in termini di spostamento (1.13) e e
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condizioni geometriche &l contorno Ap.wwu i modificano come

seque (+)

Mw + Lw = b v &
Qi + Bw = F sw 3@ (3)
w = H\ SWw dmyt
in cui tutte le grandezze scono +c3m;03m di x e di t . Le
(33 cwnso,m:mmmvwwm con le condizioni w:mmww_m
w(x,0) = Wo(x> , G(x,0)= io(x) 4)
che specificano la posiziaone e la wvelocita” dei punti

materiali del sistema al tempo zero. Determinata FAR\Wv,dm
soluzione del problema elastodinamico e’ completata dal
calcolo delle deformazioni & (=, &) = D w(x, t) e delle
tensioni G(x, £)=C € (x,t).

Le equazioni del mote (2 possconc anche essere ottenute

zeguendo Ta formultazione variazionale, applicando il

principio ‘4i Hamilten. Essc afferms che il moto di un

sistema dinamicao sottoposte a forze conzervative rende

stazionarico il funzionale

=3
ru\ (T-v) dt (5)
&y
rispetto a tutti i moti cinematicamente ammissibili che
conducono il cistema dalla pesiziope iniziale a guella

(+) Se il sistema e’ prescllecitato 1‘operatore geometrico
& i intende connlobate in L .
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finale nello stesso intervallo di_ tempo ﬁw,\ w~u . Nella

(35 H e’ 17Hamiltoniano del sistema, 1 e’ 1’energia

cinetica e Vv l1“energia potenziale totale. Assegnate le

posizioni in ﬁ* e 'L, , 1a condizione mm stazionarieta’
ta
§SH=| (§T-8Vv)dt =0 )
£
fornisce le equazioni del moto (3). Si noti che il principio

variazionale appare come una generalizzazione al caso
dinamico del principio della minima energia momewa_m
totale, valido in elastostaticaj; in particolare la
variazione dell’energia cinetica da’ luogo w_dm. forze
d’inerzia che si sommano alle forze attive e a quelle
elastiche nelle equazioni di equilibrio. Poiche” M deriva

dalla stazionarieta’ del funzionale T , risultm essere un

operatore autoaggiunto.

11 principie di Hamilton costituisce una base per lo
sviluppe di modelli discreti, attraverso l1a stessa tecnica
descritta per il caso statico con 7w$m1w5m:no all’energia
potenziale totale (cap.B8). Applicando il metodo di Ritz o
quello degli elementi finiti 1le equazioni del moto (3D

possonc scriversi in forma discreta
Mg+ Kq=p @)

in cui M e’ 1a matrice di massa e K quella di rigidezza, T

il vettore della forze generalizzate e & quello dei
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parametri lagrangiani. La deduzione delle equazioni (V) a

partire dalle (3) non verra’ esaminata in questa sede.

10.3 Moto libero

Per riscolvere il problema non omogeneo (2)-14) e

opportuno analizzare prima il problema omogeneo associato

3m\+-ls\ = o WJ@I
Qi + Bw = 0 sw 29 (2)
w = 0 s 39,
Le equazioni (8) con le condizicni iniziali (4) governano il
moto di un sistema etltastica in assenza di -forze e
spostamenti impressi, consequente ad uno spostamento e ad un
atto di moto assegnati al tempo zeroj i1 moto e’ percio”

detto libero.
11 problema (2) ammette come integrale particolare la

soluzione a variabili separate

wix, &) = P> " ()

dove &Amnvm\ soluzione del problema d’autovalaori (+2

Lg- AH¢p =0 in @
Bp - 2Q¢ =0 sw 3% (o)
ﬂuo VI\V@F
(+) 8i noti 1’ analegia con il problema di biforcazione

dell’equilibriac (9.34),







’

in cui e

ne . | a1

Pajche’ L ed M =ono autoaggiunti AN e reale; la

’

spoluzione (9> descrive allora un moto armonico se A e

positivae ed un moto esponenzialmente crescente o decrescente

se Z e’ negativo. Se si  introduce 1/ipotesi che

L ed M ciano non negativi (+) gli avtovalori 7y

risultano positivi o tuttalpiu”’ nulli, cosicche’ si puo’
escludere il moto di tipo esponenziale.
Durante i} moto armonico (%) tutti i punti materiali

oscillano con la stessa frequenza circolare (o pulsazione)

= VA e la deformata del mmmwmsw‘nmmnm immutata nella
forma (ma non nellZampiezza) descritta dall“autofunzione

ﬁwARu . Queste forme particolari sono dette modi_naturalli

di vibrazione del sistema e _m pulsazioni ¢ gsono dette

frequenze naturali, o proprie.

La soluzione del problema agli autovalori (10) consiste
in una sequenza di  infiniti autovalori yA y 9~. yeea ©
caorrispondenti autofunzioni ﬂ*. &n..... che, normalizzate,

soddisfano le condizioni di ortonormalizzazione (vedi

Appendice)

(+) L’energia cinetica e’ irfatti positiva, o al piu’ nulla
ce a certi gradi di liberta’ e’ associata massa nullaj;
analogamente 1’energia elastica e’ positiva o al piu’
nulla se il sistema e’ presollecitato da uno stato di
tenzione pari a quello critico, ovvero se il sistema e’
tabile.
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&.ﬂrﬁﬁfr\ ¢ Bp dS = N 8y

, @ 2D, A*N\

[#reove | wagis < 5

& 38,
Se, come caso particalare, non sono precsenti masce
concentrate al contorno, gli integrali in %12 estesi alla
frontiera del dominio risultanc essere uguali a zero. Le
condizioni di ortogonalita’ godono .am un’interpretazione

Smnnw:mnwumu»cRnowzmﬂooww ncmg_mawnw:m, nwﬁ.nw
proposito dei modi di biforcazione, cice’ stabilisconc che
le forze elastiche e le forze d’inerzia associate ad un modo
di una certa frequenza compiono lavoroe virtuale TDAMD nei
modi di diver=za frequenza. Se due o piu’ medi hanno la
medesima frequenza (auvtcocvalore multiplod e mmivjm pozsibile
rendere ortogonali i modi combinandcli linearmente in
maniera opportuna.

La soluzione generale delle (2 si ottiene come
combinazione lineare delle infinite zsoluzioni particolari
(9) corrispondenti ai diversi auvtovalori. Considerande sia
la parte reale che quella immaginaria della (%) si ha

oo

w(=, t) = xM Ao,\ cosa,t + b, sin ﬁxﬁvﬂwxaﬂv (12)

=1 x

dove Qa, e Vx cono coztanti arbitrarie. Per determinarle e’

necessario far usc delle condizioni iniziali ¢4y, che si

scrivono

~266-

iy —e






T ooy P (x) = Wol=x)

< e (18)
Mx by &y &uxmu.v = Wo ()

valide sia in & che su d mﬁ {su wmyr. sono identicamente

nulled. Applicando alle equazioni in & }’operatore H e a
quello su V@w 1’operatore Q y premoltiplicando per 1a
mmn.mvmnw autofunzione %wr.,_. , integrando e sommando, i
ottiene:

r ol [44,9v+]4Tad 2] &?kf\&q?n%
& ¥ (4s)

Zho[ 4 dV+ %MQ#LMT\%:PQ&; ¢’ ds
& 3

2387 &

% K
(- y@h w_.h
Tenuto conto delle condizioni (12) si ricava:
T T
eﬁ\& M, 4V +\ﬁ Qu, I8
& ¥ : (1¢)
i T - d T .
Tx = l«\w;lﬁ &ux H W, v 4 hv.a D W, st. u
K
o V@.h }
dove i termini noti W, ed p& possono eventualmente essere
scambiati con ﬂx , essendo M autoaggiunto. 8i noti che se
Wy = of %g. e W, = mw&vg. , con & e T scalari, solo le

ampiezze QQ m h% mo:oamcmvmeWvaomdmvwﬂwmnodwvw
condizioni iniziali eccitanc cioe’ solo il j—esimo modo e il
sistema oscilla con frequenza ?Q mantenendo immutata nel

tempa la forma della amﬁoviwﬁw iniziale. Se invece le

condizioni iniziali sOno una combinazione lineare di
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particolari m modi, solo quei modi vengono eccitati ed i1
sistema oscilla cecondo una sovrapposizicne di m modi
armonici di diverse frequenze mutandc nel tempe 1a forma

secondo una legge non periodica.

Per concludere, ancora in analogia con il problema di
biforcazione dell’equilibric, si puo’ definire in dinamica
un rapporto di Rayleigh:

z _ bﬁxﬁrﬁxo?\.r.\vw“ «w”m wao._rﬂ

Q, (12)
T T
% ¢, n L<+\ ¢, QP Jg
> k ﬂx vw* K i
che gode deila proprieta” di essere stazicnaric in
corrispondenza di ciascuna autofunzione. Scegliendo una

funzione di forma "vicina" al K-esimo modo, il rapportc (172
fornisce una stima della k—-ssima frequenza.

10.4 Moto forzato. Analici modale

6i studia ara il moto generate dall applicazione di

forze di volume e di superficie variabili nel tempo. La

‘leqge temporale delle forze e’ detta forzante e il moto

corrispondente, o risposta, e’ dette moto Fforzato. Si
nonmmamvw:o dapprima condizioni al contorno Ommgmﬁﬂmn:m
indipendenti dal tempo in particolare aomogenee ,
eventualmente effettuande un cambic di variabile?,
rimandando ad una fase cuccessiva lo studio degli effetti
dovuti agli spostamenti impressi. Le equazioni del mote (3

si scrivono allora

1 ..\m\ + _l.i\ = b tn @\ :
Qu +Bu = £ sw ¥y (3)
w = o] S d@v.(







Prima di affrontare 1o etudio del moto prodotto da una

forzante generica si considerano forze variabili nel tempo

con legge periodica.

a) Forzante periodica

Si consideri dapprima il caso particoclare notevole di

forzante sinuscidale di pulsazione Qo

"

Th&.\wv b(x) cos L &

(3)

F(x,t) = F(x) cosat

Una soluzione particolare delle (18) puo’ essere ottenuta

nella forma a variabili separate
Wy (x, ) = w(x) cos at

dave W (3¢) va determinata risolveno il probiema (+)

r:\Au\bl b.HZ w (<) = anv P
Buw(x)- b:ﬁD wi(x) = f (= suw 28 (20)
S\ﬁu\vﬂ o] Sw Vw\t\

Le (20) sono equazioni differenziali non omogenee in cui
appaiono solo funzioni di S ;1 possono essere risolte
esattamente appure attraverso uno sviluppo in serie delle

autofunzioni del problema omogeneo (vedi Appendice):

Wl = Wm* vuwwe. or i () hwaw

(+) 8i noti 17analogia con le equazioni (9.20) relative alla
statica dei corpi presollecitati.
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dove P e’ 1a i-esima forza generalizzata pari al lavoro

virtuale compiuto da T?Q ed ,TML nell’i—~esima autofunzione:

. - 4.

p= | bdV e | g FdS (22)
& vﬁa

La soluzione generale delle equazioni del moto (18) <i

ottiene sommando ad x\wmkxmv 1a legge del ,30»0 libero <13

(soluzione generale del problema omogenec)

w(x, t) = M. ADQ. Do/mbumﬁ + b sia ru...ﬂmv %m (x) +

+ MMH* m. * \A %H.u.ﬂ ﬁa.muob cos L (23)
“y
Le costanti @ , Tm si determinanc imponendo le n.OrntNmo:m
iniziali (4); operando con la tecnica gia’ illustrata a
proposito del moto libero si ottiene:

a; = %M«.ZASb\E\WQVLd;T\ ﬂnﬂ@ﬂi\cl:\muovox\m\
> b9, (24)

- . . T - -
b; u\%l. ﬁ\ P stanmovL<+\ A}. b?o!x\?» LL@
' > 9, .

Le (24) coincidono con le (14), salve scttrarre ad Uy,(x) e
L\a mu\u te funzioni ©, (x) e v.rwo (x), ossia i valori assunti
al tempo zero dalla soluzione particolare Q\wAH\ ,wp e dallx
sua derivatz r.vm. (%, t).

Si analizzi ora la scluzione particolare X\TAR\ _ww .
Si osserva che per LL 0O le forze (1%} diventano indipen-

denti dal tempc; corrispondentemente F_“mk\wwlv Wp (=) dove







ca

e

wg () = 7 LLIf o)

’

e’ lo sviluppo in serie della rigposta statica in termini

delle autofunzioni ortonormali &quv del problema dinamico
(rappresentazione mvmwwﬂmam di ewmmﬂ\W\ Y. Le componenti di
We (x, £) amddw stessa base si o~¢m3©0:0‘ncw:aw. a meno di
cos Lt , moltiplicando ciascuna componente della risposta
statica per il corrispondente coefficiente dinamico
ﬁ*&AMH\ENVNul* . Questi coefficienti prendono il nome di

fattori di amplificazione(+). Se si diagramma 17ampiezza

della risposta sinusoidale Sﬁaﬁ\nv in un punto x e in
funzicne della frequenza della forzante L si ottiene i1
grafico riportato in figura. Si wvede che la risposta e’
d’ampiezza infinita quando la frequenza della forzante
coincide con una frequenza propria del sistema (++); il
fenomeno m\,amnmo di pisonanza.

Un sistema continuo esibisce infinite risonanzej; di
queste hanno pero’ rilevanza pratica solo le prime, in
quanto le zone di amplificazione relative alle frequenze
superiori sono di ampiezza molte limitata, mwd momento che |
rapporti Tn\nbmw tendono rapidamente a zero. Inoltre 17ef-
fetto delilo msovmem:wo. qui non considerato, cresce con il

numerc di modo cosicche’ ai modi superiori corrispondonc dei

(+) Si noti 17analogia con le equazioni (9.42).

(++) Cio’ e’ conseguenza della linearizzazione; le nonli-
nearita’ mantengono infatti finiti gli spostamenti. Si
puo’ inoltre mostrare che, anche in dinamica lineare,
uno smorzamento pur piccolo rende finita 17ampiezza
della risposta.

-271-

picchi notevolmente piu’ bassi di quelli aszcciati ai primi
modi . Fanno evidentemente eccezione situazioni in cui uno
dei carichi modali P/ e~ molto piu’ grande degli altri per

1a particolare distribuziaone delle forze esterne. Si noti

infine che al tendere di 0 ad oo la rizposta tende a
Zero.
mvmmu A
c.uwﬂuﬂv
o
Oy W Gy

Si consideri ora il caso di forzante pericdica, non
semplicemente sinuscidale. Le forze L(x,t) ed .ﬁmk\my . di
pericdo T , possono ecsere sviluppate in serie di Fourier

s (13 @, .
r?fwvu rﬁomu@+ M.» ﬁ_umu.u cos kOt + b° _«MUC Sin rb.mru

K=o

) o2 (A (z, k) ,
hAK\WVl %Amkv TW.W. wl\.ﬁ.mkv cos kot + ﬁ (x) Svn Tb*.u
dove flL= Nﬁ.\q. e’ 1a frequenza fondamentale. La risposta
del =istema puo’ dunque essere ottenuta come somma delle
risposte relative alle singole armoniche componenti, per
ciascuna delle quali vale la soluzione (217 precedentemente

determinata. Si ottierne:







W=, t)= MNHH_ AD\_. cos ot + b sianot) ﬂw.. (%) + Wyt (x)+

%0 oo Wk ke
L7z 0(=) Tu.m Los ket + pt® Ainkit]
ket b=t of- kO
(25)
dove Wy () e’ la risposta statica dovuta al valor medio

) 0) .
delle forze, b muC e ﬁﬂﬁuﬁv. ed i carichi modali sono

mc\:n\ PR +\ & FUMIs a2
>®

Le costanti Q) e .r.. =i determinano ancora con le (24), con

L)
_ i
o) = oy (0 1 5o T —p e i
. . (3 k)
lp) = Z T kBT ()
[ ml.TNHHW
2

La (25) evidenzia ©0° possibili casi di risonanza, che

¢i verificano quando 1la forzante contiene wuna frequenza

k S che coincide con una frequenza propria del sistema
Q! . Comunque, poiche’ in generale le ampiezze delle
armoniche componenti decrescono rapidamente con Ta

frequenza, le risonanze ‘associate ad armoniche superiori

sono di limitata importanza .

b)> Forzante apericdica

81 consideri ora i1 caso generale in cui .T«nn\*uv ed
fl=, t) soro aperiodiche. La ricerca di una soluzione
particolare delle (18) puo’ essere effettuata sviluppando

:\nu\\wv in serie delle autofunzioni %mm (x) del problema
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omogeneo, considerando i coefficienti dello sviluppo come

funzioni incognite del tempo:
[=ad
w(x,t) = W.J w..?v &b (%) (z6)

vo.wnjm,\ peraltre la (24) contiene come caso particolare 1=a
soluzione generale (12) del problema omogenea associato,
puo’ rappresentare anche Ia zoluzione generale del problema
non omogenea. Le funzioni w... (t) sono delle coordinate

generalizzate dette coordinate naturali, o normali, e

rappresentano le ampiezze dei corrispondenti modi normaliz-
zati. Il metodo di soluzicne che fa uso dellc sviluppe (28)

e’ detto analisi modale.

Soctituendo le 24> nelle (18 <i ottiene

(S Mg L)k @
. (z7)
= Aw_.bﬂr.,kumﬁmvnh sw V@w

t

mentre le condizioni geome triche al contorno sono

soddisfatte dall’annullarsi di &,.?C sy 2@, . Per

ricavare le W\ ?v incognite dalle (27) occarre premoltipli-
ks
care le equazioni e le condizioni al contorno per “%,\ (=) 3

quindi integrande e sommando si ha
. - T ,
Wwﬁm ﬁg.lmmmo;\,*‘\ A&.Dﬂ..ofmv,?

+Zf m\& %wa:? ¢ B dS)=pj (©)

>%-

f :LN.:V (2¢)







dove

T T .

Vet ¢ d Ve [ £t g dS @)
& ) y@#
e’ la j-esima forza generalizzata, dipendente dal tempo. In
virtu’ delle condizioni di ortonormalizzazione (12) le (28)
si mnvmcdnou

5, (&) + B,.Nw.. (¢) = p(8) (é=12 ...) (39)

cioce”’ costituiscono un sistema di infinite equazioni

disaccoppiate nelle coordinate normali wm . Si noti che 1la
generica equazione descrive i1 moto di un oscillatore
elementare di massa unitaria e pulsazione me sottoposto ad
una forzante WHAWV .

Una soluzione particolare delle (30) puo’ ottenersi

dall‘“inteqrale di Duhamel, o inteagrale di convoluzione:

t

§i(e)= | Pi(z) hy(E-z)d= (31)

In esso rmAWV e’ la risposta impulsiva, cioe’ la risposta

dell’oscillatore ad un impulso unitario applicato al tempo
zero a partire da condizioni iniziali nulle. La (31) esprime
la risposta al tempo t come somma amw_w effetti prodotti da
una sequenza di impulsi elementari di grandezza Tmﬁdu dz
applicati all“oscillatore agli istanti 7 ,.noz T €& HO\ nu.
Tenuto conto che, come e’ immediato verificare, la risposta

impuisiva e’
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I?.vu an sin o) t (32)

sommando alla (31> 1la scluzicne generale del problema

omogeneo in definitiva si ottiene (+3

ﬁ -
Wm mmvu M__Mw mu..m.w\w SinQ)/ AWINVLN\ + W.. (o) Quln.nbmdm‘.. mh.v?\ IA..\.B..W
b3 B
o v mwwv
In essa e’ wmﬁev - o, wmaovnﬁbm by _.no: a; e b/ dati
dalle (16>; l1a scluzione particolare, infatti, per come e~

stata costruita, da’ contributo nulloc & zposztamente e
velocita’ iniziali del sistema. La (33> cvviamente contiene

come caso particolare quello della forzante pericdica.

10.5 Sostamenti impressi

Un importante tipo di moto forzato e’ quello prodotto
da spostamenti impressi ai vincoli, variabili nel tempo con
leqgge assegnata. Esempi di queste tipo di eccitazione sono
rappresentati dalla sollecitazione sismica su strutture
vincolate al suolo o da vibraziomi indotte su macchine in

movimento. Le equazioni del moto (3> si scrivono in tal caso

How + Lw= o0 in D
Quw + Buw = 0 Sw V@.\h A:wbv
w = w Su Mw\s.

(+) La ¢33 puo’ =nche essere ottenuta applicande 1la
trasformata di Laplace all’equazione (302,







f
|

]

|

in cui x\n:\ﬁ.ﬂ\wv e’ lo spostamento impresso. Le (34) sono
delle equazioni differenziali omogenee con condizioni al

contorno non omogenee. La  soluzione pon  puo’ essere

ricercata nella forma (24) in quanto le autofunzioni &«. (<)

non soddisfano le condizioni geometriche al contorno. E7

opportuno pertanto operare un cambig di wvariabile per

rendere omogenee le condizioni al contorno su wa\ . A tal

fine =i pone
w(x, €)= y(= &)+ v (x, t) Es)

in cui Qm.«\mw e’ una funzione nota,. arbitraria purche’

sufficientemente regolare, tale che

Y€)= w(x,E) su 2 Bé)
Le equazioni (234) nella nuova variabile QA.X\&Q si scrivono
quindi

Hir+ Lo = = (Mia+ly) in &

Dor;.w,uxnlﬁzrw.lvw&v sw ¥ @)

v = 0 Orrvw.:\

e sono percio’ del tipo (18). Alla funzione nota Y (=,¢)

corrispondono quindi delle forze eguivalenti di volume e di
superficie:
b=~(Hjsly) a8

. %)
.ﬁHIADQ‘T.W,QV Sw Vw‘h
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L’espressione delle forze (38} riszulta zemplificata

quando per Y (=, &) si scelga la soluzione pseudostatica.
cioe’ 1a soluzione delle equazioni (34> in cui le forze
d’inerzia — M W s R w zono poste wuguali a zero.
Yy, t) rappresenta in tal caso il campo di spostamento che

=i avrebbe al tempo t se il cedimento vincelare alle steszo

istante w (%, t) fosse applicato staticamente, cice’ in un
tempo infinito. In tal casc nelle (38 e’ ~\./< = O .
w{« = O ; la variabile V'(x, €) assume in tal casc il

significate di contributo dinamico della zoluzione.

Le ¢(37) wannc corredate delle condizieni iniziali {43
che, nella nuova variabile, si scrivono:
Qaunxewn Wy () = Yo (x)
(33)
Q‘AH\OVH w, ﬁhﬁwlrQu AUDW

dove

Yol = Y(x,0) , Yo (x) = J(x,°) (40)
Le equazioni possono essere risolte applicande uno dei
pracedimenti illustrati nel paragrafo precedente, a secondo

che ..xc\ﬁuns wv sia periodica o aperiodica. Ad esempic, per il

caso di forzante generica, si ha:

oo

Wz, ) = yx )+ Z 0 5 (6) $0 (O (41)

t=f

in cui w.. (t) e’ date ancora dalle (33), con W.‘ () = a,; e

w... onn W) V... salwo i1 fatto che nel calcolo di a; e bf

(eq.(163) eoc, ed v.ra vanno rispettivamente csostituiti con

-278-







Wo-Yo e Ho— Yo , in accordo alle (39). Esempi di appli-

cazione del metodo sono presentati piu’ avanti (prf.10.9.4>.

10.6 Oscillazioni ‘lonqgitudinalli della trave: dinamica

dell’asta

I concetti precedentemente esposti sulla dinamica dei

’

continui elastici vengono applicati ai model1i gia

introdotti nel problema statico. GQuale primo esempio si

consideri i1 moto longitudinale di una trave di lunghezza
§ , rigidezza assiale EA , massa per unita’ di lunghezza
m e masse concentrate alle estremita’ QSP ed QS& y
sottoposta all’azione di forze distribuite dipendenti ‘dal
tempo p(x,t) e forze d’estremita’ Fo(8) ed +5 (&)
(fig.68). Nel seguito si scrivono le equazioni del mote e si

risolvono alcuni problemi particolari.

B
ey A m, EA ()
&l&@1 > — S —
X w(x,t)
My p(x, &) Qsa

10.4.1 Equazioni del moto

Le equazioni del moto possono ottenersi direttamente

dalle condizioni di equilibrio (3.5 dell’asta applicando il
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principio di D’Alambert. Le forze d’inerzia diztribuite sono

uguali a
wHAH\ £) = — m K (x, t) (42)

e quelle concentrate 1 corntarno

T .

()= - My w (o, t)
43)

£F (ey=- Mg i (0, ¢

B ()= B W )
Sommando le forze d’inerzia alle forze attive nelle equazio~

ni ¢(3.5) si ottiene:

i
- EA w

it

. " B
romw =P . ()

b

nER W+ M F Su yq@m ne *q

Alle (44) vanno agqiunte le candizioni geometriche Shum\?0¢»
sulla parte del contorna dove scno assegnati gli
spostamenti. Si noti che le (44 s=onc del tipo (23 in
particolare gli operateori di massa sona Hz »wm e Dvm m .

Alle stecse equazioni si puc’ pervenire applicande il
principio di Hamilton (&>, L7Hamiltonianc dell asta =i

scrive
{ o N d

H= _.. AM,s:x\..M‘mmS.T‘U:\V x +

&

o

+Wﬁ§pr+§@pMV+.ﬁmg)+.ﬁw i.lnwu Lam AA,WV

A

Imponendo le condizieni di stazicnarieta’ =i ottiens







T
[J(ma8i-enudu+plu)de +

t,  Jo

b Moy S0+ Myag S, + F du, + Suy |dt=0
da cui integrando per parti:
£tz ¢
4\ \Ammx\:l_\sﬁyvﬁuv,mx\ dax + mm.mx\rlxwzw ,Mm+A
f °
] . b
+ﬁmvmsm + msmm$ml§m$m+ﬁmvwsw+M.:uw_uc

I termini in Ty e Ww si annullano in quanto in questi
istanti sono nulle le variazioni Tw ;3 dalle (47> si
ricavano quindi le (44).

3i noti che 1a AbAAv resa omogenea e’ l7equazione

monodimensionale delle onde

d U B WU
dxr cr utE )

in cui

7

e’ 1a velocita’ di propagazione delle onde longitudinali.

10.4.2 Moto libero

3i considerino dapprima forze attive e cedimenti

vincolari uguali a zero. lLe (44) ammettono la soluzione
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(ot
armonica W (X, wwnﬁmﬂ&m\ dove ﬂmkw ed ¢ sconc soluzione del

problema d’autovalori

,mmﬂz\?;«\um\* = 0 m;.@\

i
Q

hER G — M

¢

La soluzione generale dell’equazione (48;) e’

.hF,yﬁm 4s)

o) sw 39D

it

(=)= & cos P+ cp sinfx (49)

dove €y e €, sono costanti arbitrarie ed incltre

z
WNH oD A/_w.ou
E A .
Imponendo le condizieni ai limiti =i ottiene un sistema

omogeneo di due equazioni nelle due incognite <y e Cp
annullande i1 determimante della matrice dei coefficienti si
ricava }’autovalore O . Si esaminanc alcuni casi particela-

ri.

a) Asta fissa agli estremi

Imponendo le condizieni al contorno (entrambe geomgri-

che):

$(e)=0 , <P(e)=o0 (s1)

si ottiene i1 szistema

— (s2)
cos m@ MH>W® C, o




S



che ammette soluzione non banale solo se mmbmﬂu o , se

cice’ @n kTr/€ck=1,2,...> (+>5 dalla (50> si ha percio’:

o, = kr [ER 12 .. 53
k 2 — ﬁru ' <y v A )
Corrispondentemente e Cy= 0O y Co= W , & l17autofunzione

(4%) si s=crive

A—AHCN\ v A/,m.xuv

nvaRun Cp, Sin kT

Le autefunzioni mmXAunv rappresentanc | modi naturali di

oscilliazione dell’asta e gli autovalori v,ur sono le

corrispandenti pulsazioni proprie (fig.é9).

Pi(x)
ke 4 i >4 = I ,\@l
m
.,%wnaunu N
ke : W, = 2T \Wmu
0 WN/\N [ m
iuﬁuv )
k=3 N\ s Wy = mmH £n fig.68

(=)
e
z
L)

A

~

1 modi di vibrazione, in gquanto soluzione di un problema
omogeneo, 30N0 definiti a meno di  una costante
moltiplicativa che, per gli sviluppi successivi, e’ utile
determinare attraverso una condizione di normalizzazione. La

:mN.V in particolare si scrive

(+) Si noti che la soluzione Awuo va scartata in quanto
tornisce la soluzione banale *m&bm o .
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) )
m ﬂw._\m..x\u *LARV daoe = M”\ (s5)

°

e per i=j fornisce C,= 2/(m€) . La soluzione generale

delle equazioni omogenee del moto e’ dunque (eg.<13»)

Fﬁu\ﬁvn.‘ﬂwp@. xNi Ap\x cos At + b sin &xwv sin ki

(5¢)
dove le costanti O e rx sono date da (eq.(14))
[3
a, = [2m \FQTC sin ke d=a
¢ ¢
e ¢ k=12 .. (s#)
by = 4 [2m w sinkmx Jd=x ,
K m\ur m nAUnv n s..ﬂll
]

essendo W, (%) e WU, (X) spostamento e velocita® al tempo

Zero.

b) Asta libera agli estremi

Se }‘asta ha le eztremita’ libere e non sono presenti
masse concentrate, e condizioni al contorno {entrambe

meccaniche) sono

EA f¢'(e)=0 , EA $'(C)= o0 (s8)

ed esprimono 1‘annullarsi dello sforzo normale in X= O_& .

Stante la (49) le due condizioni si scrivono:

0 1 Cy 0
= (5%)

O
]

2

\.mm)m@ Oahwﬁ







da cui si ricava, come nel caso Y.mnmam:nm,m 1/equazione
caratteristica 2in Wm =0 i gli autovalori sono percio’
B rﬁ\a (k=0,1,2,...> e le costanti risultano C/= L

C,= O ., Le frequenze proprie si calcolano dalla (3500

(60)
Q= WMH MWMW

ed i modi naturali corrispondenti sono

(k=14,2,... )

]

ﬁe A..N.v

Cq
(é1)

Amwx (=) = 1 cos rM.bn Arn:N\.:v

Si noti che, a differenza del caso dell’asta vincolata agli

estremi, ad W= 0 corrisponde una soluzione non banale
ﬂmub"uheuﬁ . Cio” e’ conseguenza del fatto che 17asta non

vincolata e’ un sistema labile e come tale ammette uno o

s

piu‘ autovalori pulli a cui corrispondono moti riqidi.

Calcolando €y dalla condizione di normalizzazione (33)

si ottiene cy= *\,\‘sm per k=0 e ¢ =V2/(mC) per k>0 .
La soluzione generale delle (48) risulta percio’:

oe . ~
- \ Z b sino t k =

S\AR.\&V - ﬂd m.* APX cos o.ux.w + k s Vuz MOQV M..uh *.zﬂbd.*.rowv

, . . _ : (62)
dove le costanti Q, e rx si determinano dalle (1&)

i} s

Q.x u,\w.»mﬁ\ :\eﬁu.vguxs.an\ \... rx N@[? s\o?C m&rﬂ.ﬁLﬂ
a ,

[

2 v

{4

-
it

)
D\OH\WM\ W, (=) dac 7 o )\l.ml meomu&vLo.«\
(4 “~o
(¢3)
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~

avendo momno rau vX.ro . 8i noti che all“autovalore nullo
corrisponde un moto uniformej in particolare i1 termine
lineare in t e’ ottenuto come limite del nwnvodwo.u?a&oﬁ\mbo
umwpf.éo.mzam+m:wnwcw il moto libero e’ rapprecentato

dalla sovrapposizicne di un moto rigido wuniforme e da

un‘oscillazione elastica armonica.

c) Asta fissa ad un ectremo, con__ Mmassa concentrata

nell‘estremo libtero.

Se 1‘asta e’ fiscata in X =0 e likera in X= @ le

condizioni al contorno zono miste:
b(e)=0 , mm&\«avt \.Souwm:mvuo (é4)

dove M e’ 1a masea concentrata nell’estremc liberc. Dalla
(&4, e (493 si ricava immediatamente C;= 0O ; dalla (44,3,
tenuto conte della (S0, =i attiene 1’equazione
caratteristica:

tg O = me 1 (¢s)

m T

in cui compare il rappeorte adimensionale tra la massa
1mvw1»~nw :Jm mncm_“wn03nm:ﬁﬂwnw M . La (45 va rizolta

numericamente; determinate le radici Tr le autofunzioni

risultano:

AVXA.HV,H C, Sin mxkx A k= A\ N\ Ves v A/mav

e la soluzione gererale =i ottierme dalla loro sovrapposizio-
ne. Il grafice di +ig.70a moestra che all”aumentare del

numero di modo f{oppure a parita’ di mode al diminuire del

~286-







1wvu01»0 mi \QS ) 1‘equazione caratteristica (85 amme tte
le soluzioni m“mmx“vﬂ<® . Dalla (4&) si vede allora che il
contributo dei modi superiori allo spostamento dell’estremo
libero e’ piccolo; lo stesso accade n:wrao M e’/ grande in
rapporto alla massa totale dell”asta. In questultimo caso i
modi naturali non differiscono molto da ncmddm dell’asta
fisesa agli estremi, salvo la presenza di un ulteriore modo
Amd.vﬁMBOV, simile a quello di un sistema ad r: grado di
liberta’, costituito da una massa concentrata vincolata da

un‘asta priva di massa.

) ,
$yir
[ | L
1B PN BE
P 3 .
ARRNGY LS
1 $aln
_ '
iy i 37 ng P
3 ¢ @@ ~ x ~AHM\
éalrl
__ ~ k=3
(a) | WD Fiy.70

10.6.2 Moto forzato: lancio del missile

Si consideri ora il problema non omogeneo (44). Se si
applica  17analisi modale <(forzante aperiodica) occorre
nell‘ordine calcolare le forze generalizzate (29), quindi

17integralte di convoluzione ed infine sovrapporre le
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risposte modali. Le forze generalizzate nel caso dell’asta

si scrivono

¢
P (£) = \ plx,6) de(x)d=+ Ta(6) dle) + . (6) 4,(0)
° ©*)
dove %fmﬁu eomo i modi normali gia‘ determinati nelle

studioc del moteo libero.

Si wuole moetrare un’applicazicne del me todo  al

problema di un’azsta libera agli ecstremi, sottoposta
all’azione di una forza al contorno

() = £, U() (68)
dove H\AWV e’ la funzione gradino (unit step «mnnﬁmozu

definita da U(E)= 0 per £<O0 | U(t)=1 per t20 . 11
modello simula i1 mote di un miszile nella fase di lancio

verticale. 1 modi normali del =istema sono (eq.(612):

ﬂahxvu,\.mumu ) nvaRvn\.m.M SGTMH mxnemi:v (63)

e le corrispondenti frequenze sonc date dalle (&0> . Dalle

(67) e (68> =i calcolano le forze generalizzate

Pult) = B (6) (o) = £ (o) T (¢) (7o)

Assumendo condizioni iniziali di guiete il moto #” descritteo

dalla serie

3
w(x,t)= 2 ﬂxﬁﬂvwﬂ\wxﬁdv sino (6-2) =

kzo

Wo ¢ ¢, (°) fo (- cos o t) (1)

T
Oy
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Paiche’ &7 (=0 , occorre determinare il limite

Bim _lOPwBo!Wl = WN. . AMNV
Q7 0

E z

£

e quindi, tenuto conto delle (48, la risposta risulta

AM3

1 cos kmx A*trmu&xmp
t KZ

C
#3)

11 primo termine della (73 rappresenta un moto di corpo

CFe £ 2.
ﬁu\flﬂ,@ z vt wte

rigido naturalmente accelerato; del secondo termine, la
parte indipendente dal tempo puo’ essere interpretata come
deformata elastica statica e la parte variabile nel tempo
come incremento dinamico <(rappresentato da una somma di

oscillazioni armoniche). Dalla (73> sl ricava il campo di

! , , .
sollecitazione N=ERAuw derivando la serie termine a termine

Qa
N(x,t)= ~-2fo0 WW

sia ke (f-cos O t) (F4)
= .

!
tk e
3i noti che 1a convergenza della (74> e’ piu’ lenta -di
quella della (73> in quanto la potenza di K che appare a

denominatore e’/ piu’ bassa. GQuesta circostanza e’ di

carattere generale.

10.7 Dinamica del filo

Si congideri un filo di _CJOJmN.Nw £ , teso da forze di
estremita’ No , avente massa per unita’ di lunghezza ™ ,

portante alle estremita’ masse concentrate §> e §m s

-28%-

sottoposto a forze trasversali distribuite Tmua\.m.v e forze

sul contorno mm?v ed Jnm ?v (fig.71).

W) ven s 10
!

>@\\Jﬂ/§

m m,

A

No

| . |
| L i foqo

.

I' moto longitudinale del file e’ disaccoppiato da quellio

trasversale ed e’ descritto dal modello di asta gia’
studiato. Per determinare 1‘equazione del motc che governa
le oscillazioni traswversali, =i applichi i1 principio di

D’Alambert all’equazione di equilibrio e alle condizioni al

contorno ($.27); tenute conto che le forze d’'inerzia sonoc
P (x,t)
£ ()
s (0

i

- m v (x, t)

R

-~ M, (0, ¢)

- My (L, t)
le equazioni del moto risultano:

~No v 4+ m i = p in @
(7s)

hNov'e miy<d sw 29

ASH H«v

La (75,) in particolare esprime 1‘eguaglianza sul contorno
della forza esterna ﬁ;gmw e della forza interna (reazione
geometrica) , Ny QL . Alle (75 wvanno aggiunte e condizioni

geometriche U= .C.\TL sy y@\s\ .







Si noti che le (75> sono formalmente identiche alle
(44>, come gia’ osservato per il problema statico. La (75))
resa omogenea e’ ancora l‘equazione am_»m onde (48> in cui
pero’ 1a velocita’ di propagazione e’

c =  [No (¢
m

che, essendo @mrmjwﬁimsmm No &« m;uu e’ molto piu’ bassa
della velocita’” delle onde longitudinali (47).

Lo studio delle (75> non offre alcun elemento nuovo
rispetto al caso .amd“\wmnm gia’ trattato; le-. soluzioni
determinate nelle diverse condizioni di vincolo e di carice
valgono nelle stesse condizioni anche per il filo, salvo
sostituire a spostamenti e forze longitudinali spostamenti e
forze trasversali e alla rigidezza assiale EA 1a rigidezza

gecmetrica No .

10.8 Oscillazioni torsionali della trave

Si analizzi ora il moto torsionale di una trave dotata
di massa che porta all’estremita’ due masse concentrate di
dimensione finita, ad esempio dei dischi rigidi. Il modello
puo’ rappresentare ad esempio un albero di trasmissione di
una macchina. Sia L 1la lunghezza della trave, 63 la riqi-
dezza torsionale, I il momento polare d’inerzia (di massa)
per unita’ di lunghezza del's trave, GJ e um i momenti po-

ltari d’inerzia (di massa) dei due dischi. Ad esempio per una

trave circolare di raggio R e’ &J= &7 Z:\N e L= ﬂ.:..mr\N.

-2721-"

dove m e’ la densita’ di massa per unita’ di wvolume
(fig.72)
. R a
, ~ ™ I, 7 R
— m\ } > N
[ 5 I
3a 8
__A\ - & Vw ﬁerw .NN\

Le coppie torcenti d’inerzia distribuite lunge la trave sono

pari a:
S)HAD‘Q.WVH - HA_B.AM.\WV A.N.ﬁw

dove &mA%m e’ l1’angolc di torsione; le coppie ‘@’ inerzia

concentrate al ceontornc sono

T "
fa = = 30 ¢ (o8) ()
Tma = -3 m\mmm\mv
Se ?Ax<ww e »quxmw sono le coppie esterne attive 17equazicne
del moto della trave e le condizioni al contorno si ricavano
dalle equazioni (5.5%9) e (5.80,) applicandc it Uﬂmsnmmﬂu di
D’Alambert. Si ha:
1?%%._+ T¢=m in &
. (3)
heTg'+ 3¢ = 0 s 3 (h=%1)
alle guali vanno aggiunte le condizioni geometriche mb..u W\m?v
su VmWF . 8i noti che le (79) sono formalmente analoghe

alle equazioni del mctoc trasverszale del filo e del moto
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longitudinale della trave. In particolare la AwnAv resa
omogenea e’ ancora l‘equazione monodimensionale delle onde
(46) in cui la velocita’ di propagazione e’
= [c3  (89)
I

Valgono percic’ le soluzioni determinate per 1‘asta salvo il
diverso significato dei coefficienti e della variabile di

stato.

10.9 Oscillazioni trasvercsali della trave .

Facendo riferimento al modello indeformabile a taglio
si vogliono analizzare le oscillazioni trasversali di una
trave di lunghezza @ , rigidezza flessionale EXL y & massa
per unita’ di lunghezza m ; la trave sia collegata alle
estremita’ a due masse concentrate QS» e Qsm di moment
a © Dm i1sia inoltre sollecitata da forze
trasversali distribuite P(>=¢)

estremita’ fa (£) 4 pa(t) o+ fa (&) 5 g () ¢Fig. 73>,

d’inerzia polari U

e da forze e coppie di

vz, t) pe.t) £06)
() N m, EL ‘:1 / B
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10.9.1 Equazicni del motc

L‘equazione di equilibric e le condizioni a1 contorno

meccaniche della trave sono state determinate per i1 caso

statico e risultano (eq.<49,7, (53,,3)7
Ex v"™ = P in ¥
—nETy" < £ sw 38 (= £1) @
n WH.Q= = ~?

avendo posto uguali a zero le coppie ripartite. Tenuto conto

che le forze d’inerzia risultano:

P, t)= - mU(xt)

]

EX(E) = - My (o, 6) , Fp(b)=- Mg (e ¢) ()

o

- UW v mﬁﬁ.V

0

T w1 z

P Tuv = - 3,9 (9, t) Ps ?v

applicando il principic di D‘Atambert i ottengonc le
equazioni del moto

Wi .
ET v 4 m™m v

L}

P, 4+) (a7

T+ My F (83>
Su y@\ﬂ m.\.uHC

nEIv + 3 = P

Alle (83) vanno aggiunte le condizioni geometriche

s y@f\
4>

Si noti che nella nmmi non i e’ tenuto conto dell”inerzia

U, k) = U (=, t) Ui, t)=@ (2, t)

rotatoria della trave; si pue’ infatti mostrare che se 1la







trave e’ snella i1 suo contributo e’ trascurabile in

rapporto a quello dell’inerzia trastatoria.

10.9.2 Moto liberg

Se la trave non e’ sollecitata da forze attive e i

cedimenti vincolari sonc nulli le (83), (84) ammettono Ta

T
soluzione particolare t&.ﬁ@u&muﬁw e'” dove &?Q ed &  si

ottengono dal problema di autovalori

EL$" - m ot =0 in @
~n EI $"- m w4 =0
nEL "~ W P =0
-0 4o Y-

/

Sw ym# ﬁ%hv

La (85,) ammette la soluzione generale

b(=)

dove C;y , ¢, , C3 , ns sono costanti arbitrarie e

t

C; cos THJ,. c, h_.\%wﬂ + C3 oourm.ﬂ + <, .m..srmwk.

(8¢)
' mot (3%
ET

Imponendo quattro condizion: ai limiti si ottiene un sistema

omogeneo di quattro equazioni nelle costanti c/ H
annullando i1 determinante dei coefficienti si ricava
1“equazione caratteristica (di tipo trascendente) che
permette di determinare le frequenze proprie e . Si

esaminano alcuni casi particolari.
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"a) Trave appoagiata

Se le masse d‘estremita’ zonc uguali a zero le

condizioni al contorno risultana

$o)= p(e)-0 , $"()= $"(t)=0

Le ultime due esprimonc 17annullarsi del momentco flettente
agli estremi. Le condizioni in X=0 forniscono immediata-—

mente </ = ¢3 = O 3y le condizioni in x=0 si scrivono:

sinpl ,{>er <y 0
= (88)
1m?,v® uT,rmm c, o

11 sistema (88) ammette soluzicne non banale se e ‘solo se

(equazione caratteristica)
sia@Bl sinhpl =0 (8%)

ovvero soltanto se Wﬂn rqﬂ\\ﬁ (Kk=1,2,...>, dal momento che

’

il seno iperbeolico e sempre positive. Le autofrequenze
risultano percio’, dalla (87),
K:m® [ET
— T =
SR (k=t2,...) (90)
rnm

1 modi di vibtrazicne corricspondenti conc

bo(x)= ¢ sin kTx  (k=12,..) (84>
4
essendo anche n»uo , come =i ricava dalle (88), Lx costante
Cqy puo’ essere determinata dalla mnmNu
~25&~







e

o

che per i=) fornisce C,= ,\N\ml.my. 1! moto libero e’ percio’

descritto da (eq.(13)):
oo
C.«.K\Wv.l\ z 2 AD\XOQVPQ.«,W\TTXV..) FUX.WV sin ki Amwv
3&. k=t N
dove @y e Tx dipendono dalle condizioni iniziali.

b) Mensola

Considerando 1Zincastro in X =0 , le condizioni al

contorno sono (taglio e momento nulli in SC= ¢ >
! u 7
be)=4'()=0 , P (€)= (L)=0 (94
L’equazione caratteristica che si determina e’
oS ﬁMN cosh W& = -1 ﬁ,m,m.v

che wa risolta numericamente., Le prime tre frequenze e te

corrispondenti forme modali sono rappresentate in $ig.75.

}b(x)
- o, = 1.875° [EX
mvn«unu ¢
A 0, = .mrl‘l.hms.Nj\ EL
£ ¢ ™m
#, (%)
T
- 85 EL
B
297~

c) Trave libera aqli estremi

Le nO:QmN._Di. ai limiti sonc tutte meccaniche

$"0)= ") =0, (Y= P )=0 (96
e conducono all’equazione caratteristica

cos PU cosh pl =4 (8#)

L’equazione ammette 1a radice THO a cui corrisponde
1“autovalore D=0 . Inm tal caszc la soluzione della (83,2
e’ un polinomic di quarto grado} imposte le condizioni al

contorno (94) si ha
b(=) = di+ d, x ‘ (88)

in cui dy e d; sonc costanti :._&mﬂm_,.:..,m:wnm. D=0 e
quindi un autovalore multiple di molteplicita’ 2i cio
conseguenza del fatto che il sistema e’ labile di grado 2
(al terzo grade di liberta’” e’ associato infatti c:.Bono
longitudinale). Qgni cembinazione lineare delle autafunzioni
ﬂmu Aunw =4 e && ()= e scluzione del problema agli
autovalorij per rendere &omuu e &‘mky ortoncrmali secondo la

(92) deve assumersi:

Bl : @
f,=0 ” \ £ ..NH:.ST,N,%
1
- e J J"s.wocn_w,\sm
,Tu. 6







)= [4_
.?Au L

@9)

= 1z -
P Lm (7 g)

Le (99> descrivono due moti rigidi, una traslazione e una
rotazione intorneo al baricentro della trave; i modi elastici
si determinano dall‘eq.(84) dopo aver risolto numericamente

17equazione (9%. I primi quattro modi e frequenze sono

riportati in fig.76.

10.9.3 Moto forzato: forza viaggiante

Nel caso in cui siano applicate alla trave forze
attive non nulle variabili nel tempo con legge aperiodica e
necessario effettuare 17analisi modale. Le forze
generalizzate (29) che appaiono nell‘integrale di

convoluzione (33) nel caso specifico si scrivono

2. :
Px (&) u\ WTC mw Avx (x)d= + f (t) «vx (e) + \&:?v &x.?y

i
# Fa ) $ele)+ o (8) 4 (O)
(1o
dave &xAan e’ la K-esima autofunzione, determinata nello
studio del modo libero. Sostituendo ;m (100> nelle (33) si

determinanoc le leggi WxAmv delle coordinate normali; la

rispozta si ottiene infine come

v(x, £) = xNu.* #x (%) wx (t) . (104

Quale applicazione del metodo si voglia analizzare il

nwwo di una forza m“ d”intensita’ costante wiaggiante su

una trave appoggiata con velocita’ wuniforme \'4 nella
Ay

direzione positiva delle < . La legge della forzante e~

percio’ descritta da
Plx,t)= Fo §(x-VE) (foz)

.

dove mmkw e’ 1a funziecne di Dirac ed inoltre i e assunto
come istante iniziale quellec in cui la forza e’ applicata in
X =0 . Le forze generalizzate (100D risultano percia’
0 mﬁ?ﬁﬁﬁiwv
P (¢) ano b () B(x-VE)dx = Uo3)
0 (t> .ml
dove | modi normali sonc dati dalla (31). Acssunte nOmamnwor
mi iniziali di quiete la (32> fornisce, per O¢EtS /v .
t

wx ?V = MWX ﬂw».Nl ,m_.\.bx\wu_{ nux?lw‘v&ﬂ QE,V

in cui © e’ dato dalla (%0) ed incltre i e’ posto
2, = kmV (10s)
L
Per risolwvere !’intearale (104) e’ conveniente integrare due
volte per parti e ottemere un’equazione nell’incognita. BSi

ricava cosi”’
t

Mﬂbmﬂxd On\,OUXAW!‘NVLN = \M u\ hpx m_.bvuxW +
o : 2, -

— WO, sinfl, Wv oanw
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per cui la risposta (101> e’

vz, t) = Nmo,M.w { Ny sinot ~sinSl E)sinkrx
A\v m x-.bﬂls_mmbur ™ In 28y v " ? Qawv

Derivando termine a termine la (107> si ottengono le solle-~

citazioni taglianti e flettenti. Si noti che la risposta

risults infinita ¢(risonanza) se e’ £& = ¢d , se cioce’ la

velocita’ assume uno dei valori critici

Vi, = kim 4/EL Aru.ﬁm\:.w . (108)

R

10.9.4 Spostamenti impressi

Nel uwﬂwmﬂwﬁo 10.5 si e’ illustrata una tecnica
generale per il calcolo della risposta di sistemi elastici
soggetti a condizioni al contorno geometriche dipendenti
dal tempo. Si vuole ora applicare il metodo a due problemi
specifici, illustrati in fig.7?7.

Wi, t) (£) w(x,t)

/M\D\Hﬁﬂ@?
A Y, k) B A .urﬁ/k\\ t)

5,7777"7/':‘7

(o) (b)

fig. 7z

a) Trave appoggiata

La trave sia sottoposta ad uno spostamento verticale

impresso in a=¢ ; le equazioni del moto (83) si scrivono
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EI v +m V=0
7o, €)= v(Lt) =0 (09)
QtAOx.muvnuO ; GlAN\Wv“ WWA.Wy

cioe’ sono del tipo (34). Per rendere cmogenee la condizioni

al nO:wowzo geometriche si opera il cambio di vartabile

Q.AR\WVHQA#\WV.T w(x,t) Aiav

.

dove la variabile ausiliaria r%ﬁk\ww e’ una funzione nota
che, per guanto detto nel paragrafo 10.5, conviene zcegliere

quale soluzione del problema pseudostatico
erwS_n o}
I
(«:Ao\wvu:w mm\mvuo
y(o,E)=0, y(e, t)= v, (&)

(111)

Risolvendo le (111) =i trova

Y, £) = Ta(t) % ¢rz)

cioe’ si determina un mote rigide di rotazione intorno ad Aj

cio’ e’ conseguenza del fatto che 1a trave appoggiata e’ un
sistema cinematicamente determinato.
Nella nuova variabile W (=x, mv le equazioni del moto

(109> si scrivono

::.TS)«@H\S)(R

ET w
i:o\wv = S\_.m&\wv = 0 (13)

w0, t)= ZAN\S“ o







e le condizioni iniziali
w(x,0) = v, () = Yo (2D
W (2, 0) = V(¥ = Jo (O

(114)

dove 1”7indice zero indica che 1le funzioni sono calcolate al

tempo zero. Le (113> sono le equazioni del moto di una trave

con vincoli non dipendenti dal ‘tempo, sottoposta ad un
carico distribuito mAH\Wvu\iﬂmAH\ _.uw. aApplicando 17analisi

modale si determina 1a risposta iﬁk\wv , da cui ritornando
alla variabile originaria G.m.xxwv si ha

Q\nk\wv =Y (= £) + “Monw* Wx QL *x (=) (1s)
dove

Ok

& 0
waWv =- 1L amstx?\ﬂv\zm (2, 7) &xmx»mu\o\w +

+ Wx?v cos ot + .Mm. Wx (e) sin ot Q*mv

Melle (115>, (116> le autofunzioni nvxnunw e le frequenze (Jy

_ sono date Zmum»:cwam:nm dalle (91> (in cui C,= /\N\m.}va e

(90> ed inoltre e’

@ .
5.0 n\ i) [0 = o ()] 9%
0 (117 )

¢ .
W.onvny\ m n\%xﬁk‘v m_.w.ohu\vl/w-ohubv‘w «Lun\

~-303-

_ Ad esempio, %€ aum varia con legage sinusoidale c.m?v\
- Qmu._bb.ﬁdm (112> fornisce
w £y= Ug = si» SLE
NASAD, 8 7 . ]
assumendo condizioni iniziali di quiete Vo (x)= Vo (%) = ©
dalle (1177 si hat

: )
¢
—_ Iy — k
-m L pC\G nw\\.m"_) k= dee = zme \Q..G\mw E
N e

L]

wx ()
£, ()

it

¢ ke
e la ¢(116) si acrive? : ¢
(£) = ma (2 Wm\&?%»?.&v sinSLedT| X sinkrx dx+
N Oy me [ 0 4 2
{ : .
+ o wx (o) sin o, E

Risolvendo 17integrale nel tempo (vedi eq.{10&2) e zostitu-

"endo nella (1{5) «i ottiene infine

— . == k ,
vi=,t)= 8 W\ siafLt + 205 2 .M‘Wmﬁwﬂw [ o O b+
_ 0 (frsiae £ siaSLEY] sin kX
A K K VH" @\

Q- O

by Trave m:nwmnﬂ.wnw

La trave sia zottoposta ad una rotazione assegrnata in

x =0 ;3 le condizioni al contorno si mnlcn._‘_n_

v(o,ty=v(g,t)=02, S0, )= (), seg)=0 (118)

Procedendo come nel caso precedente accorre riseolvere il

problema nmmcaomnmfno con le condizioni al contorneo
Qﬁo\ww“gm&\__\ubuo , Q.mo\wv“ ﬂbmmV\rp\m&\ﬁqu A:@v

da cui si determina (vedi mﬂ.\,w.wwnuv"

2 3 -
uAH\S = AH\ 22 4 X v $n (t) (120)
¢ 4
gi noti che in questa cas0, eccendo 1a trave vincolata

wv.m«,mﬂw:nwsm:nm, il moto vmm:an.m,ﬂm:no e’ di tipo elastico,
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cosicche’ ad esso mOJO associate deformazioni e tensioni
variabili nel tempo.

La soluzione del problema e’ ancora data dalle
(115)-¢117) salvo il diverso valore delle autofrequenze ¢J

e la diversa espressione dei modi normali mmx (=) -

10.10 Cenni di dinamica dei continui bidimensionaliz:

membrana e piastra

L“analisi dinamica dei continui bidimensionali si
suiluppa secondo i procedimenti generali ilTlustrati nei
paragrafi 10.2-10.5. Tuttavia 1le difficolta’ analitiche,
ancor piu’ che nel caso elastostatico, rendono quasi sempre
impossibile ‘ la determinazione in forma chiusa della
soluzione per cui e’ spesso necessario ricorrere a metodi
approssimati. Qui ci si limita a determinare frequenze e
modi propri di due sistemi molto semplici, gia’ studiati nel
caso statico, al solo fine di evidenziare .w_nc:m peculiari-

ta’ del comportamento meccanico dei sistemi bidimensionali.

a) Membrana rettangolare appoqqgiata

Si consideri una membrana rettangolare appoggiata sui
quattro lati, tesa uniformemente da una forza (per unita’ di
tunghezza) N y di massa m per unita’ di superficie. Detto

S\A‘H\u\ww lo spostamento trasversale, 1a forza d’inerzia e’

.WHAM\\Q\Wv = T ow (2,9, Wv . QN‘V
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‘r\mnchmOJm ammette la soluzione armonica i?fu\mbu&?ﬁk\vm

L’ equazione del moto =i ricava dalla (%.35) applicande il

principio di D‘Alambert:
z .
No VwWeoimw=0 (122)

mentre le condizioni al conterno impongono che sia wW=90 cu
¥PHw . Si noti che la (122> e’ 17equazione hidimensionale

deile onde in cui nu,\Ze\s‘. e la velocita’ di propagazione.

il
dove *mu\u\w ed W zono scluzione del problema agli avtovalori

v, XF pré -0 (123)

e Ty

Po9)= $(a9)= P(x,0)= p(= L)y=0  (1z4)

in cui si e’ posto
2
pe me (fzs)

Una soluzione del tipo

&A#\uwn < Sin MITX  sin nITY mev
=9 b
con m ed n interi qualciasi soddisfa le no.._&mumn.:w al

contorno; sostituendo la (1242 nella (123) e risolvendo

rispetto a m si determina

(v, 0= 1,2,..) (rz#)

B =

da cui, tramite la (12

%]
N~

y si calcola la frequenza dmn
corrispondente. La frequenza fondamentale Wy fcioe’ la

piu‘ bassa), <i ottiene per m=n=1, cice’ quando il modo
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consta di una sola semionda nelle due direzioniy le
frequenze superiori sono associate a modi con piu’ semion-
de (+>. Alcuni modi sono rappresentati in fig.78 con i1

riferimento ad una membrana quadrata (a=b).

Y Wy ) 24 &y | Qpy
m=n={ ma2, n=1 med N2 mz=ns= 2
ﬁc.ﬁu

Un interessante effetto che puo’ essere osservato
sperimentalmente nella dinamica delle membrane (e di m;.f;m
strutture bidimensionali) e’ tegato alla presenza di
auvtovalori Bc,d»:u:. Ad esempio in una membrana quadrata e”
ooa.n Q.4 » cioe’ si hanno due forme modali distinte %w:. AN\QV
e ﬁmﬁ Auﬁ\hv associate alla stessa frequenza. Se allora la
membrana e’ eccitata con una frequenza o Oy il sistema

oscitla con una forma che e’ una combinazione lineare dei

modi ﬁﬁ e &: . L’osservazione sperimentale e’ che a
piccole wvariazioni di Q. corrispondono rapide wvariazioni
della forma d’oscillazione. La figura che segue (++) illu-

stra alcune delle linee ncuali che si possono manlifestare

(+) Si noti che, a differenza del filo e della trave
appoggiata, le frequenze superiord non sono multipli
interi della frequenza fondamentale. Cio” spiega
perche’ i1 suono di una membrana oscillante e’ meno
‘aradevole all’orecchio di quello di una corda tesa.

(++) Courant-Hilbert, Methods of Mathematical Physics,
Vol 1, Interscience, New-York, p.302.
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combinando linearmente i modi.

By

#12 &:.im; bt Pratday

bavba Parit s $a-Sbhe PP
N
l/l///l //

@wnu P23 ‘TW @.uhu. .mm»w + *&N

. hu.mu
2 FutFhy bur(Th Pardur o
Come si puo’ facilmente werificare, il fenomenc dei
modi multipli si manifesta anche in membrane 10.*“*.\“5@0“2,* w:,
cui il rapporta tra le lunghezze dei lati e’ un numero
intero.

b) Piastra rettangolare approggiata

s

11 problema della piastra (indeformabile a taglial e
analogo a quello della membrana. L equazione del moto si

scrive (vedi eq.(é6.32)2

.U*. .Qrfx 4 v W o= O QNNV
in cui m e’ la massa per unita’ di =uperficie. Le
condizioni al contornc, identiche a quelle del problema

statico, <sonoc date dalle (4.39) e (58.41). Assumendco una

soluzione armonica la 1128 =i =zcrive







_

Vig-ph=o | (23)

T._n m D . . (129)

La soluzione (124) soddisfa tutte le condizioni al contornoj
sostituendo nella (129) si ricavano i medesimi valori di
Wu W?s dati dalla (127> per la membranaj le frequenze

sono pero’ diverse, stante la (130>, e pari a

Sy = T2 (Y] B (mimmtg) (30

Anche per la piastra valgono le considerazioni fatte circa

1“esizstenza di autovalori multipli.
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Lwi(*) = b (*)
r\OﬂmﬂwwOﬁm L e’ {inear® ze e maawnwco e omogeneos
F?;+FL“ Lowyt L we
@)
rﬂ&—?v = = Lw
ale e’ am+~:,no datla gua parte

FPRQ per

sormal®s cioe’ dalla modal
.eformarid in b(=x) e dal suo dominios cioe’ datl/in~
icato. Tall «c3N¢0:w

5% PRS-

po
b devono moaawm*
wmmcwﬂao scmmwm gt time valgon no:mwamﬂw\
zieni . Un sistemd di mnch_09, a¢*+m1m:N_w¢. con no:awnmosm
al contorn@ DWD\MBMDWDWW

—\C(H_nv e1$\
(3)
MF.de\

Buwu =W
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si puU@
nO:ameO:w al noswoﬂso omogenee: L =
cambio© di cmﬂwwdwdm
Fu;6+m Qq
dove 1a +c:Nmo:m nota MN e’ ccelta in mode tale che 8t&
m..u\\\.\:ﬂ su 2, 12 (3 & trasforma in
B wo="Y . ¥
il camb! @ di cwﬂwwﬂm,m Boaw*wnw goll il rerming
o 29 7 ma nor altera
mncawd delle

& nosmwamﬂwﬁm

nczuﬁchzw

&madxonmﬂwROﬂmm mentre
mcm:ncwa, yalor! contorne wﬂﬂwﬂwmnaozo« per
al terming noto del vﬂOU,mam a,+«mﬂm3wadm (+) .

dice wmmwc:wo A\Onmﬂwn01m

(o di mﬂmmzv"

agene® e’ inol tre neces®”
di gunziont Y =2 uno

w:«mwﬂ& 1a SOMmM3 di
nwm:m w“,\wzmwmam e

s dellco epazi® cmwmoﬂww,m.

¢(+) Fare 1w«m1w
i owuole che 10







L

,\

)
[l
Sﬁov -0 w hou = 0
2 A
in cul =d \Lur . e $= m‘olu e’ V) an_?.:._.,n. di Zi‘,m_amm.mm, e
7y &} gcrives ,3nmmﬂw:ao due golte pel nwﬂf.. |
t
{ A ,,
] W i ! ! 3
- QFLu\u FQLucgrm\c\?\c\:\uo hv
0 o
Fod
da cu! "= L cioe’ L e’ mc.nn.wom,c:wo. 1 ﬂm,‘.a::m al
no:noﬂao sl w::c:w in 2=9 mﬂwn,m alle (8, ey mem:&o :.Qv
1
ed FTV wﬂﬂ:wﬂwﬂ,m. el m:._:c:m, in Uhu) col @ z.e
\
2 ﬁAV = 0 ﬂgov 4
!
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Moltiplicando scalarmente il primo membro della (11,) per

ﬁww;ﬁ Qwu ed integrando in anh@*u si hat

4
\mﬁ?\,éwfﬁ w, Jd= =

(2>
1{
= ! vy de + [ u) vy v, ]’
= ms.ﬁuxﬁﬁc.l‘ ~Z «.:if: T Wy + R U, ]
-4
L’operatore aggiunto e’ pertanto:
d° 0
v
—\.x - dax Qw:,v
-4 -d

[ 5

e le rondizioni al contorne aggiunte sono:

o

i\

vy (o)

v (1)

(13,)

"

vy (1) =0

3. Problema omogeneo agaiunto

Dato i1 problema differenziale

Lu = b in O
(4)
HWS\ £ (o] Su V@\

i definisce problema omogeneo aqgiunto i1 problema

_IX.QI = 0 in T :
(4s)
WX\Q\ = 0 suw &

el R . .
dove B v scno le condizioni al contorno aggiunte.
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Sussiste un importante teorema:s CNES perche’ i1

problema differenziale (14) ammetta spluzione e’ che

T..NK.v () JV -0 , Y vi(x) me
o

cioe’ che il vettore dei termini noti sia ortogonale 3 tutte

le spluzioni del problema omogeneog agqiunto. Se, come caso

particolare, il problema aggiunto ammette sclo la scolu-
zione banale, il problema (14) ammette soluzione per ogni

TAKb . La (1&) e/ detta condizione di compatibilita’ (o di

solvibilita’) per il problema (14).

Si noti che eventuali condizioni omogenee in (14) non
modificano i1 problema aggiunto, ma solo d\mncmwﬂosm di
compatibilita” in quanto modificano it termine nocto b
(eq.(5)).

11 problema (14) si dice autoacqgiunto se e’ L= Pk. ed
inoltre B= Gw¢ . Ad esempic i1 problema (8) non e’ autoag—
giunto perche’, pur essendo L=L", le condizioni (8, non

sono autoaggiunte.

Come primo esempio i consideri i1 problema cinematico
(1.1
Dwu = & in & A
= 17
w = suw 39 )

e il problema statico (1.27)
b*e = b in B
NG = £ Ju ymﬁ

%)

>
oocmvzwwmﬂmmﬁmnﬂwcmamzﬂm Qw@dwonmvw«01m D o D7, Lriden-

tita’ di Green eztesa si scrive (eq.¢1.9)):

~31 4~







%
che mostra che L=1L . Rigquardo le condizioni al contorno,

su 3%, e’ Bu=0 (condizione resa omogenea) per cui deve
essere U =0 . Anche le condizioni al contorno sono autoag-
giunte per cui il problema ¢(27) e’ autoaqgiunto.

4. Problemi autoaqgiunti e principi variazionalli

Dato un problema autoaggiunto esiste sempre un princi-
pic variazionale da cui i1 problema puo” essere derivato,
eciste cioe’ un funzionale quadratico 1la cui ,nozn:Nmovm di
stazionarieta’ conduce al problema differenziale dato. Se
inoltre .1’operatore lineare e’ definito positivo o definito
negative la condizione individua rispettivamente un minimo ©
un massimo del funzionale.

Sia per ipotesi L= Lx , B= B™ ner problema (14); e’

allora, per 17identita’ di Green estesa,

sTLwdve | WLodVe [ F(uwv)dV (31)
e & . 2 &
dove ﬁAF\ G..vuo quando Bu =0 B¥or = Bu=0 . sotto queste

condizioni il principio variazionale

Tw)=i|uwlwdV- wWbdV - staz. (32)
& &
e’ equivalerte al problema dato. Infatti, eguagliando a zero
la variazione prima si ha:

3T = [ Su'(LLlw-b)dVse L WLSw V=0, Viu
2 2

£/ & (33)
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Bu =0 W%S\HQ su

dove W e 3w soddisfano le condizioni .
¥ . Integrando per parti 17ultimo termine feg.{(313 con

v N.M:\v_ tenuto conto che T\mx\\ManOmc 3D si hat

5T= [ 8w’ (Lu-b)dV=0 , V3w (34)
&

da cui si ottieme la (14).

La variazione seconda di T gi scrive:
5,I= | 8w L 3w dV @s)
1%

ed e’ definita se e’ definite 1 operatare L.

Se invece il problema originaric non e’ autoaagdiunta,
. > . .
se cioe’ L# L* , B# B™ 1a ¢33y =i =zcrive, facendo uso
della (7),

3T = ?ATIEYEE\‘ Flu, Sw)ds=0 (36)
& A

e non fornisce il problema <14). 3i noti che nella (38

1’operatore L+ L* & autoaggiunto; incltre ﬂ«:\\m_bvﬂe su A&

e

sotto le condizioni Bu=90 BS&w =0 , in quantc cra e
B¢ B%,

In generale si dimaztra che se il problema differenzia-
le non e’ autcaggiuntc non e’ posszibile formulare un princi-
pio variazionale nella cola variabile W ma e’ necessaric
allargare il funzionale alle variabili w v dei due

problemi aggiunti.







5. Operatori dipendenti da umn parametro: probliema aqli

autovalori.

3i consideri il problema differenziale (+)

Bw-2cu = F sw 28, (37)
w = 0 sw 3P ,

in cui gli operatori L-2"M o B-AC dipendono linearmente

da uno scalare N . Si assuma Inoltre che il problemsa (372

sia autoagqiunto per oani 9 , valgono cioce’” le identita’ di

Green estecse:

0 LlwdVa| W LodVes [ (W Ro—0"Bw)JS

9.13;\ dV = Fﬂlc.LdJ.\ Aecﬂn.\c..lcu.n.\;\v&\m\
& Yo 3&

Si vogliano risolvere le (37 ed in particolare n_mnmﬂ.sm:m%m

per quali N L ed £ i problema mBBm:m.mo_CNmozm.

5.1 Problema aqli autovalori

Si esamini dapprima il problema omogeneo ottenuto dalle

(37> ponendo $=0 £=0

(+) La condizione su 3 Py puo’ essere resa omogenea con un
cambic di wvariabile.
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Ru = AC w sSU W@m A,w.wv
U = o} s W@\S\

1 vatori di A per cui le (39 amme ttone soluzicne non bana-

le sono detti autovalori e le corrispondenti =oluzioni S?C

sono dette autofunzionij il problema (3%) e’ detto problemsa

agli autovalori.

Si dimostra che, poiche’ L ed M conoc autoaggiunti,

gll autovalori s sono reali; se inoltre L ed M sone
definiti positivi gli autovaleri sonc se L ed
M  z6no semidefiniti positiuvi agli avtovalori soneo positivi
o nulli, .

Si considerinoc due autovalori distinti \v,_.\ e 9,_. a cui
corrispondone le autofunzioni IED e t.\\.mk.p . EY, per

definizione,

—\ .\Cp. = \v(. M I\.. e.s n@\
Buw;, = N Cowyg Sw wﬁxh .Qiuw
W, = 0 sw Y .

3

ed inoltre

L W = \vu. M w, cn &
R W = vu C wy sw ymw (41>
SQ. = 0 Su N.@\e.\

Moltiplicando scalarmente le (40) per wy (=) & le (41) per

W (x) e integrando sul dominic si ha:







T T
Wlu dve | wl BupdS= A ( fufHu; dVe w; C w;ds)

J J
& OB, £ LY G2)
T T
F.ngu. dVa | u; _W;Q.LM = Qu.m\:\_“ I.@.La\;‘ x\._.ﬁ:uLMv
& 28 & ymw

Scttraendo membro a membro le (42), tenuto conto delle (38),

si ottiene:

Ae-ni)(fuw Augd Ve [w'cud)=0 (43)

Paiche’ e’ Ym + vm deve essere uquale a zero la somma dei

due integralij questa condizione e’ detta di ortogonalita’

delle autofunzioni. Poiche’ peraltro le autofunzioni sono

definite a meno di una costante arbitraria puo’ porsi

T T
w Huw; dV + IQ Cw/! d8 = MQ. m¢$v
> 29,
con mw_ cimboloc di Kronecker. La (44) e’ detta condizione di

ortonormalizzazione e le autofunzioni che l1a soddisfano sono

dette ortonormali. Dalle (42) e (44) discende anche che

:Q.,_.PFM JdV + :”\.._‘Ws\m Jds = N M“.\. | th
[ 8 28

Se due autofunzioni distinte W[ ed ﬁx sonoc associate
a2l medesimo autovalore f{che viene detto muitipio) ogni loro’
combinazione lineare =’ soluzione del problema (3%); tra te

infinite soluzioni e’ possibile sceglierne due che
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soddisfano le condizioni di ortogeonalita’. pnalogamente per

molteplicita’ maggiori. 5i dimostra che e antofunziconi
Wy (=>) (i=1,2,...) costituiscono un ziztema ortonormale

completo, nel senso precisato nel cap.8.

5.2 Sviluppo in zerie delle autofunzioni

8i ritormi ora al problema non omogened (37> e «i
ricerchi 1la soluzione W (>l nella forma di serie delle

autofunzioni WHi(xX) :

o0
w(x) = Z— G W () (46)
in cul i parametri Qg sone  indeterminati. Foiche’ ef
Wi (x) =0 =u dPu (eq.a0yd) la 3730 e’ =oddisfatta
puntualmente qualungue sianc ali o 1 le (274,22 danno

invece luogo a dei residuli R, 7T :

Z ay A Lu; — XN Mu, v.| L = R (n &
I3
G
\..MD\F. (Bu;— DCu; )-F =2 sw 2%,
avendo sostituite ta (446 e tenuto conta della linearita”
degli operatori. La determinazione delle costanti @ wiene
effettuata imponendo che i residui ciano ortogonali a tutte
le autofunzioni (metodo dei residui pesatid:
N T dS =0 .
W RAVe [ wrdS=0 (jet20) (48)
& ad,

Tenuto conto delle condizioni di ortonormalizzazione (44) e

(4%) 1a (48) fornisce:







-

ZarSg(N=-2)=f - (j=t2) @D

in cui

pj = rﬁxc. L.«\.T ﬁﬂcu. LM ,. (50)

& 28

e’ il prodotte scalare del termine noto per Ta Jj-esima

autofunzione. Dalla (4%) si ricava:

o = PJ . (s1)
\vu.l\v,

e la soluzione (44) si scrive

we = TP w

N

Lz (52) mostra che il problema (37) ammette soluzione

r . . . .
solo se 9# \v,e , cioce’ se il parametro A non_coincide con

un_autovalore. Se e’ A= \Ye. e’ U(x)=0c0 3z meno che non sia
W... = O , cioe” a meno che il termine noto abbia proiezione
nulla ...m:\mlmm::m autofunzione. Si noti che il risultato e’
in mnno,vn_o con la condizione di solvibilita” (16): per 9u\v:.
d\ovm_...mno_,m differenziale e’ singolare ed {1 problema
omogeneo f(coincidente con quello aggiunto) ammette 1a
‘soluzione ::Au..b_ per cui il termine noto chm essere ad essa
ortogonale. In tal caso la soluzione esiste ma e’ indetermi-
nata, in quanto nello sviluppo (46> 1’ampiezza Q. e’ pari

al rapporto zero su zero (eq.(351)).
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