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u vettore degli spostamenti generalizzati
La numerazione di Equazioni, Paragrafi, Figure, Osservazioni ed Esercizi & reinizializzata all’inizio di [T} vettore degli spostamenti generalizzati di presollecitazione
ciascun capitolo (numerazione contratta). Rimandi ad altri capitoli sono preceduti dal numero del capitolo ; u vettore degli spostamenti generalizzati incrementali; vettore velocita
in carattere grassetto (ad esempio: la terza equazione del primo capitolo ¢ richiamata come Eq. 3 nel degli spostamenti generalizzati
capitolo, ¢ come Eq. 1.3 negli altri capitoli). La ricerca dei paragrafi ¢ facilitata dalla numerazione up vettore spostamento del punto P
(estesa) posta sulla testatina delle pagine dispari; quella di osservazioni ed esercizi da un apposito indice ug vettore degli spostamenti generalizzati congruenti con cedimenti o
posto a fine testo. deformazioni nulle
Xp vettore posizione del punto P
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Introduzione

1. Gli obiettivi

Il testo si propone come strumento didattico a supporto dell’apprendimento della
Scienza delle Costruzioni e delle discipline ad essa affini. La presentazione della ma-
teria & fortemente innovativa; infatti, tutti i principi fondamentali ed i metodi di cal-
colo, che sono tradizionalmente esposti nella Scienza delle Costruzioni e nella Teoria
delle Strutture con riferimento a mezzi continui ad una, due o tre dimensioni, vengono
qui illustrati e discussi con riferimento a strutture naturalmente discrete, costituite
cioé da corpi rigidi (estesi o puntiformi) ed organi elastici. In questo modo la struttura
formale del problema elastico (e cio¢ la congruenza, ’equilibrio e il legame costituti-
vo, i metodi degli spostamenti e delle forze, le formulazioni dirette, integrali e varia-
zionali), struttura che costituisce 1’ossatura portante e I’aspetto maggiormente forma-
tivo della disciplina, pud essere illustrata con 1’ausilio di soli strumenti algebrici (il
teorema di Rouché-Capelli), senza necessita quindi di ricorrere a complicazioni for-
mali che, se mal recepite dal discente, si frappongono ad una chiara visione dello
sviluppo logico del modello. In quest’ottica, dunque, 1’apprendimento delle tecniche
di analisi delle strutture continue € postposta all’apprendimento dei principi metodo-
logici, che vengono illustrati in modo piu semplice per i sistemi discreti.

2. 1 contenuti

I volume contiene essenzialmente tre parti. La prima, costituita dai primi tre capitoli,
si sviluppa a partire da tematiche tradizionali, quali la cinematica (Cap. 1) e la statica
(Cap. 2) dei sistemi di corpi rigidi e il teorema dei lavori virtuali (Cap. 3). Tuttavia,
gia in questa fase, accanto all’illustrazione di metodi classici (analitici, grafici e grafi-
co-analitici) relativi a sistemi cinematicamente/staticamente determinati, viene dato
spazio ai sistemi staticamente/cinematicamente impossibili o indeterminati, in quanto
prototipi di sistemi continui aventi le medesime caratteristiche formali (si pensi alle
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funi, oppure alle lastre). Cosi, per i sistemi impossibili vengono sviluppate le equa-
zioni di compatibilita cinematica (o esplicite di congruenza) e di compatibilita statica
(condizioni sulle forze attive); per i sistemi indeterminati vengono definiti i modi ci-
nematici e gli stati di autoreazione. In tutti i casi si dd ampio rilievo alle proprieta di
dualita che legano gli operatori cinematici statici, e alla loro interpretazione in chiave
meccanica.

La seconda parte del testo contiene i capitoli dal quarto all’ottavo. In essi viene for-
mulato, risolto ed esemplificato il problema elastico. Nel Cap. 4 vengono introdotti in
modo non banale i concetti fondamentali di deformazione e tensione, con riferimento
ad un organo deformabile costituito da due nodi di estremita, dotati di orientazione,
interagenti. Il sistema, anche se semplice, permette di illustrare concetti importanti,
quali il gradiente dello spostamento e il gradiente rigido, la deformazione e Ia tensio-
ne, gli stati piani o spaziali di deformazione e tensione, le proprieta di dualita e il la-
voro interno di deformazione, il legame elastico e le energie potenziale e comple-
mentare elastica. Si introduce poi in modo intuitivo il legame elastico di travi sottopo-
ste a forze di estremita. Successivamente, nel quinto e sesto capitolo, si analizzano i
sistemi costituiti da corpi rigidi ed organi elastici (sistemi a deformabilita concentra-
ta), non vincolati, né al suolo né mutuamente. In particolare, nel Cap. 5 si formulano i
problemi cinematico e statico e si mostra I’analogia formale con gli analoghi problemi
relativi ai sistemi rigidi (modi rigidi e stati di autotensione nei sistemi indeterminati,
nonché condizioni di compatibilita nei sistemi impossibili). Si discute inoltre
I"impiego del teorema dei lavori virtuali (formula generale dello spostamento, per i
sistemi sia isostatici che iperstatici). Nel Cap. 6 si formula il problema elastico: si
danno le condizioni per I’esistenza e 'unicita della soluzione, si illustrano le due di-
verse filosofie di soluzione (metodo degli spostamenti o delle forze) e i tre diversi
approcci (formulazione diretta, integrale e variazionale); si studiano infine gli stati di
coazione. Il Cap. 7 ¢ dedicato ai sistemi vincolati. Vengono definiti i parametri la-
grangiani e le equazioni lagrangiane di equilibrio; queste ultime sono ricavate come
condizione di compatibilita statica del sistema rigido associato, ottenuto privando de-
gli organi elastici la struttura originaria. Del teorema dei lavori virtuali si danno due
formulazioni, una estesa (che coinvolge reazioni e cedimenti vincolari), ’altra in ter-
mini di grandezze lagrangiane. La prima, anche se pii complessa, ¢ perd utile, perché
formalmente identica a quella che si da per il continuo deformabile vincolato. Futti gli
aspetti del problema elastico vengono rivisitati ed adattati al problema in questione. 11
Cap. 8 ¢ dedicato allo studio dei sistemi reticolari e dei telai, visti come strutture co-
stituite da corpi puntiformi collegati da organi elastici (aste o travi) e vincolati al
suolo. Per i telai, piuttosto che privilegiare gli aspetti operativi, si ¢ preferito porre
I’accento sugli aspetti metodologici, in modo da presentare la trattazione come caso
particolare di quella sviluppata per i sistemi generici. Un paragrafo & dedicato ai telaj
assialmente rigidi: interpretata I’inestensibilita delle travi come un vincolo per il mo-
dello deformabile, I’analisi & sviluppata coerentemente con i metodi introdotti prece-
dentemente per i sistemi vincolati.

La terza ed ultima parte del testo & dedicata ai problemi non lineari, alla biforcazione
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¢ stabilita dell’equilibrio, nonché alla dinamica lineare. 11 Cap. 9 fornisce elementi
introduttivi dell’analisi geometricamente non lineare di strutture elastiche discrete,
con approccio agli spostamenti. Dopo aver esposto il metodo diretto, si formulano in
campo non lineare il teorema dei lavori virtuali e il teorema dell’energia potenziale
totale. Dalla teoria non lineare viene poi fatta discendere la teoria linearizzata dei si-
stemi presollecitati, come singolo passo dell’analisi incrementale: vengono dedotte le
equazioni incrementali dell’equilibrio e le forme incrementali del teorema dei lavori
virtuali e dell’energia potenziale totale. L’interpretazione meccanica della matrice di
rigidezza geometrica, introdotta nel nono capitolo, viene invece discussa nel Cap. 10.
Viene prima illustrato il problema dell’equilibrio di sistemi labili presollecitati (tipo
fune discreta), poi viene presentato il problema della biforcazione dell’equilibrio. Qui
sono introdotti i concetti di carico critico, modo critico, percorso fondamentale e bi-
forcato e fattore di amplificazione statica. Viene analizzato sinteticamente il compor-
tamento posteritico di sistemi generici ad un grado di liberta, in presenza oppure no di
imperfezioni, e vengono discussi criticamente i limiti della teoria linearizzata. Viene
inoltre studiata I’influenza delle deformazioni precritiche sul carico di biforcazione. Il
Cap. 11, infine, fornisce cenni di dinamica lineare, libera ed armonicamente forzata.
Vengono introdotti i concetti di frequenza naturale, modo naturale, fattore di amplifi-
cazione dinamica e risonanza. Vengono esaminati i sistemi con matrice di massa o
rigidezza semidefinita, che esibiscono delle frequenze infinite o nulle, o che possie-
dono rigidezza geometrica. Si forniscono brevi cenni sulla dinamica non lineare
dell’oscillatore elementare, necessari a discutere in modo critico i limiti della teoria
lineare, e si sottolinea I’analogia formale con il problema della biforcazione
dell’equilibrio. Infine viene precisato da un punto di vista dinamico il concetto di sta-
bilita dell’equilibrio, prima introdotto sulla base di sole considerazioni statiche.

1 testo si chiude con due appendici: la prima & relativa ai sistemi lineari sovra/sotto-
determinati, e alle relative condizioni di solvibilita (compatibilita) e dualita; la secon-
da ¢ relativa al problema algebrico agli autovalori posto in forma non standard, con
relative proprieta di ortogonalita degli autovettori.

3. Lostile

Lo stile di presentazione ¢ improntato alla massima sintesi. Il concetto & prima espo-
sto in modo astratto, quindi viene immediatamente illustrato con un esempio, poi vie-
ne commentato con una o piu osservazioni. Gli esercizi, numerosissimi (circa centot-
tanta, tutti svolti) accompagnano il lettore in un apprendimento graduale della mate-
ria. Spesso uno stesso tema € frazionato in pill esercizi, in modo da facilitare
I’assimilazione del procedimento. L’esposizione della teoria é sempre orientata
all’applicazione, che ¢ supposta di tipo manuale. Quindi, il formalismo operatoriale &
utilizzato solo per chiarire i concetti, ma quasi mai per risolvere i problemi. Tuttavia
le osservazioni (circa duecento) offrono due chiavi di lettura del testo, molto diverse
tra loro: omettendole si impara ad “operare”, cioé ad apprendere il metodo e a risolve-
re i problemi; studiandole si impara a “ragionare”, cioé ad apprezzare le analogie, le
differenze e le interpretazioni meccaniche dei procedimenti analitici, che costituisco-
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no il tessuto della Scienza delle Costruzioni. Attraverso le osservazioni, dunque, si
vuole da un lato stimolare la capacita critica del discente, e dail’altro aiutarlo in un
processo di sintesi che ¢ di grande utilita nell’apprendimento di una materia cosi va-
sta. Ovviamente questi approfondimenti possono essere rimandati ad una seconda
lettura.

4. I percorsi di lettura

Il testo ¢ strutturato in modo tale da permettere una lettura parziale. Infatti, alcune
lievi sovrapposizioni tra i capitoli ed un’articolata rete di rimandi rendono possibile
"omissione di alcuni argomenti. Esistono percio differenti percorsi di lettura, di se-
guito elencati in ordine crescente di approfondimento della materia.

Percorso 1 (Cap. 1+3). Fornisce un’estesa visione dei problemi di cinematica e statica
dei sistemi rigidi.

Percorso 24 (Cap. 1+3, 5, 6 ¢ Par. 8.1, 8.2). Fornisce una chiara conoscenza del pro-
blema elastico discreto, limitatamente ad organi elastici semplici (molle) e in assenza

di vincoli; il problema ¢ esemplificato dai sistemi reticolari dove I’introduzione dei
vincoli ¢ immediata.

Percorso 2B (Cap. 1+6 ¢ Par. 8.1+8.3). Rispetto al percorso 24 fornisce una piii pro-
fonda conoscenza dei concetti di deformazione e tensione; viene inoltre introdotta la
trave come organo elastico complesso; vengono studiati i telai elastici.

Percorso 2C (Cap. 1+8). Fornisce una completa conoscenza del problema elastico,
discusso in presenza di vincoli ed organi elastici complessi (travi); vengono analizzati
anche i telai di travi inestensibili.

Percorso 34 (Cap. 1+8, 10). Oltre all’analisi del problema elastico discreto, introduce
allo studio della biforcazione dell’equilibrio e quella dei sistemi labili presollecitati.

Percorso 3B (Cap. 1+8, 10, 11). Aggiunge al percorso 34 I’illustrazione di alcuni
elementi di Dinamica delle Strutture.

Percorso 44 (Cap. 1+10). Inquadra la teoria linearizzata in una prospettiva piu ampia,
facendola discendere dal problema elastico geometricamente non lineare.

Percorso 4B (Cap. 1+11). Aggiunge al percorso 44 I’illustrazione di alcuni elementi
di Dinamica delle Strutture.

I lettore che gia conosce i principi fondamentali di cinematica e statica dei sistemi
rigidi puo senz’altro iniziare la lettura dal Cap. 4.

5. A chi é rivolto

I testo si pone trasversalmente ai corsi di Statica (Facolta di Architettura), Scienza
delle Costruzioni (Architettura ed Ingegneria), Scienza delle Costruzioni II, Teoria
delle Strutture (Ingegneria). La sua organizzazione in percorsi di lettura ne permette
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usi diversi. I primi tre capitoli, infatti, sono di supporto a corsi tradizionali di Statica,
di Scienza delle Costruzioni e al primo modulo di Scienza delle Costruzioni per il Di-
ploma Universitario (percorso™1). Tuttavia, una revisione coraggiosa dei programmi
di Statica, tenuto conto dei modesti requisiti di base richiesti al lettore, potrebbe in-
trodurre numerosi elementi qui sviluppati nella seconda parte, alleggerendo cosi note-
volmente il successivo corso di Scienza delle Costruzioni. La seconda parte del testo,
con i suoi diversi livelli di approfondimento (percorsi 24, 2B, 2C oppure 34) ¢ indi-
cata per tutti i corsi sopra menzionati, il cui docente recepisca la validita di questa
forma di didattica. La terza parte del testo € di ausilio ai corsi di approfondimento di
Teoria delle Strutture e Scienza delle Costruzioni Il (percorsi 3 e 4, con eventuale
omissione dei primi tre capitoli). Il testo ¢ anche consigliato agli studenti dei Dottorati
di Ricerca in Ingegneria delle Strutture, che ovviamente conoscono la materia, ma che
possono rileggerla in chiave diversa, in un’opera di risistematizzazione della propria
conoscenza.

L’auspicio degli autori, comunque, ¢ che questa forma innovativa di presentazione
della materia possa essere interamente adottata, o almeno sperimentata, in un corso di
Scienza delle Costruzioni per Ingegneri o Architetti. A valle di questo testo, infatti,
utilizzando lo stesso formalismo operatoriale (differenziale, invece che algebrico)
sara possibile analizzare i sistemi continui: il mezzo continuo tridimensionale, le la-
stre, le piastre, ’asta, la trave, I’arco, il filo, la membrana, etc. Per ognuno di questi
sistemi infatti, sara sufficiente specializzare gli operatori, essendo gia stata recepita
dal discente I’intera problematica.
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Cinematica dei sistemi di corpi rigidi

1. Spostamenti rigidi

1.1 Spostamento di un punto materiale

Si consideri un corpo rigido C in due differenti posizioni e ' (Fig. 1). Si assuma P
quale posizione di riferimento di C e P' quale posizione variata. Sia E il generico
elemento materiale del corpo, che occupa il punto P nella posizione P ed il punto /'
netla posizione #'. Si definisce spostamento dell'elemento E il vettore

u, = OP'-OP = PP’ (1)
Poiché in P esiste corrispondenza biunivoca tra gli elementi materiali e 1 punti dello
spazio da essi occupati, si parla pit semplicemente di spostamento del punto P, con-

fondendo cosi l'elemento materiale E con il punto P occupato nella posizione
(privilegiata) P.

Fig. 1 Spostamento di un punto materiale

1.2 Formula generale dello spostamento rigido

Il generico spostamento del corpo, corrispondente alla trasformazione P—%', puo
essere espresso come somma di una traslazione uy e di una rotazione & (si veda la
Fig. 2). Si ottiene la seguente relazione vettoriale:

u, =u, +(cos:9—1)CP+sin0exCP (2)
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La (2) ¢ detta formula generale dello spostamento rigido (FGSR). In essa u, ¢ il vet-
tore spostamento di un punto O arbitrariamente scelto, considerato solidale a C,
6= e ¢ un vettore rotazione applicato ad una retta a passante per Oe C ¢ la proie-
zione ortogonale di P su a (Fig. 2). La retta a prende il nome di asse della rotazione.
Si dice che gli spostamenti sono stati “riferiti” o “ridotti” al polo O.

y PPo = CP(1-cos6)
W ey

[}

< E,P'zaasiné’

Fig. 2 Rotazione rigida finita

1.3 Spostamenti rigidi infinitesimi

Se le posizioni P e P' sono molto prossime, tanto che u, ¢ & possono essere riguar-
dati come infinitesimi del primo ordine, si pud operare una notevole semplificazione
della FGSR. Infatti, sviluppando in serie le funzioni circolari si ha: cosé = | + 0(6*%)
e sind = 8+ O(8%) . Ritenendo solo i termini del primo ordine la (2) si scrive

u, =u, +8xOP (3)
in quanto @ x CP =60 x(CO+OP)=6xOP . La (3) ¢ la formula generale dello spo-

Stamento rigido infinitesimo; nel seguito, se non specificato diversamente, si fara rife-
rimento ad essa come FGSR.

¢ Osservazione 1. La (3) pud anche essere ottenuta a partire dalla relazione, nota
dalla Meccanica Razionale,

V. (6) = V(1) + o(t) x OP(r) (4)

che esprime la velocita V, () del generico punto P all’istante 7 in funzione della
velocita V,(r) del polo O e del vettore velocita angolare w(t), applicato all’asse
a. Moltiplicando la (4) per il tempuscolo dr, tenuto conto che gli spostamenti di P
ed O in tale intervallo sono rispettivamente dU p=Vpdt e dU,=V,dr, e che la
rotazione ¢ d® = w dt , si riottiene la (3) ove si indichi con u ps Wy, 8 rispettiva-
mente dU,, dU,, d® . Pud quindi concludersi che la cinematica degli sposta-
menti rigidi infinitesimi coincide con la cinematica degli atti di moto.

par. 1.3 - Spostamenti rigidi

Osservazione 2. In una rotazione rigida infinitesima il punto P s‘i sp().sj[a ortogo-
nalmente al piano passante per a e per P (Fig. 3‘a); lo spos_timen‘to ¢ pari in mod’ulo
al prodotto dell'ampiezza della rotazione & per il braccio CP . dlstapza di P dal‘l as-
se della rotazione (Fig. 3b). L’arco di circonferenza descritto da P in una rotazione
finita & approssimato dal segmento rettilineo PP".

\ -

P ’ 4 ‘ C P 7/
AV, PP'=CP#
@ )

Fig. 3 Rotazione rigida infinitesima

e Osservazione 3. Le componenti di spostamento di due punti secqna’o la loro con-
giungente sono uguali. Detti infatti P ¢ () i punti, u, e u, g11. spostamenti, ed

e o il versore della retta congiungente P e (), dalla FGSR si ha (Fig. 4):
(u()-u,,)-ePQ:Hx(OQ—OP)-e,,Q=(6’><PQ)-ePQ:0 %

La (5) & una conseguenza dell'inestensibilitd del segmento PQ; infatti il primo
membro rappresenta l'approssimazione lineare dell'allungamento djcl segmento P,
come apparira piu chiaramente nel seguito (si veda anche I’Esercizio 4).

ug-erp 0’
Uy

-0

Fig. 4 Proprieta di inestensibilita dei segmenti rettilinei

Esercizio 1: Noti u, e 8, modificare il polo di riferimento Oca in {2¢a.

1 =(2 si 1i : s . Ri do rispetto ad u, e sosti-
Dalla (3) applicata a P=(2 si ricava: ug =u, +6x0Q . Risolven o €S0
tuendo(nzallali(B) siha: u, = ug + 8 x (OP - OQ). Tenuto conto che OP = 0Q + QP si ottiene
u, =u, +0xQP . Lo spostamento u, & quindi descritto dalla tras!azml?e uge dalla rota-
zigne GQ applicata alla retta b parallela ad a passante per (2, che infatti lascia inalterata la posi-

zione di £2.
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1.4 Spostamenti generalizzati

Per ottenere la rappresentazione scalare della FGSR ¢ necessario esprimere ciascun
vettore in un riferimento ortogonale Oxyz (Fig. 5).

OP=xi+yj+:zk
g =ugi+v, j+wy k (6)
u,=ui+vj+wk

0=06,i+0 j+0.k

essendo (i, j, k) i versori della base e (x, y, z) le coordinate di P. Ricordando che:

i j Kk
g<0P =0 86 86, (7)
x y z
la (3), scritta per componenti, diviene:
u u, 0 -0, +40, |[x
VsV e+l +6, 0 -8 [y (8)
w W -6, +6. 0 ||z .
Posto
u u, 0 -6 +0, x
Up=aVe U=V, O=1+60, 0 -6,| x,=4y (9)
w w, -0, 6, 0 %
le (8) possono sinteticamente porsi nella forma simbolica:
u, =u, +0x, (10)

La matrice antisimmetrica ® prende il nome di matrice rotazione infinitesima. Al va-
riare di x, y, z, le (8) (o, equivalentemente le (10)) descrivono le funzioni u(xy,2),
v(x.y.2), w(x.p,2), cioe il campo degli spostamenti. Note quindi le sei grandezze

u:{uO Vo W, 0. 0, HZ}T (1)

¢ noto lo spostamento di ogni punto P del corpo. Le sei grandezze prendono il nome
di spostamenti generalizzati. Essi costituiscono |’insieme dei parametri geometrici atti
a definire le posizioni distinte del corpo. Il vettore u, di dimensioni (6x 1), ¢ il vettore
degli spostamenti generalizzati. Gli spostamenti u, v, w sono funzioni lineari degli
spostamenti generalizzati; cid € conseguenza dell'ipotesi di spostamenti infinitesimi.

BN IR S,
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“x,0

Fig. 5 Componenti di spostamento e di rotazione

L

Osservazione 4. Se I'origine (2 del sistema di assi coordinati x, y, z non coincide
con il polo O di riduzione degli spostamenti, le (7) e (8) assumono rispettivamente
la forma

i i k u u, 0 ~0. +0,|x~x,
0 xO0P =| 0, 6, 0. |, sve=voe+|+6, 0 -6 Ky-y,
X=X Y—Vy Z—Z 1/ Wo =60, +6, 0 Jiz-2

da cui, in forza delle posizioni (9), e posto x, = (xo,yo,zo)"v, la (10) diviene:
U, =u, +(x, - x,)

Osservazione 5. Ogni corpo rigido pud assumere «° posizioni nello spazio, una
per ogni spostamento generalizzato. Si dice anche che i/ corpo rigido ha sei gradi
di liberta (g.d.l.). Questa proprieta non dipende dalla linearizzazione, ma ¢ valida
anche in regime di spostamenti finiti, come si evince dalla (2), che appunto dipen-
de dalle sei componenti di u, ¢ 6.

Osservazione 6. [ gradi di liberta di un corpo rigido sono solo sei, a differenza di
quelli di uno schema particellare che sono tre per ciascuna particella. Cio € conse-
guenza del vincolo di rigidita, implicito nella FGSR, che impone che ogni sposta-
mento lasci inalterate le mutue distanze tra gli elementi materiali (inestensibilita
dei segmenti).

Osservazione 7. Nell'ambito della cinematica linearizzata vale il principio di so-
vrapposizione degli effetti. In altri termini, una successione di spostamenti rigidi
infinitesimi determina uno spostamento risultante indipendente dall'ordine di ap-
plicazione dei singoli spostamenti. Esso puo essere calcolato quale somma degli
spostamenti valutati a partire dalla configurazione di riferimento.
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Esercizio 2: Noti gli spostamenti dei punti 4 ¢ B del corpo rigido C
u, =al (-2i+j-3k)
up =—al (i+j+k)

con a<<l, determinare il campo degli spostamenti.

z 1

) / shey Ay B=(21.20)

E conveniente assumere il polo O coincidente con uno dei due punti, ad esempio 4. E percio
u, = 2al, vy =al, w,=-3al.Scrivendo le (8) per P=B, si ha:

-al -2al 0 -0, +0,| |2
—al p=y al [+|+0, 0 -0, |42/
-al -3al -6, +86, 0 /

Si ottiene un sistema di tre equazioni in tre incognite che, risolto, fornisce le componenti delle
rotazione incognite: 0, = 2a, 8, = a, 6, =0. Noti u, e @ puo scriversi la FGSR:

u -2 0 0 1 x
ve=d i+ly+a 0 0 -2y
w -3 -1 2 0 z

che descrive il campo degli spostamenti richiesto.

Si noti che lo spostamento del corpo ¢& stato determinato in modo univoco in quanto sono state
assegnate complessivamente sei componenti di spostamento, tante quanti sono gli spostamenti
generalizzati.

1.5 Spostamenti rigidi piani

Uno spostamento rigido piano & uno spostamento in cui tutti i punti P del corpo si
spostano parallelamente ad un piano. Detto xy questo piano, dalle (8) si vede che w=0
per ogni x ed y solo se wy=6,=6=0. Posto =6, la formula generale dello spostamento
rigido piano, con £2=0, si scrive:

u U, 0 -8i[x (12)
= +
v Vo 6 0 ||y
Ogni spostamento rigido piano ¢ individuato percid da tre soli spostamenti generaliz-

zati:

u={u v, H}T (13)

Par. 1.3 - Spostamenti rigidi ~

Un corpo rigido piano (cioe suscettibile di soli spostamenti piani) fza quindi tre grad{
di liberta. La (12) esprime il generico spostamento come somma di una traslaglone Ql
componenti #, vo € di una rotazione @ secondo un asse ortogonale al piano, di traF:01a
0O=C. Si dice anche che la rotazione avviene “intorno” ad O. In base all'Osservazione
3 si vede che le componenti di spostamento di P coincidono con i moduli degli spo-
stamenti di P, e P,, proiezioni di P sugli assi, a causa dell'inestensibilita dei segmenti

PP, PP, (Fig. 6a).

¢ Osservazione 8. In una rotazione rigida infinitesima, la componente 7, dello spo-
stamento di un punto P secondo una retta r ¢ pari in modulo al prodotto dell'am-
piezza della rotazione per la distanza d, della retta » dall’asse di rotazione
(Fig. 6b). Infatti, dall'Osservazione 2, tenendo conto che O=C, si ha:

n, =PPle, :Haﬁcosazﬁd, (14)

@

Fig. 6 Rotazione rigida infinitesima
1.6 Centro di rotazione

Dalle (12) segue che il punto C di coordinate

v U,
x(,:__g_, y(,:%g (15)

ha componenti di spostamento u=v=0; C ¢ detto centro di rotazione. Con le (15) la
FGSR (12) puo anche riscriversi:

el S IB

che mostra che ogni spostamento rigido piano é una rotazione. Traslando gli assi in C
(Fig. 7), posto quindi

x.=x—x(y; y*:J")’C (7

le (16) assumono la forma,

*

u=-6y v=0x" (18)
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y‘ 7y d i
y C y x | d X d> | i . @ )
Vo P “P 4 (:'] C C2 C] Cg \ C
7 OF : = u/é T/ ( e (e ., )
g W “p & & & 6,
" | 2
> - 6. 6
0| Yo x ' 0 x d =—Ztd d, = L d
' g +0 e, -6

Fig. 7 Spostamento rigido piano come rotazione intorno al centro C

. . . . e (@) (b)
o Osservazione 9. Se, come caso particolare, & =0, il centro C ¢ all'infinito, essen-

do xc =, y. =cw.Poiché ¢ y./x. =—u,/v,, C & il punto improprio della retta Fig. 8 Composizione di due rotazioni elementari
ortogonale al vettore traslazione:
Ug =y i+vy - (19
Esercizio 3: Noti u, ¢ 8 (Fig. a) tracciare il diagramma degli spostamenti u(x, y) e v(x, y). De-

essendo OC-u, = 0. Una traslazione & dunque una rotazione infinitesima intorno Veriminarelil centro di rotazione C.

ad un punto all'infinito.

e Osservazione 10. L'applicazione di piu rotazioni 6, intorno a centri 2
C, =(x¢ .,y ) & una rotazione d'ampiezza pari alla somma delle ampiezze, e
centro il baricentro delle rotazioni componenti. Infatti, in base alla FGSR (Eq. 16)

e all'Osservazione 7, le componenti dello spostamento del generico punto P conse- / A S
guente all'applicazione di piu rotazioni &, sono fornite da: / ; vg=0 (a<<1)
(@) // /]

— - F2a
u= ZQ(,V )’(7,) (20) /// ,
=
v:+20,(x—x(;) uo -
ossia:
—9( y~ y(~) La FGSR per il caso piano in questione si scrive (Eq. 12):
' 21
V:+9(X~X(-) ( ) u:al—-2ay
ove si € posto: v=2ax
) Zx( . Zy G It centro di rotazione C si ottiene ponendo u=v=0. Si trova x.=0, y=0/2. Il campo degli spo-
0=30; x.= Vo= 22) ek el :
Z ) z 9 stamenti puo riscriversi (Eq. 16):

Ricordando le (16) e la definizione di baricentro di una grandezza scalare funzione
del posto si perviene all'asserto. In forza delle (22}, la somma di due rotazioni 6, e
6, intorno a due centri Cy(x, 1), Cx(x2, ¥2) & una rotazione d’ampiezza 0=6+6, v=2ax

11?tom0 a‘l Punto C baricentro dei due punti C), C;. In partlcol‘a re l! ceptro di rota- Le funzioni sono diagrammate in Fig. (b). Gli spostamenti u e v del generico punto P si leggono
zione €' ¢ interno al segmento C;C; quando € e 6, sono equiversi (Fig. 8a), ed ¢ sui diagrammi proiettando P ortogonalmente agli assi. Gli spostamenti di C, per definizione,
invece esterno a C',C; quando 6 e 6, sono di segno contrario; in quest’ultimo caso sono nulli. I diagrammi di e di v si possono anche ottenere ruotando intorno a C le rette di
esso giace dalla parte del centro di rotazione cui ¢ associata 1’ampiezza maggiore riferimento (rispettivamente verticale e orizzontale) di un angolo & nel verso della rotazione
in modulo (&, in Fig. 8b). del corpo.

/
u=-2 a(y--—
oG-
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l‘()’) eSSendO

& Py u, :{uo Vo ‘91} (i=12,...,n) .

wp < / ’

! Un sistema costituito 4a n, corpi piani ha percio n=3n. g.d.I.
(9 — ')‘:(/
(b)
N «r\ ‘ v(x)
|

1.7 Sistemi di corpi rigidi

Si consideri ora un sistema di n, corpi rigidi C, (i=1,2,...,n.) in una data configurazio-
ne di riferimento. Per ciascuno di essi vale una formula analoga alla (3):

up, =u, +6 x0O,P, (i=12,...,n.) (23)

incui: P,é un punto di C, ed u P ¢ il suo spostamento; O, ¢ un punto arbitrariamente
scelto considerato solidale a C, ed u, ¢ il suo spostamento; 6 & il vettore rotazione
di C, applicato ad una retta g, passante per O, (Fig. 9). Le (23) possono essere poste
nella forma scalare (8):

u; u 0 -6, +6, |[x

Vi p=ave, |+ 6, 0 -6 iy (=12,..,n) (24)
-6, +0, 0 z

i !

dove tutte le grandezze, coordinate di P, componenti di spostamento e rotazione, sono
riferite alla i-esima terna ortogonale O, x,y,z, (Fig. 10).

I parametri necessari a descrivere la configurazione variata del sistema sono dunque
6n., sei per ciascun corpo, e possono essere ordinati in un vettore u di dimensioni
6n.x1:

u:{u, u, . . une}T | (25)

dove

X Yi

w={uy, v, w, 6, 6, 6] (i=12..n) (26)

Questi parametri descrivono, attraverso le (24), il campo di spostamento di ciascun

corpo misurato a partire dalla configurazione di riferimento. Un sistema costituito da , x| Xne
Neleed ”gldl he Pe"CIO_ n:6n'c — Fig. 10 Spostamenti generalizzati e componenti di spostamento
Nel caso piano le (24) si modificano come segue: , Pos ‘ ‘ o
u 0 o Osservazione 11. La scelta dei poli O, ¢ arbitraria, cosi come ¢ arbitraria la scelta
N - / 2 5 N . . o g %
{ l}: K J{ '}{ '} (i=12,...n,) 27 dell'orientazione della terna O;x,y.z.. Pud pertanto essere utile scegliere tutti i poli
ke " % 0 I coincidenti con un usico punto O=0,=0,=...=0,,, e scegliere inoltre un'unica terna di

dove 6 =6, . 1l vettore degli spostamenti generalizzati (25) ha dimensioni 3x,.x 1 A R DGR T A2 DR
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J w | u, | 0 -0, +0, |(x
Vo=V | 0L 0 =6, |4y (=12,...,n) (29)
w, Wy -0, +0, 0 z

Va osservato che ciascun punto O, ¢ solidale ad un diverse corpo C,. Cosi questi
punti coincidono con O solo nella configurazione di riferimento, mentre in gene-
rale sono tra loro distinti nella configurazione variata (s: veda in proposito la
Fig. 11, dove ¢ rappresentato un caso piano in cui 6,>0, 6:<0).

G C — C 0
Ql i k- 01 \ é
. .
P] * PI O}i,;/ 5
: "02
Hl 5 92 ; N

0,=0,=0. / Uy, Uy, X Uy,
(a) (b)

Fig. 11 Sistema piano di due corpi riferiti a due poli inizialmente ecincidenti; (a) configura-
zione di riferimento, (b) configurazione variata

2. Vincoli

2.1 Condizioni di vincolo

Un vincolo ¢ un dispositivo meccanico atto a limitare le possibilita di movimento dej
punti del corpo cui ¢ applicato. Qui si considerano solo vincoli bilaterali, indipendenti
dal tempo, privi di attrito. Un vincolo & esterno se collega il cerpo al suolo, € interno
se collega tra loro due o piu corpi. Un vincolo esterno limita gli spostamenti assoluti
del punto P del corpo C cui & applicato (Fig. 12a); un vincolo interno limita gli spo-
stamenti relativi tra i due punti P, e P, dei corpi C, e C, che collega (Fig. 12b).

Fig. 12 Vincolo semplice (a) esterno e (b) interno

par. 1.2 - Vincoli .

La limitazione degli spostamenti esercitata dal dispositivo meccanico si traduce in una
o piti condizioni del tipo:
F(u,v,w):o (30)

oppure:

1o Via Wyt

G(u V.,wou v],w]):O 3hH

secondo che il vincolo sia rispettivamente esterno (Fig. 12a) o interno (Fig. 12b). Gli
spostamenti di P, ovvero di P, e P, sono esprimibili attraverso la FGSR in funzione
degli spostamenti generalizzati. Se si considerano spostamenti finiti, questa dipenden-
za ¢ non lineare (Eq. 2). Le condizioni di vincolo possono quindi essere espresse in
termini di queste coordinate come

f(uo,vo,wo,Qr,H‘,,@):O (32)

oppure

g(u()l 7v0, s WO, ’Hx( >9),‘ ?9;', ;u()/ av()'} anJ Ehes 76}:1 2 3y ) = 0 (33)

Nella (32) appaiono i sei spostamenti generalizzati di C e nella (33) i dodici sposta-
menti generalizzati di C e C,.

Un vincolo ¢ detto semplice se ¢ esprimibile attraverso una condizione del tipo (32) o
(33); ¢ detto molteplice, di molteplicita m, se ¢ esprimibile attraverso m condizioni
ancora del tipo (32) o (33):

fi (059, 9,.6,,6,,0.) =0 (k=12.....m)
' (34)

2, (uo( Vo, s Wy s ‘9,; ,49},, ,19; Sy Vg W ,6’x/ ,(9),/ ,(9:/ ) =0 (k=12,...,m)

Un vincolo di molteplicita m equivale percio ad m vincoli semplici. Da un punto di
vista geometrico ciascuna delle relazioni precedenti descrive una superficie nello spa-
710 degli spostamenti generalizzati. Esse impongono al sistema di assumere tutte e
solo le configurazioni corrispondenti a valori delle coordinate appartenenti alla super-
ficie cosi individuata.

Le (32)+(34) sono dette condizioni (o relazioni) di vincolo. Gli spostamenti generaliz-
zati non possono quindi essere scelti in modo arbitrario ma devono essere tali da sod-
disfare le relazioni di vincolo. Cosi, una relazione del tipo (32) abbassa di uno il nu-
mero dei g.d.l. del corpo C, in quanto scelti ad arbitrio cinque parametri, il sesto ¢
determinato dalla condizione di vincolo. Analogamente, una relazione del tipo (33)
riduce ad undici il numero dei g.d.l.. In generale, un vincolo di molteplicita m abbassa
di m unita il numero dei gradi di liberta del sistema.

Se 1 vincoli sono n,>1, ciascuno con molteplicita m,m,, ..., m, , si definisce molte-
plicita globale m dei vincoli la somma delle molteplicita, m=m, +m,+..+m, . Un
sistema costituito da n,. corpi vincolati da un complesso di vincoli di molteplicita glo-
bale m ha un numero di g.d./. paria (n —m ) con n = 6n,

Una configurazione individuata da parametri che soddisfano tutte le relazioni di vin-
colo ¢ detta compatibile, o congruente.
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e Osservazione 12. Nella formulazione delle condizioni di vincolo si riconoscono
due aspeiti che ¢ consigliabile tenere sempre separati nelle applicazioni, proceden-
do secondo questi due passi:

L. si scrivono le condizioni di vincolo in termini degli spostamenti dei punti vin-
colati;

IL. attraverso la FGSR si esprimono questi spostamenti in funzione delle variabili
di configurazione.

¢ Osservazione 13. Nella scrittura delle condizioni di vincolo, il primo passo tradu-
ce la compatibilita cinematica con i vincoli esterni ai corpi (anche se eventual-
mente interni al sistema); il secondo passo traduce la compatibilita interna dei sin-
goli corpi, nel rispetto della condizione di rigidita del corpo implicita nella FGSR
(si veda I’Osservazione 6). Quando, nel seguito del testo, si rilascera I'ipotesi di ri-
gidita e si trattera la cinematica del corpo deformabile, le condizioni di vincolo
esterno resteranno immutate, mentre varieranno quelle di vincolo interno.

2.2 Condizioni di vincolo linearizzate

Le condizioni di vincolo (32) + (34) sono generalmente non lineari. Limitando linte-
resse a spostamenti u infinitesimi, possono essere sostituite dalle loro approssimazio-
ni lineari. Ad esempio il vincolo semplice in Fig. 12a (biella o pendolo) impone al
punto P di appartenere, in ogni posizione P’ compatibile, ad una superficie sferica di
centro A4 e di raggio pari alla lunghezza della biella. Linearizzare il vincolo vuol dire
sostituire alla sfera il suo piano tangente nella configurazione di riferimento.

Le relazioni (32), (33) linearizzate sono del tipo:

ia, u, =0 (35)

e le relazioni (34)

M

a,, u, =0 (k=12,.....m) (36)

dove n=6 oppure n=12 e a, a, sono dei coefficienti.

* Osservazione 14. Le equazioni di vincolo sono lineari negli spostamenti genera-
lizzati se, e solo se, (a) le condizioni geometriche sono linearizzate
(approssimazione di superfici con piani e curve con rette) e (b) la FGSR ¢ lineariz-
zata (Eq. 3 in luogo di Eq. 2).

Esercizio 4: Scrivere le condizioni linearizzate relative ai vincoli di Fig. 12.

Detto e il versore della retta secondo cui ¢ disposto il pendolo, nel caso (a) bisogna imporre che
u sia ortogonale ad e:

u-e=0,
cioé:

ug+v f+wy =0
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dove . f.7 sono le componernti di e (coseni direttori della retta). Esprimendo w, v, w come
funzioni lineari di #,,.... 4 tramite la FGSR si ottiene un’equazione del tipo (35), con n=6.

Nel caso (b) bisogna imporre che il segmento P;P; abbia allungamento nullo (biella inestensi-
pile). Poiché le componenti di w, eu, normali al segmento non producono allunggmento’ al
primo ordine (condizione linearizzata, si veda la figura, dove ¢ illustrato un caso piano), l'al-
Jungamento A/ & dovuto alla sola differenza delle componenti longitudinali. Imposto che A/

sia nullo si ha:

u -e-u-e=0
OVVero

(uj —u,)a+(vj —v,)ﬁ+(wj —w,);/ =(

l/cosf =1
/~ Al=u,~u,
N 6 fvj
V; u; :qu)
P,‘ 1 Pj Pl Pj
(a) (b)

(a) Spostamenti normali al segmento: Al=0; (b) Spostamenti paralleli al segmento: Al=0)

Espresse u,v,,w, in funzione degli spostamenti generalizzati del corpo C, Uy soosllg, 5 €
u;,v,, w, in funzione degli spostamenti generalizzati di C, Uy senns U s SE ottiene una condi-
zione deljtipo (36), con n=12.

Si noti che la condizione di inestensibilita del pendolo ¢ quella gia discussa nell'Osservazione
3; essa impone agli spostamenti di due punti di un corpo di avere la medesima componente
secondo la loro congiungente.

2.3 Cedimenti vincolari

Si definiscono cedimenti vincolari gli spostamenti (assoluti o relativi) assegnati ai
punti di applicazione dei vincoli. In presenza di cedimenti vincolari le condizioni di
vincolo sono non omogenee; ad esempio le (35) si scrivono:

Sau =s (37

e le (36)

Sa, u =s (k=12,.....,m) (38)

i=1

dove s, s, sono i cedimenti vincolari noti.
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Esercizio 5: Scrivere le condizioni relative ai vincoli di Fig. 12, assegnato un allungamento A/
al pendoli, oppure uno spostamento u, ad A.

Assegnato A/, deve essere
u-e=A/

nel caso (a), e
(u/ ~u,)'e:Al

nel caso (b). Le condizioni di vincolo dell'Esercizio 4 si modificano percio per la presenza di
un termine noto s = A/l .

Se invece viene assegnato lo spostamento al suolo u ,, la condizione di vincolo & A/ = 0 | cioe
(u-u,)e=0

[l cedimento vincolare & quindi rappresentato dalla componente di u, nella direzione del pen-
dolo, s =u,-e. Questa circostanza traduce il fatto che la componente di u, ortogonale ad e
non costituisce cedimenito vincolare, in quanto, essendo consentita dal vincolo (al primo ordi-
ne), non assegna alcuna condizione allo spostamento u del punto 2.

2.4 Classificazione dei vincoli piani

Con riferimento alla Fig. 13 si esaminano diversi tipi di vincolo piani. La figura illu-
stra la denominazione del vincolo, il simbolo che lo rappresenta, la molteplicita m e le
condizioni espresse in termini dello spostamento u , del punto A4 cui & applicato.

[T carrello ¢ un vincolo semplice, che impedisce la componente di spostamento del
punto 4 del corpo nella direzione normale a quella di scorrimento del carrello. Si ri-
cordi che i vincoli sono assunti bilaterali, cosicché, a dispetto del simbolo adottato per
rappresentarlo, il vincolo non consente il distacco dalla retta di scorrimento. Ad un
corpo vincolato da un carrello restano due g.d /., una traslazione parallela alla retta di
scorrimento e la rotazione.

La cerniera ¢ un vincolo doppio, che impedisce lo spostamento del punto del corpo
cui ¢ applicata.

Il glifo, o pattino, € un vincolo doppio, che impedisce la traslazione in direzione nor-
male alla retta di scorrimento e la rotazione del corpo. Al corpo resta una sola compo-
nente di traslazione. 1] glifo equivale dunque ad una cerniera posta alf'infinito (si veda
I'Osservazione 9).

L'incastro & un vincolo triplo, che impedisce la traslazione di 4 e la rotazione del
corpo cui A4 appartiene. Al corpo non restano g.d./..

Il bipendolo & un vincolo poco usato nelle applicazioni, la cui denominazione non &
universalmente accettata. E un vincolo semplice che impedisce Ia rotazione del corpo
mentre lascia libere le due componenti di traslazione. Un tecnigrafo a bracci & un
esempio di bipendolo: esso impedisce al corpo (il sistema di due righe mutuamente
incastrate) di ruotare, mantenendo quindi il parallelismo.

In presenza di cedimenti vincolari tutte le relazioni di vincolo scritte diventano non

DA
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omogenee, del tipo u, =5, v, =5, 0=¢, dove S48, © ¢ indicano dei valori
noti deghi spostamenti, assegnati al punto 4 ovvero al corpo cui 4 appartiene.

i

Denominazione  Simbolo e componente Molteplicita Prestazione

di spostamento vincolala cinematica
a)y carrello IV,; =1 v=0

: 1% - 0 =
b) cerniera - m=2 u;=0, v,=0
¢) glifo e TVA m=2 v;=0, =0
: vy o - _ _ B
d) incastro o & m=3 1=0, v,=0, §=0
A i ll,{
0

¢) hipendolo 2 m=1 g=0

Fig. 13 Vincoli piani esterni

[ vincoli esaminati in Fig. 13 sono vincoli esterni. Naturalmente possono essere utiliz-
zati per collegare tra loro due corpi C, e C, in due punti 4,, 4,. | diversi casi e le relati-
ve condizioni di vincolo sono iliustrati in Fig. 14.

Le condizioni di vincolo impongono che gli spostamenti relativi tra i punti 4, e 4,
neile direzioni vincolate devono annullarsi. Se lo spostamento relativo vincolato ¢ una
rotazione (casi ¢, d, e) le rotazioni dei due corpi (non “dei punti”, che non sono dotati
di orientazione!) devono essere uguali. In presenza di cedimenti vincolari interni che
assegnano spostamenti relativi diversi da zero, le condizioni diventano non omogenee.
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3 A A
P & uAi ‘\\‘Q\ // uAj i 0
— , —u, =
a) carrello G AR C Y, Uy, —ly
v, V4

b) cerniera

\ / . ) v A/ -V 4, = 0
ST Uy \Hl\ 7 uy, al T Uy —uy = 0
c) glifo f —0 ’
e, . "//[ J\\\ ’4/,/ 0] _ 61 = O
v
] : v4 f?f —— Uy —Uy = 0
PO VIS § G \ -
d) incastro -d§ ] Va, ~v4 =0
e AN -
: 6 9 6,-6=0
e) bipendolo ; 0, -6 =0

Fig. 14 Vincoli piani interni

Esercizio 6: Si scrivano le condizioni di vincolo relative ai sistemi illustrati in figura.

6 PRSI §
% \ A S
G G
(b) (©

Nel caso () si ha un carrello (m=1) che vincola il corpo C ai suolo (vincolo esterno) ed asse-
gna al punto A la componente dello spostamento (assoluto) s secondo la retta . Dette use vy le

componenti dello spostamento di 4 rispettivamente secondo l'orizzontale e la verticale, deve
essere

U, Cosa+v sing = -s
che rappresenta la cercata condizione di vincolo.

Nel caso (b) i due corpi sono collegati da una cerniera interna (m=2) applicata in 4 che assegna
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cedimento vincolare consistente in uno spostamento relativo (di allontanamento) s secondo
un PN R :
[orizzontale. Le due condizioni di vincolo si scrivono :

dove A, e A; sono punti appartenenti rispettivamente a C; e C; coincidenti con 4, supposto il
vincolo di dimensioni infinitesime.

Nel caso (c) i due corpi sono vincolati da un g!ifo imemg (m=2). E.pre'sente‘un cedimento vin-
colare che assegna una rotazione relativa ¢ tra i dqe corpi nel verso indicato in figura (un osser-
vatore solidale a C; vede C; ruotare in verso antiorario; un osservatore solidale a C, vede C,
ruotare in verso orario). Le condizioni si scrivono :

0. -6 =9, (uAJ cosa+vl,Jsina)—(uA, cosa+vAisina):0

2.5 Equivalenza dei vincoli piani

Si e gia detto che un vincolo di molteplicita m equivale, da un punto di vista analitico,
: o R o0

a m vincoli.semplici. Questa equivalenza naturalmente vale anche da un punto di vista
strettamente meccanico; la Fig. 15 mostra alcune equivalenze.

L4
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Fig. 15 Equivalenze tra vincoli piani, esterni ed interni
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Va tenuto debitamente in conto che, nella maggior parte dei casi, l'equivalenza sussi-
ste solo in regime di spostamenti infinitesimi e non in quello di spostamenti finiti. Si
noti che il punto di intersezione delle rette di applicazione di due pendoli & punto di
applicazione di una cerniera; se le rette si intersecano all'infinito il vincolo equivale
ad un glifo, che infatti ¢ una cerniera all'infinito.

Esercizio 7: Dimostrare che i vincoli rappresentati in figura sono equivalenti.

@ R )

Nella condizione (a), il corpo puo solo ruotare intorno ad A4, che quindi & centro di rotazione.
Nella condizione (b), il punto B ha componente di spostamento nulla secondo la retta b, e il
punto C ha componente di spostamento nulla secondo la retta ¢. Per la condizione di inestensi-
bilita del segmento AB (vedi Osservazione 3) il punto 4 deve avere spostamento nullo secondo
la retta b; per la condizione di inestensibilita del segmento AC il punto A deve avere compo-
nente di spostamento nulla secondo la retta ¢. In definitiva, dovendo A avere componente di
spostamento nulla secondo due rette distinte, deve avere spostamento nullo, ed & quindi centro
di rotazione. Anche nella condizione di vincolo (b), dunque, il corpo ruota intorno ad 4. La
figura (c) mostra gli spostamenti dei segmenti AB ¢ 4C, dai quali si evince che lo spostamento

del corpo ¢ compatibile con i vincoli, che infatti, al primo ordine, subiscono un allungamento
nullo.

(©)

2.6 Alcuni vincoli spaziali

Nel caso spaziale puo naturalmente aversi una pit ampia varieta di vincoli. Alcuni di
questi sono:

a) la cerniera sferica, di molteplicita m=3, che impedisce tre componenti di trasla-
zione e lascia libere le tre rotazioni;

b) la cerniera cilindrica, di molteplicita m=5, che impedisce le tre traslazioni e due
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rotazioni, lasciando al corpo la sola possibilita di ruotare intorno all'asse della cer-

niera,

¢) il glifo, o pattino, di molteplicita m=>5, che permette una sola componente di trasla-
ZIONE; . )

d) l'incastro, di molteplicita m=6, che sottrae al corpo tutti i suoi g.d./..

Come nel caso piano, un vincolo molteplice puo realizzarsi con pit pendoli.

Fsercizio 8: Dimostrare le equivalenze indicate in figura.

() (b) (©
Fig. 16 Equivalenza tra vincoli spaziali. (a) cerniera sferica; (b) cerniera cilindrica di asse
AB; (¢) glifo di asse AB

Nel caso (a) i tre pendoli applicati in 4 impediscono le tre traslazioni u,,v,,w,, cosicché il
corpo puo solo ruotare iatorno ad un qualsiasi asse passante per 4. 1l vincolo equivale ad una
cerniera sferica.

Nel caso (b) i vincoli 1 e 2 costituiscono un glifo nel piano xy, i vincoli 3 e 4 un glifo nel piano
xz. Al corpo resta dunque una traslazione secondo x, che perd ¢ impedita dal vincolo 5, e una
rotazjone intorno ad x, che resta libera. 1l vincolo & percid equivalente ad una cerniera cilindri-
ca di asse x.

Nel caso (c), oltre ai glifi 1, 2 e 3, 4 ¢ presente un terzo glifo, 4, 5 che impedisce la rotazione
intorno all'asse AB. Resta libera la traslazione secondo x. Il vincolo equivale percid ad un glifo
di asse AB.

3. Il problema cinematico

3.1 Posizione del problema

Si consideri un sistema di corpi rigidi costituito da n. corpi, mutuamente vincolati, di
norma (ma non necessariamente) vincolato al suolo (Fig. 17). Sia m la molteplicita
globale dei vincoli, interni ed esterni. Si considerino poi dei cedimenti vincolari, che
vengono applicati a partire da una data configurazione di riferimento. Ha interesse
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chiedersi: puo il sistema trovare altre configurazioni infinitamente vicine a quelle di
riferimento, in modo tale da soddisfare tutte le condizioni geometriche di vincolo, sia
esterne (dovute ai dispositivi meccanici) che interne (dovute alla rigidita del corpo)?
Se queste configurazioni esistono quante e quali sono? Sotto quali condizioni la con-
figurazione compatibile ¢ unica? Per rispondere a queste domande si formula il se-
guente problema cinematico (o di congruenza): assegnati i cedimenti vincolari, de-
terminare, se esistono, le configurazioni compatibili del sistema.

Fig. 17 1l problema cinematico per un sistema di corpi rigidi

I problema ¢ governato dalle equazioni (37) e (38) che costituiscono un sistema li-
neare di equazioni algebriche di m equazioni, una per cinccun vincols sempiice, m
n=6 n. (nello spazio) o n=3 n. (nel piano) spostamenti generalizzati incogniti. Dati gli
m cedimenti vincolari (che, come caso particolare possono essere identicamente nulli)
tutte le n-ple », che soddisfano le (37) e (38) individuano una configurazione compa-
tibile (o congruente) del sistema.
Le equazioni (37) e (38) possono porsi nella forma matriciale

Au=s (38)
dove A ¢ la matrice di congruenza del sistema, di dimensioni mxn, u & il vettore de-
gli spostamenti generalizzati incogniti, di dimensioni nx1, e s & il vettore dei cedi-
menti vincolari noti, di dimensioni mx 1. Se il problema (39) ammette soluzione, cal-
colati i parametri u, dalla FGSR scritta per ciascun corpo si determinano i campi di
spostamento u,v,w ¢ quindi la posizione variata di ciascun punto.

Le condizioni sotto cui il problema cinematico (39) ammette soluzione sono fornite
dal reorema di Rouché-Capelli, che si richiama qui di seguito.

3.2 Il teorema di Rouché-Capelli
Dato un sistema di equazioni lineari A x =b, & noto dall'Algebra (Teorema di Rou-
ché-Capelli) che I'esistenza di una o piu soluzioni dipende dai tre interi:

m = numero di equazioni

n = numero di incognite

p = rango della matrice A
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Le diverse possibilita sono riassunte nel quadro:
m=n :unaseluzione (sistemi determinati)
p=nm,

n>m oo "soluzioni (sistemi indeterminati)

p<m :nessuna soluzione (sistemi sovradeterminati), ameno che
rango[A] = rango [A lb]

1 sistemi con p=m sono detti compatibili, ed ammettono sempre soluzioni qualunque
sia il termine noto; i sistemi con p<m sono non compatibili e generalmente non am-
mettono soluzione, fatta eccezione per particolari termini noti.

¢ Osservazione 15. [l teorema puo anche essere formulato in modo alternativo, par-
ticolarmente significativo nel problema in questione ed in altri che verranno af-
frontati nel testo: CNES perché il sistema A x =b ammetta soluzione é che il ter-
mine noto sia ortogonale ad ogni soluzione del problema omogeneo trasposto (si
vedano anche le Appendici A.3 e A 4).
In simboli, perché il sistema ammetta soluzione, deve essere:

bTy=0 VylATy=0

In questa forma il teorema fornisce le condizioni di compatibilita (o di solvibilitc)
del problema ma, se queste sono soddisfatte, non da il numero delle soluzioni.

Esercizio 9: Risolvere il problema cinematico rappresentato in figura e tracciare i diagrammi
del campo dello spostamento.

Il sistema ¢ costituito da un unico corpo rigido piano; la generica configurazione variata &
quindi descritta da tre spostamenti generalizzati, due componenti di traslazione u, e v, di un
punto O arbitrariamente scelto, ed una rotazione @intorno ad O (Fig. a).

Nel riferimento Oxy gli spostamenti del generico punto P(x,y) si esprimono attraverso la FGSR

(12):

u=u,—-0
o y (a)
v=y,+0x
Le condizioni di vincolo si scrivono (passo 1, Osservazione 12):
u, =5 v, =0, ug =0 ®)
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che, utilizzando la FGSR, diventano (passo I1, Osservazione 12):

1 0 =~y ilu,

[

0 1 X, v,
10 -y, |16 0

(©)

v B’

B . C B

) f‘ B"
u ’ ]

; } A ’

x i, D

A A =

AR g s b/h
v
(a) (b) (c)

Le equazioni (c) sono della forma (39) e rappresentano le equazioni di congruenza per il siste-
ma allo studio. Si noti che una scelta opportuna del polo O pud semplificare la soluzione del
problema. Scegliendo infatti O=4 (Fig. b) le equazioni (c) si riscrivono:

10 0 u, s
0 1 0 (<vyp=40 (d)
1 0 -h||6 0

dove naturalmente i parametri », hanno un diverso significato da quelli dell'equazione prece-
dente. Risolvendo le (d) si ottiene:

U, =8,

vo =0, O=s/h (&)

Noti gli spostamenti generalizzati la FGSR (a) fornisce:

uzs(l-%), v=gs5— H

Il centro di rotazione C ha dunque coordinate x. =0, y,. = h.

I campi di spostamento sono diagrammati in Fig. (c) dove & anche indicata la configurazione
variata del corpo. Nel problema in esame si ¢ dunque determinata una ed una sola soluzione.
Cio ¢ conseguenza del fatto che la matrice di congruenza A ha dimensioni 3x3 e rango 3
(m=n=p).
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Esercizio 10: Scrivere la matrice di congruenza del sistema in figura e discutere la soluzione
del problema cinematico.

Uy o~

iVQ

La configurazione variata ¢ individuata da sei variabili di configurazione. Assumendo O=4 la
FGSR (8) si scrive:

u=u~0y+6:z

v=v,+80x-0z (a)

w=w,—fx+0y
Le condizioni di vincolo relative alle sei bielle sono (passo I):

u, =0, v, =0, w,=0, u,=0 wy,=0, w,=0 (b)

che. espresse in termini di variabili di configurazione, diventano (passo II):

T . Uy 0
1 v, 0

1 Wol _ 0 (©)
1 ~1 g, 0
| S A 0, 0
| 1 ! -a IR 0

dove gli elementi della matrice non mostrati sono zero. La matrice 6x6 dell'equazione (c) & la
matrice A di congruenza richiesta. Si puo facilmente verificare che det A # 0, per cui la matri-
ce ha rango p=6. Assegnati quindi dei cedimenti vincolari il problema cinematico ammette
sempre una sola soluzione.

Esercizio 11: Risolvere il problema cinematico in Fig. (a).

Il sistema & costituito da due corpi rigidi piani, Ci=4AD, C;=BD, ha quindi 2>.<3:6 g.dl. Con-
viene scegliere i poli O) ed O, coincidenti rispettivamente con 4 e B (Fig. b). La FGSR
(Eq.12), scritta per i due corpi, &:

Uy =1y, -6,y Uy = Uy, -0,,
v, =v, +6,x,

(a)

vy =, +6,x,
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dove x,, y, sono le coordinate del punto Py C, nel riferimento O,x,y, ed x,, ¥, sono le coor-
dinate del punto P, C, nel riferimento O,x,y, .

/,/ D

h

A B y
e ’ s

V7 o O,=Brw u 0, X2
' g
L 4 a 1o b | 4
(a) (b)

Le condizioni di vincolo sono sei, due in 4 (glifo esterno), due in B (cerniera esterna) e due in
D (cerniera interna) e si scrivono:

vi=0, =0, u;=0, vy=-s, u, ~u, =0, Vp, ~Vp, =0 (b)
Dalle (a), tenuto conto che D, = (a,h) e D, = (=b,h) si ha:
Uy, = Uy, - 8h, Up, = U, - 6h
Y, =V, +8a, Vp, =V, -6b ©
Le condizioni di vincolo si scrivono allora:
) (R U N 70 0
) Vo, 0
1 o, 0
. . S U, C-s @
-1 . h 1 . -h Vo, 0
L -1 -a . 1 -b] |6 0

Sinoti che le condizioni di vincolo esterno coinvolgono gli spostamenti generalizzati di un solo
corpo, mentre quello di vincolo interno coinvolgono i parametri di entrambi i corpi.

I1 sistema di equazioni 6x6 ammette I'unica soluzione:

A 0 s’
= E s, > O’ O» =5 = ; (e)
Sostituendo nelle (a) si ottiene:
h S
u = E s u, = Z Y2
. ®
v, =0 vzz——s(1+7)

Applicando le (15) si vede che il centro di rotazione C, del corpo C, ha coordinate x. =0/0
I
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ed yo =05 ¢ percid punto d'infinito della retta verticale (x,, ¢ indeterminata). 1l centro C,
i

del corpo C, ¢ invece un punto al finito, di coordinate x. =-b, y., =0. La posizione dei

centri di rotazione, i diagrammi degli spostamenti ¢ la configurazione variata del sistema sono
indicati in Fig. (¢)-

2
>

(©) uli

RACAAVAVAVAVS A" AS

s /b 77>m

e Osservazione 16. La scelta O,=4, 0,=B effettuata nell'Esercizio 11 appare la piu
opportuna, in quanto semplifica la scrittura della matrice di congruenza. Se invece
si segue il criterio illustrato nell'Osservazione 11, cioe si adotta un unico polo
0,=0,=0 ed un unico riferimento Oxy, si ha il vantaggio di operare con un unico
sistema di coordinate, ma in generale la matrice contiene meno zeri. Questo secon-
do approccio pud invece essere utile se si automatizza il procedimento attraverso
un programma di calcolo.

3.3 Classificazione cinematica

In base alle caratteristiche della matrice A (interi m, n, p) ed al teorema di Rouché-

Capelli & possibile procedere ad una classificazione dei Sistemi di Corpi Rigidi (SCR).

Si distinguono quattro casi fondamentali, discussi nel seguito.

a) m=n=p: sistema cinematicamente determinato, o isocinematico. La matrice A ¢
quadrata ed ha rango massimo, poiché det A = 0. Il problema cinematico (39)°
ammette una ed una sola soluzione

u=A"'s (39)

qualunque sia il vettore dei cedimenti vincolari s. In particolare, a cedimenti vin-
colari nulli, s=0, corrisponde la soluzione banale u=0.

In questa classe ricadono i SCR in cui il numero dei vincoli semplici m ¢ uguale al
numero degli spostamenti generalizzati, n=6n, (nello spazio) o n=3n,. (nel piano).
Quale ulteriore condizione, i vincoli devono essere “ben disposti”, nel senso che
ciascuno di essi deve essere rappresentato da una equazione che sia linearmente
indipendente dalle altre m~1 equazioni. Detto in altri termini, perché un vincolo
sia “ben disposto” deve effettivamente sottrarre al sistema un g.d./, € non piuttosto
ripetere delle condizioni gia espresse da altri vincoli.

Un sistema cinematicamente determinato non puo assumere configurazioni diverse
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i
i [ i i i vi i ' il si ¢ sovradeterminato. // problema cinematico, in ge-
da quella di riferimento se non mtervengono cedimenti vincolari. Qualunque essi colonne, per cui il 51ste;na‘(39) ges?nfam © pamzionafl Pl = g i o
siano, il sistema trova sempre una nuova configurazione cinematicamente ammis- nerale, non ammette so'uzwne.
sibile. " anche I’Appendice A2):
I s1§tem1 studiati nei tre esercizi precedenti (9+11) sono cinematicamente determi- A, {u} _[s detA, 0 43)
nati. A, S,
" -1 —
J Z ' ] iperci j j i iri i oni, u= A7 s,, le restanti r:=m-n
b) p=m<n: sistema cinematicamente indeterminato, o ipercinematico, o labile. per cui, anche sesi risolvono !e prime ’il ecj&ua:—]s , v r‘é dle,tto e oo,
La matrice A ¢ rettangolare “bassa”, con un numero di colonne maggiore del nu- non sono SOddlsfatte,- essendo in generale A,A|'s, #8,;
mero delle righe, per cui il sistema (39) ¢é indeterminato. 7/ problema cinematico determinazione del 51stema: ' oad 7 colari sono sealti “ad e
ammette dunque "™ soluzioni. Infatti, effettuata la partizione (si veda anche Fa eccezione naturallt}ente il caso in cui i ce imen ' noseait amhé
I’ Appendice Al): in modo tale da soddistare la parte bassa del sistema di equazioni. (Si pu .
| dire che il sistema ammette soluzione solo se i termini noti sono tra loro combm'a-
! ani li i 1 i righe della matrice A). Questa cir-
[Al A2] { ]}: {s} detA, #0 (40) © zioni lmeqn ne_llo stesso mf)do in cui lo sono le rig )
N costanza si verifica quando: )
. \ . . s =0
la soluzione pud scriversi nella forma: Q
= con
ll——lls +Uq (41) Q:[——A’)A;l I] (45)
dove: | | | |
! - lLa (45) esprime la condizione di solvibilita che deve essere soddlgfgﬁa dai cedi-
u, = A s, U= “AA (42) menti vincolari affinché il problema cinematico, sebbene 1mp0551blle,_ grp{neﬁa
s 0 ’ I egualmente soluzione. Essa € detta condizione di compatibilita (o di solvibilita) del

problema cinematico, o ancora condizione esplicita di congruenza. 1.a ma‘trlce Q,
di dimensioni rxm, & la matrice di compatibilita ciner‘natica. Se l.a (4.,5’) ¢ soddi-
sfatta, le ultime r equazioni possono essere scartate (in quanto rlpetmone dglle
prime n) ed il sistema puo essere risolto in corrisponde‘nza de!le prime. Il ‘termme
noto nullo (s=0) rientra nel caso particolare, e ad esso & associata la soluzione ba-
nale u=0. o N .

Ricadono in questa classe i SCR in cui il numero dei Vln?oll e.tro.ppo gr.am':le, Ti-
spetto ai g.d./ da sopprimere. Se non intervengono cedimenti v1ncolar17 ]_umcg
configurazione compatibile ¢ quella di riferimento u=0, come nel caso 'dl s1ste.m1
cinematicamente determinati. Se invece € s=0, in generale, a causa del‘l eccessivo
numero dei vincoli, il sistema non puo trovare altre conﬁgurazioni.cl'le' r}spettmo lg
condizioni geometriche assegnate dai cedimenti vincolari e dall.a rigidita interna: }l
problema cinematico € pertanto impossibile. Si vedfé nel segu}to del testo c'he, ri-
muovendo l'ipotesi di rigidita di parte dei dispositivi meccanici, e t.rattando.ll come
elasticamente deformabili, sara possibile determinare una s.c\)luzmnc.e um'ca. Up
esempio di sistema cinematicamente impossibile ¢ illustrato piti avanti nell'Eserci-

e in cui le l:=n—m variabili q:=u; sono arbitrarie; / ¢ detto grado di indetermina-
zione, o di labilita del sistema. 1] vettore q, di dimensioni Ix1, & il vettore dei pa-
rametri liberi di spostamento, o lagrangiani; la matrice U, di dimensioni nx{, ¢la
matrice dei modi cinematici, o semplicemente matrice modale.

Si noti che la soluzione (42) ¢ somma di due termini: il primo, u, € una soluzione
particolare del problema non omogeneo (s#0) ed ¢ relativa ad un sistema princi-
pale isocinematico, di matrice A, invertibile; il secondo uq,:=Uq, ¢ la soluzione ge-
nerale del problema omogeneo (s=0), espressa come combinazione lineare a coef-
ficienti q incogniti di / soluzioni particolari linearmente indipendenti, costituite
dalle colonne di U. Queste descrivono i modi cinematici del sistema labile, cioe
particolari autosoluzioni del problema cinematico omogeneo. Un sistema labile di
grado / possiede / modi cinematici; questi perd non sono univocamente determina-
ti, perché ogni loro combinazione lineare, essendo ancora soluzione del problema
omogeneo, ¢ un modo cinematico. "

In questa classe ricadono i SCR in cui il numero dei vincoli & troppo piccolo, insuf-
ficiente ad eliminare tutti i g.d /. del sistema, che quindi si comporta come un mec-

; A (el Lol _ zio 13.
canismo. Anche in assenza di cedimenti vincolari il sistema puo assumere configu- , ematicamente degenere
. T an . 0 0 9 . . : =5 em 0
razioni diverse da quella di riferimento (descritte dai modi), e per questo motivo & d) 1}; '<';1 - szsfematcllciz A quadrate, con detA=0. Poiché il sistema & di forma non
detto labile. Un io di si ile & ! iZi : 1 caso di matn ; A j
Un esempio di sistema labile ¢ trattato nell'Esercizio 12 che segue. normale (p<m) in generale il problema cznemat|lco non ammette soluzione. Se,
. = luzioni sono
: . . . L , ; lare, I'ammette perché rango[A | s]=rango[A], le so
C) p=n<m: sistema cinematicamente impossibile, o ipocinematico. SR R od )

i C i ri i : P to p<n.
La matrice A ¢ rettangolare “alta”, con numero di righe maggiore del numero di @ 7, In quanio p




30  Cap. 1-Cinematica dei sistemi di corpi rigidi

II' sistema degenere ¢ quindi essenzialmente cinematicamente impossibile; nei casi
eccezionali si comporta perd come un sistema cinematicamente indeterminato. Se i
cedimenti vincolari sono nulli (s=0) le soluzioni sono comunque infinite, per cuj il
sistema ¢ un meccanismo.

Sono cinematicamente degeneri quei SCR in cui i vincoli, pure in numero pari ai
g.d.l. dei corpi, sono “mal disposti”, nel senso che alcuni impongono condizioni
cinematiche gia espresse da altri vincoli, per cui di fatto non sottraggono g.d. /. al
sistema. Quale ulteriore effetto si oppongono a cedimenti vincolari non nulli. Un
esempio sard illustrato nell'Esercizio 14.

Oltre ai quattro casi trattati si possono considerare altri due casi di sistemi degeneri:
p=m<n e p<n<m. Le conclusioni a cui si perviene sono simili a quelle del caso d)e
sono lasciate per esercizio al lettore.

Esercizio 12: Si studi il sistema cinematicamente indeterminato rappresentato in figura.

(@)

II sistema € costituito da un unico corpo rigido vincolato da due bielle. Il numero deig.dl ¢
#n=3, la molteplicita globale dei vincoli & m=2. La matrice A ha dimensioni 2x3 ed il sistema ¢

quindi labile, con grado di labilita /=n—m=1. Sj scelgono gli spostamenti generalizzati come in
figura, assunto O=A. Le due condizioni di vincolo sono:

v, =0, Ug =5 (a)

che, espresse in termini di spostamenti generalizzati, si scrivono:

Uy
01 0 0
o

Il sistema (b) puo essere riscritto nella forma (41) portando a secondo membro una colonna e
facendo in modo che la sottomatrice quadrata A, che resta a primo membro sia non singolare.

Ad esempio:
0 1] fu, 0 0
o offt- -

dove si € posto g = 8, parametro arbitrario.

par. 1.3 - 1l problema cinematico 31

Risolvendo si ha:

U, N a
Vo = O -+ q 0 (d)
12 0 1

La soluzione (d) & della forma (42). Il primo tgrmine, proporzjonale a s, rappresenta una solu-
zione particolare (in quanto legata ad una particolare scelta di A, ) del problema non omoge-
neo; il secondo, proporzionale al parametro g, rappresenta la soluzione generale del problema
omogeneo; il vettore colonna moltiplicato per g ¢ la matrice modale,

U=[a o 1] (e)

che qui & costituita da un unico modo.

1l procedimento puo essere interpretato in modo strettg.mente meccanico‘.Si.pensi Qi in.trodurr.e
il vincolo ausiliario che assegna la rotazione g = @ (Fig. b;) e che rgnde il sistema isocinemati-
co. Questo si definisce sistema principale cinematicamente determinato. 11 problema cinemati-
co ad esso relativo si scrive:

<
—
=
&
o
L O

®

avendo aggiunto un'ulteriore equazione alle (b). Risolvendo I'ultima equazione e sostituendo
nelle precedenti, le equazioni (f) si riscrivono nella forma (c).

C o
| q B
s S BB aS «  C e A
SN . $\—’ \\“ q B A\E
%;\\ . 7 ;\y/ -
AL A7 Al A’
/
L o} \

(by) Sistema principale (by) Soluz. Part.: s#0, g=0 (bs) Modo: s=0, g0

La scelta dunque di un minore non nullo di A equivale alla scelta di un sistema principale iso-
cinematico; la soluzione particolare & quella che si ottiene assegnando 11‘ cedimento vincolare
dato al sistemna principale; la soluzione generale del problema omogeneo ¢ quellg chg si ottiene
assegnando un cedimento di ampiezza arbitraria al vincolo ausﬂlarlo: Le soluzmm sono 1llut
strate nelle Fig. (b,) e (b;). Questa interpretazione pud essere estesa in modo ovvio a sistemi

con grado di labilitd maggiore di 1.
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Esercizio 13: Si studi il sistema cinematicamente impossibile rappresentato in Fig. (a). Si ot-
tenga pot la matrice di compatibilitd cinematica.

“ E E’ D
h U %
S )

= " CzA - - B $1i=0

D syf] 2

B/
v
B2
Y, 5

Il sistema € costituito da un unico corpo rigido vincolato da cerniere. [l numero dei g.dl & n=3,
la molteplicita globale dei vincoli & m=2x2=4. La matrice A ha dimensioni 4x3 ed il sistema &
quindi cinematicamente impossibile di grado r=m—n=1. Si scelgono gli spostamenti generaliz-
zati come in figura, avendo assunto O=A.
Le quattro condizioni di vincolo sono:

u, =0, v,=0,

Uy =5, Vg =-s, (a)

che, espresse in funzione degli spostamenti generalizzati, si scrivono:

100 0

uO
010 Jo )
100 vg“s, ®)
01 1/ -5,

Il problema ¢ manifestamente impossibile in quanto la prima e la terza equazione hanno lo stes-
so primo membro e diversi i termini noti. Se pero ¢ s, =0, una delle due equazioni si pud
scartare ed 1l sistema puo essere risolto utilizzando le altre tre equazioni, la cui matrice dei co-
efficienti ¢ non singolare. Cosi operando si ottiene:

uy =0, v, =0, O=-s,/I (c)

[l campo degli spostamenti associati & diagrammato in Fig. (b).

Si osservi che se s, =0, la matrice A e la matrice orlata che si ottiene aggiungendo ad A la
colonna dei termini noti, hanno lo stesso rango p=3; quindi come risulta dal teorema di Rouché-
Capelli, il problema ammette soluzione. Se s, #0, il problema non ammette soluzione. Cid
puo essere facilmente giustificato, in quanto, per la condizione di inestensibilita del segmento
AB (Osservazione 3), se u, = s, anche u, deve essere uguale a s5,, ma cio & impossibile per la
presenza del vincolo in A che impone uno spostamento nullo.

Per ottenere ’equazione esplicita di compatibilita (45) si considerano cedimenti generici s, |

S4, > Sg,» S, dei quattro vincoli. Risolvendo la prima, la seconda e la quarta delle relaziont di
vincolo ¢ sostituendo nella terza si ottiene:

Sp, =S4, =0 (d)
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e ’equazione cercata; la matrice di compatibilita cinematica ¢ dunque:
Q=[-1 0 1 9] ©

ndizione di solvibilita & facilmente interpretabile: il sistema ammette soluzione qualunque
L.a o li ;postamenti verticali assegnati ad 4 e B, in quanto non prgduconq allungamento del
Slanoeito AB: se sono invece assegnati degli spostamenti orizzontali, questi devono essere tra
SEng / 5

Joro uguali.

che costituisc

Fsercizio 14: Si studi il sistema cinematicamente degenere rappresentato in Fig. (a).

=
L
B’ ’
u 7
P B
e
X %\V\ 2
2 =4 q
N
B

(b)

Ii sistema & costituito da un unico corpo rigido vincolato con tre b'!ell.e‘ !l numero dei g.d.!/ e
n=3, la molteplicita globale dei vincoli ¢ m=3. La matrice A l}a qulndl dimensioni 3x3. Scelti
gli spostamenti generalizzati come in figura, le tre condizioni di vincolo

J2
uA:O’ V,y=-4, (uB+vB)7:O (a)

si scrivono:

ol 0 0]y, 0
. 0 11 0fdv,b=1-s (b)

................

J2/2 V2/2 o|le) |0

Il determinante della matrice di congruenza ¢ nullo, mentre il _minore principale 2x2 }ndlcato
nella (b) ¢ diverso da zero, per cui il rango ¢ p=2. Il sistema ¢ di forma non ‘norrnale ed in gene-
rale non ammette soluzione. Peraltro, poiché il rango della matrice orlata ¢ p=3, non si verifi-
cano le condizioni di esistenza della soluzione, ed il problema cinematico ¢ impossibile.

La ragione di cio risiede nella errata disposizione dei vincoli (tre bielle convergenti in A). Inj
fatti ogni biella assegna ad 4 una componente di spostamento secoqdo la retta di appartenenza;
poiché due bielle definiscono univocamente lo spostamento di A (si veda in prqusﬁo
I’Esercizio 7) la terza condizione, a meno di casi particolari, non pud essere soddisfatta.
Nell’esempio, le bielle 1 e 3 assegnano ad 4 uno spostamento nullo, mentre la biella 2 assegna
una componente diversa da zero.
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Nel caso omogeneo s = 0 ricorrono le condizioni del teorema di Rouché-Capelli per le quali il
problema ammette soluzione. Risolvendo le (b) si ottengono ' soluzioni uy=0, vy=0, =g (con
¢ arbitrario); il corpo percio puo ruotare intorno ad A di una quantita arbitraria (si veda la
Fig. b). Cio ¢ conseguenza del fatto che, poiché un vincolo ripete le condizioni degli altri due,
non sottrae al corpo alcun g.d./., per cui il sistema si comporta come labile.

3.4 Classificazione diretta

Spesso ¢ possibile, sulla base di considerazioni qualitative, procedere ad una classifi-
cazione del sistema ancora prima di scrivere la matrice di congruenza. 1l semplice
computo dei vincoli e dei g.d./. permette di riconoscere immediatamente se il sistema
¢ cinematicamente impossibile o indeterminato, mentre piu difficile ¢ riconoscere un
sistema cinematicamente determinato da uno degenere. Le considerazioni che seguo-
no servono allo scopo.

In Fig. 18a sono raffigurati tre sistemi cinematicamente determinati, in Fig. 18b le
corrispondenti versioni degeneri.

LA A B wl B (a)
\ A - o2 3 X
A B A >4 B B’
By N N ’ ’ A
/R -
g

Fig. 18 Sistemi costituiti da un solo corpo: (a) cinematicamente determinati; (b) degeneri.

Il primo (mensola) ¢ isocinematico in quanto I’incastro sottrae al corpo i tre gdl. ll
secondo (frave appoggiata) ¢ ancora isocinematico in quanto la cerniera vincola il
corpo a ruotare intorno ad 4 ma lo spostamento di B compatibile con la rotazione
(ortogonale al segmento AB) non ¢ consentito dal carrello, a differenza della versione
degenere. In quest’ultimo caso i vincoli equivalgono a tre bielle convergenti in 4, co-
me gia esaminato nell’Esercizio 14. Nel terzo sistema il glifo lascia al corpo la sola
traslazione verticale, che perd non ¢ consentita dal carrello; nel caso degenere la tra-
slazione (in questo caso orizzontale) permessa dal glifo & invece consentita dal car-
rello. '

La Fig. 19 riporta diversi sistemi costituiti da due corpi vincolati con cerniere o glifi.
Ricordando che il glifo equivale ad una cerniera all’infinito, i sistemi rappresentano
diverse versioni dell’arco a tre cerniere. La condizione perché un arco a tre cerniere
sia isocinematico & che le tre cerniere siano non allineate. Riguardando infatti uno dei
due corpi come una biella si ricade nel caso di un corpo vincolato con una cerniera ed
una biella. Nella versione degenere del primo sistema le tre cerniere sono allineate
sulla retta orizzontale ABD, del secondo sulla retta verticale per D, del terzo sulla retta
AB. In figura sono anche indicate le configurazioni variate. Si noti che con tre glifi
non puo realizzarsi un sistema isocinematico in quanto le tre cerniere sono sempre
allineate sulla retta impropria del piano cui il sistema appartiene.
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Q0 ( *;\\OO T}OO
D / \
(@)
A Bk& A N
w,‘;
(b)
B 1]
Hry
A A B B’

Fig. 19 Archi a tre cerniere: (a) isocinematici; (b) degeneri.

Passando a considerare sistemi con tre corpi, /‘anello a tre cerniere indicato in Fig. 20
¢ un sistema cinematicamente determinato per vincoli interni se le tre cerniere (al fi-
nito o all’infinito) sono non allineate. Riguardando infatti uno dei tre corpi come il
suolo, studiando cio€ lo spostamento relativo degli altri due corpi rispetto al terzo, il
sistema si riduce ad un arco a tre cerniere, gia studiato. Al sistema restano comunque
tre g.d.l., corrispondenti a due traslazioni e una rotazione d’insieme; perché dunque
sia reso cinematicamente determinato deve essere vincolato al suolo (quindi con vin-
coli esterni) con tre vincoli linearmente indipendenti. ,

In molti casi queste poche cognizioni relative a sistemi semplici (trave appoggiata,
mensola, arco a tre cerniere, anello a tre cerniere) sono sufficienti a classificare un
sistemna piu complesso. Cio risulta possibile quando si riconosca nel sistema comples-
so una successione di piu sistemi semplici isocinematici, disposti in serie o in se-
rie/parallelo, come illustrato in Fig. 21.

Il sistema in Fig. 21a ¢ costituito da due archi a tre cerniere in serie, I’arco ADB, vin-
colato al suolo, e I’arco EGF vincolato al precedente. 1l sistema in Fig. 21b & costi-
tuito da una prima sottostruttura isocinematica ABDEF, a sua volta composta da una
trave appoggiata AB e da un arco a tre cerniere DFE (ovvero da un anello a tre cernie-
re appoggiato al suolo), e da una seconda sottostruttura isocinematica (mensola HI) in
parallelo alla prima; le due sottostrutture sono collegate dalla trave appoggiata GH.

Le matrici A di congruenza dei due sistemi in Fig. 21 hanno la forma illustrata in
Fig. 22, dove si sono genericamente indicati i soli termini non nulli (ad esempio: il
vincolo in E del primo sistema, poiché collega i corpi 1 e 3, comporta una relazione di
vincolo in cui appaiono gli spostamenti generalizzati di questi soli due corpi). Si vede
che le equazioni del primo sistema possono essere risolte in “cascata”, risolvendo
prima quelle relative all’arco ADB (struttura “trascinante™) e poi quelle relative
all’arco EGF (struttura “trascinata™), in cui gli spostamenti generalizzati dei corpi 1 e
2 sono ormai noti. Si noti che procedendo in questo modo € necessario invertire le
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sottomatrici 6x6 A e A,,, che infatti sono non singolari, in quanto relative ad archi g
tre cerniere non degeneri. Questo spiega perché il sistema & isocinematico.
- B &) D .
[ ) e
(a) 4y 4 [
oD - ®
B
&) D r
VA) w‘
|2
D | |
(b) .
y D
b, 4 B’
Fig. 20 Anelli a tre cerniere. (a) isocinematici per vincoli interni: (b) degeneri
D
@ F
gl G . G @
@ \ ®
@ @
a4 F I H
s A !
(a) (b)
Fig. 21 Sistemi isocinematici: (a) in serie; (b) in serie/parallelo
D2O®®®
JORORONEY 4 X
A % B | x|
B x D X x
A Rall Ay 00
D K x _ A] ! 0 E > x> "
E x X B ’ F ' X X =
F Ay Ay G ™ Ay ApAy
G H < 0 0 A33’
1 %

Fig. 22 Matrici A dei due sistemi in Fig. 21
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Par.

Si pass;i ad esaminare il secondo'sistema. Ifa sottomgtrice A 2 rel.ati\{a. alla s‘oﬁostrut-
tura ABDEF ha la stessa forma di quella prima esaminata, §d e qu¥nd1 1pvc.3rt1b11e; cosi
pure la matrice Ay che € relativa ad una mensola. Questi due sistemi (in parallelo)
ssono essere risolti indipendentemente. Noti in particolare gli spostamenti genera-
lizzati dei corpi 3 € 5 si possono risolvere le equazioni dei vincoli G ed H, invertendo

la matrice non singolare Az, relativa ad una trave appoggiata. Cio spiega perché il

* gistema & isocinematico.

Si noti che riconoscere, se esiste, un ordine gerarchico nelle sottostrutture componenti
& utile sia perché permette di classificare il sistema sia perché suggerisce una strategia
operativa che agevola la soluzione: dapprima si risolve la struttura trascinante e poi
quella trascinata.

Esercizio 15: Sulla base di considerazioni qualitative classificare i sistemi in figura. Determina-
re poi la molteplicita globale dei vincoli.

A
E F D G H
G Y (0

Il sistema (a) pud considerarsi costituito da un arco a tre cerniere ADB e, in serie, un anello a
tre cerniere EGH appoggiato in £ ed F all’arco. E percid isocinematico. Si noti che i vincoli
semplici presenti sono: due in 4, D, B, G ed H, uno in F e quattro in £, cioé complessivamente
quindici, per un sistema costituito da cinque corpi. Dei quattro vincoli in £ due sono interni
all’anello a tre cerniere e due realizzano la cerniera tra le due sottostrutture.

Nel sistema (b) si riconosce innanzitutto un anello a tre cerniere DEFB non degenere (le tre
cerniere sono non allineate). Riguardando ’asta AD come una biella (invece che un corpo),
I'anello risulta appoggiato al suolo, e quindi il sistema & isocinematico. Alternativamente,
Panetlo puo essere riguardato come un singolo corpo rigido (si veda poi I’Osservazione 17); lo
schema ¢ quindi quello di un arco a tre cerniere (cerniere 4, D, B). 1 vincoli sono due in A, B,
£, F e quattro in D; complessivamente dodici per un sistema di quattro corpi. Per il vincolo in
D valgono le stesse considerazioni fatte per il vincolo in E del sistema (a).

Nel sistema (¢) si riconoscono due anelli a tre cerniere, AEF ¢ BGH, considerandoli come due
corpi lo schema ¢ quello di arco a tre cerniere 4DB. 1] sistema & percio isocinematico. [ vincoli
sono dug in E, F, D, G, H, e quattro in 4 e B, quindi complessivamente diciotto per un sistema
di sei corpi. I guattro vincoli in 4 e B possono considerarsi due interni all’anello e due esterni,
che collegano I’anello al suolo.
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e Osservazione 17. L’Esercizio 15 ha suggerito I’opportunita di considerare alcune
sottostrutture come un unico corpo rigido. Infatti, se queste sottostrutture non song
affette da cedimenti vincolari interni, lo spostamento relativo tra due punti qualsia-
si ad essi appartenenti ¢ nullo per ogni campo di spostamenti cinematicamente
ammissibile. Le sottostrutture si comportano quindi come corpi rigidi. Questa os-

servazione in qualche circostanza ¢ di grande utilita, in quanto permette di ridurre

considerevolmente il numero dei g.d /. del problema.

3.5 Vincoli multipli

L’esercizio precedente ha messo in evidenza I’esistenza di alcuni vincoli che collega-
no tra loro piu di due corpi o che sono contemporaneamente interni ed esterni. E per-
tanto opportuno analizzare maggiormente in dettaglio il problema.

N

(a)

(b)

Fig. 23 Vincoli multipli; n corpi collegati da: (a) una cerniera; (b) da una cerniera e un car-
rello

Si considerino dapprima » corpi rigidi tra loro collegati in un punto 4 da una cerniera
(Fig. 23a). Il vincolo interno, in assenza di cedimenti vincolari, impone che i punti 4,,
As, ..., Ay, rispettivamente appartenenti ai corpi 1, 2, ..., , abbiano spostamenti relativi
nulli, ovvero abbiano lo stesso spostamento assoluto. Deve cioé essere:

(47)

U =u, = =uy, ==y

n

Le (47) costituiscono un sistema di »—1 relazioni vettoriali linearmente indipendenti.
Una possibile scrittura, tra le altre, é:

u, =u, j=23,...,n (48)
che in forma scalare si scrivono:
U, =u
AT j=23,..n (49)
Vi =V

La molteplicita globale del vincolo di Fig. 23a ¢ quindi m=2(n-1). Le (49) esprimono |

il vincolo come un sistema di #n—1 cerniere che collegano il corpo 1 ai rimanenti n—1
corpi.

Aggiungendo al vincolo precedente un carrello che vincola il punto A al suolo si ot-
tiene il sistema di Fig. 23b. Il vincolo ha percio molteplicita m=2(n-1)+1=2n-1ed &

contemporaneamente vincolo interno (di molteplicita 2(n—1)) ed esterno, di moltepli-
cita 1. Alle (49) va quindi aggiunta un’ulteriore condizione, che impone I’annullamen-
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to di una qualunque delle componenti v A ad esempio:
v, =0 (50)
Sj noti che, in entrambi i casi esaminati, la scrittura delle condizioni di vincolo non &
kd

univoca.
Esercizio 16: Scrivere le condizioni di vincolo relative al sistema in figura in assenza di cedi-
menti vincolari (s3 =5, =0).

D
@ o)
(a) lSE
®
5 B

Le condizioni relative ai vincoli in 4 e D non offrono alcuna difficolta:
6, =0

=Vp, =0

u, =v, =0,

Y @
Up, =Up, =Y, Vp

Nella cerniera B convergono tre aste. La molteplicita del vincolo & quindi 2(3~1)=4. Possibili
relazioni di vincolo sono:

ug —ug, =0, vg —vy =0, wuy —upy =0, vy -vg =0 (b)

i
oppure:

up —up =0, vp —vp =0, up —uy =0, vy —vy =0 (c)

2 2

Le relazioni (b) e (c) corrispondono a due diversi dispositivi di vincolo, rappre;entati fiSpgtti-
vamente in Fig. (b) e Fig. (c), tra loro equivalenti. In essi i punti B; sono considerati infinita-
mente vicini. - S

H vincolo nel punto £ ha molteplicitad m=3. Possibili condizioni di vincolo sono:

llh'; - u[{4 = 0, in, - v]_;‘ = 0, \;E3 =0 (d)

oppure

Uy

5, ~ Up, =0, Vg, = 0, v, =0 (e)

Gli associati dispositivi di vincolo sono rappresentati nelle Fig. (d) ed (e)“Si no.ti che il vincolo
puo essere equivalentemente espresso come combinazione di due vincoli interni ed uno esterno
(Fig. d) oppure di un vincolo interno e due esterni (Fig. ).
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(d)

* Osservazione 18. La scrittura delle condizioni di vincolo multiplo &, entro certi |
limiti, arbitraria. Tuttavia, in presenza di cedimenti vincolari la scelta ¢ guidata dai

. . . . . . . |
cedimenti assegnati. L. esempio che segue serve a chiarire il concetto.

Esercizio 17: Con riferimento alla struttura dell’Esercizio 16, scrivere le condizioni di vincols
in B e in £ quando i cedimenti vincolari s, e 5, sono diversi da zero. -
Il cedimento in B impone uno spostamento relativo secondo 1’orizzontale ai punti B, ¢ B;. La
schematizzazione di Fig. (b), in cui i punti B, e B; non sono direttamente collegati (ma lo sono
solo aitraverso il punto B,), non ¢ idonea a rappresentare questo cedimento. Utilizzando quindi
quella di Fig. (¢), in cui il vincolo che ¢ sede del cedimento & direttamente considerato, si ha:

“VHZ =9 (I

Up, =Up =Sy, Vy =V =0, up —uy =0, v,

Il segno negativo nella prima relazione ¢ dovuto al fatto che, come indicato in Fig. (a), lo spo-
stamento relativo assegnato € di allontanamento, mentre 5, ~Up, >0 Indica avvicinamento
Analogamente, il cedimento in E, impone uno spostamento relativo (di avvicinamento) secondo
la verticale tra i punti E; ed E,. La disposizione dei vincoli di Fig. (¢) non ¢ idonea a rappre-
sentarlo, mentre quella di Fig. (d) conduce alle seguenti relazioni:

v =0 (b)

U 2

s~ =0, vy

2 T Ve

s, = e

3.6 Distorsioni

Un particolare tipo di cedimento ¢ rappresentato dallo spostamento relativo tra due
parti di un corpo sezionate da un piano 7 (Fig. 24a). Il cedimento & detto distorsione

La distorsione simula la rottura di un corpo rigido secondo un assegnato piano, con
conseguente spostamento relativo (supposto noto) tra le parti del corpo. Poiché la di-
storsione viola il vincolo interno di rigidita & necessario modellare il COrpo come co-
stituito da due corpi rigidi, mutuamente incastrati sul piano 7 (Fig. 24b). Questa ope-
razione viene anche detta di esplicitazione del vincolo di continuita. Si puo percio
anche dire che le distorsioni sono i cedimenti dei vincoli (interni) di continuita.

Nello spazio si hanno sei possibili distorsioni per ciascun piano 7 tre traslazioni e tre
rotazioni relative; nel piano si hanno tre possibili distorsioni, due traslazioni ed una
rotazione. D’altra parte il vincolo di continuita (cioé I’incastro interno) ha moltepli-
cita sei nello spazio e tre nel piano, cosicché si ha una distorsione per ciascun vincolo
semplice di continuita.

Spesso il corpo rigido ¢ costituito da una trave (ha cioé una dimensione prevalente
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ulle altre). In tal caso hanno interesse quei problemi in cui il piano 7 su cui avviene
Ta distorsione coincide con una sezione trasversale .S della trave. Con riferimento ad
yna trave piana rettilinea (Fig. 25) le distorsioni vengono dette (a) estensionale, (b)

tagliante ¢ (¢) flessionale.

(b)

Fig. 24 (a) Distorsione, (b) vincolo di continuita, nello spazio e nel piano

Il problema cinematico in presenza di distorsioni non comporta particolari difficolta,
poiché puo ricondursi a quello degli usuali cedimenti vincolari interni, come
’esercizio che segue chiarira.

A Av Ab
. e ] )
8 13 \s s
; S8 P M
| L | i
L S| SIS
/Au/
(a) (b) (¢)

Fig. 25 Distorsioni di una trave piana rettilinea
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Esercizio 18: Si diagrammi il campo degli spostamenti di una trave appoggiata soggetta ad uing
distorsione tagliante nella sezione S.

A Av

13

[FER I )

C=Av
3

Si considera il sistema come costituito da due corpi, il corpo A4S (corpo 1) ed il corpo SB (corna
2), incastrati in S. Il sistema ha n=2x3=6 g.d /.. Sono presenti due vincoli semplici in 4 ed uno
in B (vincoli esterni) piu tre vincoli in S (vincoli interni), per cui la molteplicita globale dei
vincoli € m=6. Le relazioni di vincolo esterno si scrivono:

uy =0, v, =0, vy, =0 (a)
quelle di vincolo interno:

ug, —ug =0, vy

—vy, =4Av, 6-6=0 (b)

Riducendo gli spostamenti dei due corpi rispettivamente ai poli 4 e B si ottengono le seguenti
equazioni di congruenza:

Uy, =0, vy =0, v, =0
C)
~u, =0, (v02 ~26’21/3)~(v0l +6’|//3):Av, 8,-6,=0 (

Uy

2

che, risolte, forniscono
A
0 =0, :—7"» (d)

mentre gli altri spostamenti generalizzati si annullano. I punti 4 e B sono quindi centri di rota- -

zione dei due corpi. Il campo degli spostamenti verticali ¢ indicato in figura; gli spostamenti
orizzontali sono nulli.

e Osservazione 19. I/ problema cinematico relativo ad una trave soggetta a distor-
sioni ammette soluzione solo se la trave é monoconnessa (oltre che ovviamente
vincolata in modo determinato), come & ad esempio nell’Esercizio 18. In questo
caso, infatti, la sezione S divide la trave in due corpi rigidi, cosicché

all’incremento del numero globale dei vincoli (tre nel piano, sei nello spazio), con- _

seguente all’esplicitazione del vincolo di continuita, corrisponde lo stesso incre-
mento del numero globale di g.d /. del sistema. Se la trave & pluriconnessa, invece,
(come negli esempi di Fig. 26) una sezione S non divide il corpo in due parti,
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e quindi non fa aumentare il numero dei g.d./.. Una.trave plu‘ricgnne.ssq e quindi
cinematicamente impossibile per vincoli interni; esistono quindi dei vincoli so-
vrabbondanti che rendono impossibile I"applicazione di distorsioni arbitrarie (nel
senso che sono incompatibili con il modello di corpo rigido). Con riferimento alla
Fig. 26. i vincoli sovrabbondanti sono evidenziati in corrispondenza delle sezpni
5, ed S Se i vincoli vengono rimossi, le travi diventano monoconnesse, e quindi
cinematicamente determinate per vincoli interni. Percid una trave biconnessa ha
nel piano tre vincoli sovrabbondanti (sei nello spazio), una trave tri-connessa sei
vincoli sovrabbondanti (dodici nello spazio) e cosi via.

Vale la pena sottolineare che il problema della pluriconnessione si pone solo nel
caso di distorsioni, € non in quello dei cedimenti vincolari propriamente detti; que-
sti infatti interessano la trave come un unico corpo rigido.

//—‘ N
~ Z Au,Af
S] [ /
RS / LS"

|
N
@

Fig. 26 Travi pluriconnesse: (a) biconnessa; (b) tri-connessa
4. Cinematica grafica

4.1 Centri di rotazione relativa e loro proprieta

Del problema cinematico ¢ possibile dare, in alternativa alla formulazione analitica e

limitatamente ai problemi piani, una formulazione grafica, che in qualche caso risulta

pitt agevole e sintetica.

Poiché ogni spostamento rigido piano ¢ una rotazione intorno ad un punto opportuno

(il centro di rotazione), Ja generica configurazione di un sistema di corpi rigidi ¢ nota

non appena si conoscono le posizioni dei centri e le ampiezze degli angoli di rotazione

di ogni corpo.

Circa la determinazione dei centri & di grande utilita la nozione di centro di rotazione

relativa tra due corpi. Dati i corpi C, e C, e detti C, e C; i rispettivi centri di rotazione

(assoluta), si dice centro di rotazione relativa C, 1l punto intorno a cui C, ¢ visto ruota-

re da un osservatore solidale a C. Trattandosi di uno spostamento relativo, esso ¢ de-

terminato dalla differenza tra lo spostamento assoluto di C, e lo spostamento di trasci-

namento, che coincide con lo spostamento assoluto di C. Valgono le seguenti due

proprieta fondamentali:

A) Il centro relativo ed i due centri assoluti di rotazione di due corpi rigidi sono alli-
neati (Fig. 27a).

B) I tre centri relativi di rotazione di tre corpi rigidi sono allineati (Fig. 27b).
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()

Fig. 27 Allineamento dei centri di rotazione

(b)

e proprieta si dimostrano come segue.

A) Lo spostamento relativo tra due corpi rigidi C,, C non ¢ modificato se si applica ad
entrambi i corpi la rotazione —6 con centro C,. Cosi, mentre il corpo C, torna nella
posizione iniziale, la posizione relativa di C, rispetto a C, ¢ definita dalla somma della
rotazione 6, intorno a C;, e della rotazione ~¢ intorno a C,. Ricordando I’Osservazione
10, il centro di rotazione relativa C, “baricentro” delle rotazioni &, —6, risulta alli-
neato con C, e C,.

B) Lo spostamento relativo dei tre corpi C, C, G, non ¢ modificato se si applica a
tutti 1 corpi la rotazione -, con centro C,. In questo modo il corpo C, torna nella posi-
zione iniziale e puo essere considerato fisso. Il punto C, diventa quindi il centro di
rotazione assoluto per il corpo C, Cj diventa il centro di rotazione assoluto per C; e
questi due centri assoluti, per la proprieta A), sono allineati con il centro relativo Cy.

Le due proprieta sono di effettiva utilita quando si conosce la posizione dei centri re-
lativi e si vogliono ricavare ulteriori informazioni sulla posizione dei centri assoluti
rispetto a quelle fornite dai vincoli esterni. I/ centro relativo é determinato unica-
mente dai vincoli che collegano i due corpi in esame e non da quelli che collegano i
due corpi ad altri corpi o al suolo. Cosi il centro relativo € univocamente determinato
se i due corpi sono collegati da una cerniera o da un glifo (Fig. 28a, b), deve apparte-
nere ad una retta se i due corpi sono collegati da una biella (Fig. 28¢), deve appartene-
re alla retta impropria del piano se i due corpi sono collegati da un bipendolo
(Fig. 28d), mentre & arbitrario se i due corpi non sono collegati.

(2) (b)

Fig. 28 Centro relativo. (a), (b) determinato; (¢), (d) apparitenente ad una retta
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Riguardo le informazioni ghe i vincol‘i esFerni danno sul centro d1: rotazione assolutq
del corpo (0 dei corpi) cui sono applicati vale quanto osservato in precedenza per i
vincoli interni ove uno dei due corpi venga riguardato come il suolo. Cosi il centro
assoluto ¢ determinato se il corpo ¢ collegato al suolo da una cerniera o da un glifo
(Fig. 294, b), mentre deve appartenere ad una retta se ¢ collegato al suolo da un car-

rello (o biella) o da un bipendolo (Fig. 29¢, d); in quest’ultimo caso la retta ¢ quella
impropria del piano cui il corpo appartiene.
¥ C.'erx,
oo} ¥
C., ‘
*Cer-

(a) (b)

(d)

Fig. 29 Centro assoluto: (a), (b) determinato; (¢), (d) appartenente ad una retta

4.2 Esempi di applicazione del metodo grafico

Nella risoluzione grafica di problemi di cinematica dei corpi rigidi si distinguono due
fasi successive:

I. determinazione della posizione dei centri di rotazione assoluta di tutti i corpi;

I1. calcolo dell’ampiezza della rotazione di tutti i corpi.

Successivamente si tracciano i diagrammi delle componenti di spostamento.

La fase 1 del procedimento € la pit complessa. Per eseguirla sono di grande utilita le
proprieta di allineamento dei centri. Gli esempi che seguono chiariranno le modalita
di applicazione del metodo.

Esercizio 19: Risolvere con 1 metodi della cinematica grafica il problema di Fig. (a).

(2)

5

Trattasi dell’arco a tre cerniere non degenere dell’Esercizio 11 ove si ponga a=b=h=R. Si rico-
noscono immediatamente due centri (Fig. b): il centro assoluto del corpo 1, che coincide con il
punto improprio della verticale per 4, e il centro relativo tra i due corpi, C),, che coincide con
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la cerniera in D. Inoltre, poiché B, si sposta per ipotesi sulla verticale, il centro di rotazione dgf
corpo 2 deve trovarsi sull’orizzontale per B. Poiché i tre centri Cy, C, e C}, devono essere allj.
neati, C; ¢ il punto di intersezione della verticale per D con 1’orizzontale per 4, quindi C, coip.
cide con il punto medio del segmento 4B. Si esaurisce cosi la fase 1 del procedimento. Passap.
do alla fase I, poiché s ¢ dato, & immediato calcolare la rotazione & (in modulo):

Essendo =0 e dovendo risultare u,, =u,, siha che il corpo 1 trasla in direzione orizzontale
di un valore pari a &R=s. Individuati (C,, ) e (C;, 6) ¢ conveniente diagrammare i campi d
spostamento per ciascun corpo nella forma (18):

u ==y v,=0x (=12

dove x; e y’ sono le distanze del generico punto P, C, dal centro di rotazione C,. I carpg
degli spostamenti & diagrammato in Fig. (b) insieme alla configurazione variata della struttura
Si ritrovano i risultati dell’Esercizio 11.
Una volta nota la soluzione grafica di un problema cinematico ¢ facile controllare i risultati che

si ottengono per via analitica. Gli spostamenti generalizzati dell’Esercizio 11, dai diagrammi di
uy e vy, valgono:

v, =V, =0

Uy =U, =S, l

Uy, =y =0, v, =v, =-g
Le rotazioni 0, e &, positive antiorarie, sono:
=0 B=~s/R.
s - s
o C|2=D (& 5
b >
>
uy > Uy Y
p il
)

I

o B/
V) \#]

Esercizio 20: La cerniera B del sistema in Fig. (a) subisce un cedimento orizzontale assegnato
s. Individuare con i metodi della cinematica grafica la configurazione variata della struttura
Descrivere inoltre il campo di spostamenti per i singoli corpi.

Si tratta di un arco a tre cerniere non degenere. Si riconoscono immediatamente due centri: il
centro assoluto del corpo 1, Cy=4, e il centro relativo tra i due corpi, Cy,, che coincide con il
punto improprio della retta tangente in D all'arco 4BD. Poiché per ipotesi B si sposia

47
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porizzontale, il centro di rotazione del corpo 2 deve trovarsi sulla verticale per B (Fig. b).
s ‘.) inoltre, i tre centri Cy, Cy e Cy; devono essere allineati, ' ¢ il punto di intersezione
} la {;:micale per B e della retta per A passante per il punto improprio C,,. Con semplici consi-

derazioni geometriche ¢ facile individuare le coordinate di C,: dato che il triangolo rettangolo
ABC, & isoscele, C, dista da B di 2R.

(a) @
N ld
A’ A | e B
& v
—
R s
7 7
e8]
N Cps
~ N\
% '
> D P2
Uy » El
» >
L, 5
T, n y
6, i o
7 . L w
El
/ C|= iy i ’ . »;\1\ 1 B’ —]
ALY , L, Bo N K}
7z N K, N 7 7
(b) o / )
1 BN ‘
K, .
~ R 3 A 32 »}
S \\ e, 6,
B ‘:/'\ N H
¢ C, d
& &
N s /| Se R 77‘75\
TR, | v,

AV Lol
Noto C, & facile calcolare la rotazione &; essendo infatti assegnata la componente orizzontale
di B, u, = s, siha:

§
2R

di verso orario. Dovendo inoltre essere 6,=6,, segue, per il campo di spostamenti u,, v, (i=1,2) e

6, =
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per la configurazione variata della struttura, quanto riportato in Fig. (b). E interessante a questy
punto valutare lo spostamento relativo 77, tra i due piatti del glifo D nella direzione iniziale dej |
piatti medesimi (retta OD di Fig.a). Questo pud essere facilmente calcolato applicandg
I’Osservazione 8. Considerato 7, positivo se di allontanamento, ed essendo 8,=6,=0, si ha: !

ny = KK + KK = oC,K + T,K) = 0T.C, =25 '
Esercizio 21: La cerniera D del sistema in Fig. (a) subisce un cedimento verticale assegnato s,
Risolvere il problema cinematico con approccio grafico.

€ E @ F

()
B

Py

Ve 2z

tofe
&

a a

s

Si tratta di un sistema di tre corpi isocinematico. Infatti il numero di g.d /. (n=3x3=9) eguagla
il numero di vincoli semplici, due in A4, due in £, uno in B, due in £ e due in D, e non si rileva-
no disposizioni di vincolo degeneri. 1 centri di rotazione risultano (Fig. b): Ci=4, C\»=E,
Cp=F; inoltre, dovendo C, appartenere contemporaneamente alla retta verticale per B e alla
congiungente AE, ¢ determinato dall’intersezione delle due rette. Infine, poiché il punto D si
sposta per ipotesi sulla verticale, il centro di rotazione Cj, risulta dall’intersezione
dell’orizzontale per D con la congiungente C,Cs;. Con semplici considerazioni geometriche &
facile individuare le coordinate di C; e (5. Essi distano rispettivamente 2a da Be a da D.

Cy
9, . - .
K
43 < u; k #
25 1. ; C 1=
& 3
(b) ¢

&
a

Individuati i centri di rotazione per i tre corpi (fase ) e noto s & immediato il calcolo delle sin-
gole rotazioni 6, (i=1,2,3) (fase 1I). Con riferimento alla Fig. (b), risulta:

6 =-0,=6,

a cui corrispondono i campi di spostamento indicati in figura.
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reizio 22: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si determinino i campi di spostamento con-
Esgeuemi ad un cedimento vincolare interno s in corrispondenza della cerniera D.
se

o slo

(a)

ol a a “,

e S <
Sj tratta di un arco a tre cerniere non degenere. Pqiché A e B hanno spostz}memo nullo risulta
C=A e C,=B (Fig. b). In assenza della cerniera D i punti D, e D, potrebbero assumere qualgn-
que posizione rispettivamente sulle rette d, (onf)gor}ale'ad AD) ed, (onogongleAa' BD).'II v’m-
colo invece impone spostamento relativo nullo in direzione orlzzontalg: (e quindi i punti .D‘ e
D! allineati sulla verticale) e spostamento relativo s se':condo la v_ertlcale, tale che D, si alz;
risi)etto a D,. Queste condizioni individuano D/ e D, in modo univoco sulle rette dyed, (Si
noti che, invertendo il segno di s, D/ e D, si collocano sulle semirette uscenti da D opposte; a
quelle in figura). Ora, la condizione di vincolo in D impone che C\, appartenga alla retta oriz-
zontale per D: dovendo C), essere allineato con C; ¢ (s, esso comm‘de con il punto‘xmproprlo
di questa retta (Fig. b): lo spostamento relativo ¢ dunque una tras¥a210ne. Dovendog annullare
la rotazione relativa, ¢ 8,=6,=6. Allo stesso risultato si perviene pill semplicemente imponendo
che u,, —u, =0.Richiedendo infine che v, —v, =5 siottiene:

Determinate le ampiezze delle rotazioni 6 e & segue immediatamente il campo di spostamenti
in Fig. (b).

(b}

Uy

O

91; e |
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Esercizio 23: Si determinino i campi di spostamento dell’arco a tre cerniere di Fig. (a), asse.
gnata in § una distorsione flessionale ¢.

oD

[€)]
a
@
(a)

a

B

A P \

a 2a ;
S =y >

Esplicitando il vincolo di continuitd in S il sistema & costituito da tre corpi, C;=4S, C,=B0),
Gs=SD. Risulta: Cy=4, C,=B, C;=S, Cy=D. Poiché C;, per la proprieta di allineamento dsj
centri, deve appartenere alle rette AS e DB esso ¢ individuato dalla loro intersezione (Fig. b). 1l
punto S si sposta dunque sull’orizzontale e, nella configurazione variata, occupa un punto S’
tale che 0)—&=¢ (cioé tale che, un osservatore solidale a C, veda C; ruotare in verso orario),
Per individuare S' ¢ conveniente scrivere le due seguenti relazioni (di vincolo)

91 "93 =¢
6a=-6,2a

che esprimono la condizione detta piu il fatto che lo spostamento relativo in S & nullo. Risol-
vendo si trova:

2 1
gx:§¢’ 03:":¢
3

Imponendo poi che anche in D si abbia spostamento relativo nullo si ha 0, = —(1/2)86,, da cui:

1
6, =—
2 6 ¢
I diagrammi di spostamento e la configurazione variata sono indicati in Fig. (b).
6
03 b
.6 . L
L4
2a 59 3
4 Uy ;;
pakp
, ';’ 5
PR o 8
5 da Y
p : oF
(9]
Uy
a
V2
e ARSI I RURURURUR A e
(b) Oy T 6,
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24: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si determini la configurazione variata con-

izio . . . . .
Eserciz d un cedimento vincolare interno s in corrispondenza della cerniera E.

seguente & }
24 e @ F

©

(a)

2a

o+ dl

Si tratta di un sistema di tre corpi non degenere in quanto costituenti un anello a tre cerniere

BDFE vincolato al suolo da una cerniera in 4 ed un carrcllq ip D. Con r'iferime‘nto alle notazm-l
ni di Fig. (b) si riconoscono immediatamente quattro centri: 1'1 centro dl' rotazione assolluto dCe
corpo 1 C=4, i centri di rotazione relativa C ,3§B e 'C23§D e il centro di rotazione asso }11120. 3
intersezione della verticale per D con la retta mdn\{ndpata dalla ‘cc')ngnungenjce. AB. quc c; tﬁe
centri Cia, Cia € Cys devono essere allineati (propr_leta B'), le éil punto di intersezione de la
verticale per E con la congiungente BD. La condizione di al]meamento diCy;conCye C 12 col-
loca (> nel punto di intersezione della verticale per‘D con la congiungente 9?1@- 'E.saurnya cosi
la fase I, si passa al calcolo delle ampiezze di rotazione (fase II). Nel fare cio si inizia dai corpi
| ¢ 2 in quanto direttamente interessati al cedimento s.

LXe

K Uy
<
iy
K
23
3 o
//’/‘"\ CIEA
Y2z ,(/,:(7‘\'7@7‘?\/‘\ A
/r('( F”,“k)\
0. (ﬂ/‘ ' L T 2
(b) B v, v, v

Fomp - 3 83
«; AR r'\ /‘,\ /‘)’\’K?’\ )'\ A )ﬁ;)‘\'"?‘\'?ﬁ"l\ o)
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Assunto per il corpo 2 una rotazione positiva oraria, le condizioni espresse dal vincolo in £
assumono la forma:

3
0, -a=0,2a

1
0, 7a+60,7a=s
)
dove la prima assicura I’eguaglianza delle componenti vy, € v, mentre la seconda assicura

che I'allontanamento in orizzontale tra £/ ed E! ¢ pari al valore s assegnato. Risolvendo s
trova:

PR £
T 7a’ '""Ta

Imponendo infine che lo spostamento orizzontale relativo in D tra i corpi 2 e 3 sia nullo si ot-
tiene:

3s

0, =

1o | 1o
—]
Q-

I campi di spostamento sono diagrammati in Fig. (b).

* Osservazione 20. Gli esercizi precedenti si sono potuti risolvere solo in quanto le
strutture sono soggette ad un unico cedimento vincolare. Infatti, con riferimentn
all’Esercizio 19, se viene assegnato un secondo cedimento, ad esempio rotazionale
al glifo 4, viene meno I’informazione che (', coincide con il punto improprio della
direzione verticale, e quindi I'intero procedimento. Problemi di questo tipo, co-
munque, stante la linearita, possono essere risolti per sovrapposizione degli effetti,

considerando agente un cedimento alla volta e poi sommando i rispettivi campi di
spostamento.

¢ Osservazione 21. Le ragioni dell’inconveniente evidenziato dalla precedente os-
servazione sono esposte nel seguito. Le proprieta di allineamento dei centri di ro-
tazione, insieme alle informazioni che i vincoli presenti in un sistema danno sulla
collocazione degli stessi, consentono di risolvere senza particolari difficolta la
prima fase del procedimento grafico, solo se il sistema in questione ¢ labile con
grado di labilita pari ad uno (sistemi siffatti si dicono costituire una catena cine-
matica). Con riferimento ai sistemi esemplificati negli esercizi precedenti, tutte le
soluzioni grafiche ottenute possono pensarsi ricavate dall’applicazione dei se-
guenti passi logici: a) nel sistema isocinematico di origine si ipotizza di sopprime-
re momentaneamente il vincolo elementare cui il cedimento ¢ imposto; b) cosi
operando si individua una catena cinematica caratterizzata dall’allineamento dei
centri di rotazione individuati sfruttando le informazioni che i vincoli restanti of-
frono in merito; ¢) individuati i centri di rotazione assoluti e relativi dei singoli
corpi costituenti il sistema, si passa alla determinazione delle ampiezze di rotazio-
ne sfruttando il valore del cedimento assegnato al vincolo che idealmente si pensa
di sopprimere. Se il cedimento ¢ assegnato ad un vincolo esterno (ovvero interno)
le ampiezze di rotazione incognite vanno calcolate considerando dapprima il corpo

Par. 14 - Cinematica grafica o

cui il vincolo € applicato e poi coptiquando con 1 cqrpi vig via tra lorq conness%
(ovvero coinvolgendo in due equaziont le ampiezze di rotftzmne dei corpi colle_ga‘u
dal vincolo che cede e poi proseguendo con gli altri). Cosi operanQO, la detqmma-
sione delle ampiezze di rotazione si prgsenta completamentg dxgaccopplata nel
primo ¢aso, accoppiata nel secondo. relativamente alla Flet'ermmazxone delle rota-
zioni dei due corpi collegati dal vincolo cedevole, e poi di nuovo completamente
disacconpiata.

Ossersszione 220 Se il sistema di origine € lal?ile, e ‘dunque tale Qa ammettere
@‘autmniwtmc del corrispondente problema cinematico, 1l progedxmengo dg se-
guire rimane identico a quello precedentememe esposto, ove a? sistema di origine
se ne sostituisca uno cinematicamente determinato oftenuto agglpngendo opportuni
vincoli (si ricordi I'interpretazione meccanica data ngll Esercizio 12). Individuato
quest'ultinio. la configurazione finale della struttura viene ottengta ‘da]’la sovrappo-
sizione degli spostamenti associati al sipgoli .cedl.me:nt] imposti ai vmcol_l, CL!ll i
aggiungono quelli corrispondenti ai .cecpmemx‘ dei vmcol'l fittizi m'trOFiom nel si-
stema per renderlo isocinematico. L insieme Q1 ques?e ultung so?u'zmm costituisce
I’autosoluzione del problema cinematico relativo al sistema di origine.
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Statica dei sistemi di corpi rigidi

1. Sistemi di forze

1.1 Equazioni cardinali della statica

E noto dalla Meccanica Razionale che un corpo rigido soggetto a forze esterne
F, = F,(P.V) dipendenti dalla posizione P e dal campo di velocita V, ma non dal
tempo 1, permane in quiete in una posizione P, se e solo se: a) P, € una posizione di
equilibrio e, b) il corpo occupa P, con atio di moto nullo V=0 all’istante 1=0. Una
posizione P, € detta di equilibrio se in essa sono soddisfatte le equazioni cardinali
della statica:

SF, (P£.0)=0

Y OP, xF,(P.0)=0

k

(1)

dove P, sono i punti di applicazione delle forze e O ¢ un punto arbitrario. 1.’equazione

(1,) & detta di equilibrio alla traslazione, I'equazione (1,) di equilibrio alla rotazione;

si allude cosi alle corrispondenti equazioni cardinali della dinamica.

Se il sistema & costituito da piu corpi rigidi le equazioni cardinali della statica devono

essere soddisfatte per ciascun corpo, considerando le forze esterne a ciascuno di essi.

Queste sono costituite dalle forze esterne al sistema applicate al corpo in questione e

dalle forze che lo stesso corpo scambia con gli altri corpi.

Nella Scienza delle Costruzioni si introducono alcune ipotesi che semplificano il pro-

blema:

(a)Le forze sono assunte indipendenti dalla posizione e dalla velocita, cosicché le
equazioni cardinali della statica si scrivono:

SF, =0
k

(2)
S OP, xF, =0
k
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(b)Si ammene che I'atto di moto iniziale sia nullo, rinunciando cosi ad analizzare gl;
aspetti dinamici del problema. Conseguentemente, se il corpo occupa una posizio-
ne di equilibrio, permane in quiete in quella posizione. Il concetto di equilibrio e di
quiete vengono percio identificati.

(¢) Dato un sistema di forze non si € interessati a determinare tutte o alcune delle pos-
sibili posizioni di equilibrio del corpo, ma piuttosto si & interessati a determinare
se una data posizione P, assunta come posizione di riferimento, é oppure no di
equilibrio. Cosi, ad esempio, si dice che il pendolo in Fig. 1, soggetto al peso pro-
prio mg ¢ alla forza orizzontale F (indipendente dalla posizione) non é in equili-
brio nella posizione verticale P, rinunciando a determinare la posizione P, in cui
le due forze e la tensione T del filo si fanno equilibrio.

P

mg

Fig. 1 Posizione di equilibrio P, diversa da quella di riferimento P,

Esistono tuttavia particolari problemi in cui queste ipotesi vengono rimosse. Ad
esempio Iipotesi (a) € rimossa in problemi di interazione fluido-struttura, Pipotesi (b)
in_problemi di Dinamica delle Strutture, Iipotesi (¢) in problemi di Stabilita
dell’Equilibrio. Degli ultimi due problemi verranno dati elementi in questo testo.

E importante osservare che, ai fini dell’equilibrio, non ha interesse la distribuzione
effettiva delle forze, quanto piuttosto le loro caratteristiche globali, i/ vettore risul-
tante ¢ il momento risultante, definiti come i primi membri delle (). E dunque lecito
effettuare talune operazioni, generalmente finalizzate a semplificare il sistema di for-
ze, purché non vengano alterate le caratteristiche globali. Queste operazioni, dette di
equivalenza statica, sono di grande utilita nelle applicazioni; nel seguito si richiamhano
dalla Meccanica Razionale alcuni importanti concetti ad esse connessi.

1.2 Forza e momento di una forza

Si consideri una forza F applicata ad un punto P di un corpo rigido C, agente secon-

do una retta r (Fig. 2). Scelto un punto O, si definisce momento della forza F rispetto
al punto O il vettore

M(O)=OP < F (3)
rappresentato in Fig. 2 con una doppia freccia.
Data una retta a passante per O si dice momento assiale della forza F lo scalare
M,=M(O)-e,=0P xF-e, 4

par. 2.1 - Sistemi di forze .

endo indicato con e, il versore della retta a. Assegnata a, il momento assiale non
Z? ende dal polo Oea rispetto a cui si calcola il momento. Infatti, scelto un altro polo
()‘pea (Fig. 2) risulta O'P xF-e, =(0'0 + OP) x F -e, = M, essendo O'O//e,.

Fig. 2 Forza e momento rispetto ad un punto o ad un asse

e Osservazione 1. La forza F & un vettore applicato, mentre il momento M(O) ¢ un
vettore libero.

o Osservazione 2. Il momento M(O) non ha un significato fisico diretto, ma ¢ solo
il risultato di una operazione vettoriale eseguita sulla grandezza fisica F.

e Osservazione 3. Per calcolare il momento assiale di una forza F rispetto ad una
retta @ pud essere conveniente scomporre F nella somma di una .forza F, conte-
nuta in un piano 7 La e di una forza F,, parallela all’asse a (Flg.' 3a). Poiché il
momento di F,, rispetto a qualunque punto Oe€a ¢& ortogonale ad a, il momeqto as-
siale di F,, ¢ nullo. Quindi il momento assiale di ¥ é uguale al momento assiale a’{
F. . Questo si calcola facilmente come +|F |b, dove b ¢ la distanza della retta di
azione di F dall’asse a, con segno positivgzo negativo a seconda che il verso .dx ro-
tazione indotto da F, rispetto al punto O sia concorde ovvero discorde con il ver-
so di rotazione definito dal versore e, (Fig. 3b); & € anche detto braccio della for-
zu rispetto all’asse.

€,
Te“ <i> < verso di rotazione
F, indotto da e,
O~ o F/
T # ‘o
. () )

Fig. 3 (a) Momento assiale di una forza; (b) verso di rotazione indotto da e,
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1.3 Sistemi equivalenti di forze

Sia dato un sistema di forze F = {F, ,Fz,.‘.,} applicate ad un corpo rigido C rispetti-
vamente nei punti P, P,,.... Si definiscono caratteristiche globali del sistema di forze
vettori liberi

F:ZFk
I3

(5)
M(0O)=3 OP, x F,
k
detti rispettivamente veftore risultante e momento risultante rispetto ad O del sistema
di forze F. Due sistemi di forze F' ed ¥" applicati al medesimo corpo rigido si dicono
staticamente equivalenti se hanno lo stesso vettore risultante e lo stesso momento ri-
sultante rispetto ad un polo O arbitrariamente scelto, se ciog:

F'=F", M(0)=M"(0) (6)

Si dimostra facilmente che, se le (6) sono verificate per un particolare punto O, i due
sistemi di forze hanno lo stesso momento risultante rispetto a qualunque altro punto
0.

* Osservazione 4. La definizione di equivalenza permette di suddividere gli infiniti
sistemi di forze in classi di equivalenza. In ciascuna classe di equivalenza i sistemi
sono tra loro diversi (per numero di forze, punti di applicazione, direzione e inten-
sitd) ma hanno le stesse caratteristiche globali. Poiché le componenti di F ed M(O)
sono sei, I sistemi staticamente equivalenti sono oo’

¢ Osservazione 5. Con le definizioni (5) le equazioni cardinali della statica (2) per il
singolo corpo rigido C si scrivono

F=0, M(0)=0 (7)

Si dice anche che, affinché un corpo sia in equilibrio, il sistema delle forze esterne
deve essere equivalente a zero.

* Osservazione 6. Dato un sistema di forze agenti su un corpo rigido, ai fini
dell’equilibrio ¢ lecito sostituire ad esso un sistema equivalente, in quanto -nelle
equazioni cardinali della statica compaiono solo le caratteristiche globali F ed
M(O) che, per definizione, non sono alterate dalle operazioni di equivalenza. Il si-

stema equivalente non ¢ “uguale” a quello originario, ma solo equivalente nel sen-
SO precisato.

1.4 Coppia

E di interesse analizzare un particolare sistema costituito da due sole forze, uguali ed
opposte F, ed F,=-F, applicate ad un corpo C secondo rette parallele r, ed r,, detto
coppia (Fig. 4). Le caratteristiche globali della coppia sono:

F=F +F, =0

8
M(O) = OP, x F, + OP, x F, =(~OP, + OP,) x F, =PP, xF, &

par. 2.1 - Sistemi di forze .,
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Fig. 4 Coppia e momento della coppia

Si noti che il momento della coppia é indipendente dal punto O rispetto al quale ¢
calcolato, viene percio semplicemente indicato con M. Il vettore M ¢ ortogonale al
piano della coppia e ha intensita

M =[F\[b 9

dove b ¢ la distanza tra r, ed r,, detta braccio della coppia. La coppia € spesso rappre-
sentata con una freccia semicircolare orientata secondo il verso di rotazione indotto
dalla coppia e contenuta nel piano della coppia stessa.

s Osservazione 7. Si suole dire che una coppia equivale ad un momento confonden-
do cosi, in modo improprio, la grandezza fisica (il sistema di due forze) con il suo
momento che, come si ¢ detto, € solo il risultato di un’operazione vettoriale. In
questo testo si usera preferibilmente la locuzione “coppia M”, quale abbreviazione
di “coppia di momento M”.

1.5 Operazioni elementari di equivalenza

Una forza F puo essere traslata lungo la sua retta d’azione senza che vengano modifi-
cate le sue caratteristiche globali. Percid si parla spesso (anche se impropriamente) di
forza applicata ad una retta. Analogamente, due forze incidenti possono essere traslate
nel loro punto di intersezione e ivi sommate vettorialmente. Le due operazioni, dette
di trasporto lungo la retia d'azione € somma vettoriale sono note come operazioni
clementari di equivalenza. Una terza operazione elementare, detta trasporto su una
refta parallela ¢ illustrata dall’esercizio che segue.

Esercizio 1: Data una forza F applicata ad una retta r traslarla sulla retta '//r distante b da r,
senza alterare equivalenza.

Con riferimento alla Fig. (a), sommando ad F una coppia di braccio nullo applicata ad #' non si
altera I’equivalenza. Poiché la forza F applicata ad r e la forza ~F applicata ad r' costituiscono
una coppia di momento M =|F|b vale la seguente regola: il trasporto di una forza su una retta
parallela genera un momenio, detto appunto di trasporto, pari al prodotto della forza per la
distanza tra le rette.
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F F F F
(a) C i
(X0 i -F X0k
: , M=Fb
g b 4, g r r’ f »’

Allo stesso risultato st giunge attraverso un aftro ragionamento. Scelto un punto O su »7 il mo-
mento della forza originaria F rispetto ad «J ¢ A =i F'b _ orario. Trasportando F su r/ questa ha
momento nullo rispetto ad (J; per soddisfare |'equivalenza ¢ percio necessario sommare una
coppia oraria di momento M.

* Osservazione 8. Le operazioni illustrate neda Fig. (a) dell’Esercizio 1 sono ov-
viamente reversibili. Quindi data una forza F ed una coppia di modulo M. tutte
contenute nel medesimo piano, il sistema equivale alla stessa forza F traslata di
b=M/IF]. L. operazione & detta di composizione di una forza ¢ di una coppia.

1.6 Riduziene ad un polo di un sistema di forze

Dato un sistema di forze F = {Fl ,Fz,‘..,} applicato ad un corpo C. di caratteristiche
globali F ed M(0O), per quanto detto nell’Osservazione 6, ha interesse determinare un
sistema pil semplice ad esso equivalente. Vale la seguente proprieta: un sistema di
Jorze equivale ad un unica forza ¥y =¥ applicata in un punto O solidale al corpo, e
ad un'unica coppia M = M(O) . Infatti i due sistemi hanno lo stesso vettore risultante
¢ lo stesso momento risultante rispetto al punto O, in quanto il momento di F, ri-
spetto ad O ¢ nullo. Si dice anche che il sistema di forze & stato ridotto al polo O.

* Osservazione 9. Mentre F ¢ un vettore libero (che non ha significato fisico), F, &
un vettore applicato che rappresenta una forza agente in un determinato punto O.

Della forza F; e della coppia M puo darsi una rappresentazione scalare nel riferi-
mento ortogonale Oxyz, Posto

F,=X,i+Y,j+Z.k
F,=Xji+ Y j+Z,k (10)
M=Mi+Mj+ MKk
con i, j, k versori della base, tenendo conto delle (5)e che
i i k
OP, xF, =|x, y, z (11)
X, Y, Z
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s ha:
Xo =2 X, Yo:zYk» Zo:ZZk
M, :Z(Zkyk “Y/(Zk)a M, :Z(szk “kak)a M, :g(kak “XkJ’k)
L -

dove X, Vi Zx sono le coordinate di Py (Fig. 5). Le sei grandezze
,
r={X, % 2z, M, M, M} (13)

costituiscono le forze generalizzate equivalenti al sistema F.

Fig. § Riduzione ad un polo di un sistema di forze, forze generalizzate

¢ Osservazione 10. Se I"origine £2 del sistema di assi coordinati x, y, z non coincide
con il polo O di riduzione delle forze, la (11) si scrive

i j k

Xy = Xg Yo =Vo Zp —Zy

X, Y, 7,

!

OP, xF, =

essendo O=(xg, o, 20). Mentre le (12;) rimangono invariate, le (12,) diventano:
M, = Z(Zk(yk “)’o) - Yk(zk _Zo))
k

M, =0 =) 2l )

M, = T (1 (xe = x0) = X2 (31 =)
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| - Sistemi di forze

3 par. 2.

Le uniche forze generalizzate che si modificano sono pertanto i momenti assialj
M., M, ed M..

Esercizio 2: Dato il sistema di forze in Fig. (a) ridurlo al polo 0. Determinare quindi le forze

generalizzate.
2k "
§

£

e , F,
" F,= 2Fk
a

PXE(O,LI,ZG)
Py Fo= F(i+j+2k) Py=(a,a,0)
a: . F,= 3Fi P3E(O,Za,0)
O a Vi .
P x| 3 F4: -3Fi P4E(O,2(1,G)
a’ \\le‘ L

/'//// \\ /'/
S
xi y

Dapprima si osserva che F; ed F, = -F, costituiscono una coppia M = -3aFj. Il vettore rj-
sultante del sistema di forze si ottiene sommando Je altre due forze:

F=F +F, = Fi+j+4K)

Si calcola il momento risultante rispetto ad O sommando i diversi contributi. Il momento di F,

é:
i j ok
A/M(0) = OP, xF, =10 a 2a4|=2Fa
0 0 2F
Allo stesso risultato s perviene piu facilmente applicando I'Osservazione 3. I momento di F,
&
i j Kk
AM(0)=OP, xF, =la 4 o =2Fa(i-j)
F F 2F

Si noti che il momento ha componente nulila secondo k ; ci

nullo. Infatti, applicando ancora I’Osservazione 3, si vede
xp ha braccio nullo rispetto a z.

Sommando i momenti delle due forze al momento della coppia si ottiene il momento risultante:
M(0) = Fa(4i-5j)

o¢ il momento assiale rispetto a z &
che la componente dj F, nel piano

o = F applicata in O e ad una coppia
M =M(0), illustrate in Fig. (b). Proiettando i vettorj sugli assi si ottengono le forze generaliz-
zZate rappresentate in F ig. (¢):

[={F F 4F 4aF -sar o)

4F

4F

Sistemi piani di forze - o —
J istema di forze & costituito da forze Fy le cui rette .dl azione glacc.lm'l;zi geclhr;le;l
. oS il sistema ¢ detto piano (Fig. 6a). Applicando le (5)‘51 v .
desimo Pla‘l]O 7:’ F ¢ parallelo al piano 7, mentre, scelto Oe 7, M(O) é ortog;mi Si-
V'ettorepr:asrud?fl':n?re le iaratteristiche globali sono percio necessari tre parametri:
piano.

: 3
jani di ] uivalenti sono o, '
 piani di forze staticamente eq . . P
Sl?(;’” P’Cgo ilj:istema al polo O si ha una forza F;, applicata in O p
Riducen

i izzate (13) si

M=M(O), entrambe contenute nel piano z (Fig. 6a). Le forze generalizzate (13)
riducoho atre: ) .
f={x, ¥, M} (14)

in cui si & posto M=M., e dove

15
Xo=2 X, L=21, M:Z(kak“XkYk) (15)
° 4 k ! "
i i i ottiene un’unica forza Fy, uguale in
d F, (si veda Osservazione 8) si 0 oy
Coglplonzgdg Mmf; ap(;agicata ad una retta #'//r distante b=|M|/|F,] Fia g ((ili?lfi rze)pu(‘)
forza F i itui ] del sistema pian .
i ! la forza risultante
za Fy applicata ad r' costituisce : ; .
i(z)rn]cflludRerfipche ogni sistema piano di forze equivale ad una forza

(b)

Fig. 6 Sistemi piani di forze: (a) riduzione al polo O, (b) risultante
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* Osservazione 11. Se il sistema piano di forze equivale ad una coppia, questa pug
riguardarsi come equivalente ad una forza infinitesima applicata alla retta impro-
pria del piano.

Esercizio 3: Dato il sistema piano di forze in Fig. (a) determinarne Ia risultante.

¥y A
F
Y2 2\:300 TFI M F
M=Fq .
() * IF,|=F
V3a q Fo|=2F
Ot a. . 2‘,1 ;)

Si riduce dapprima il sistema di forze al polo O. Si pud procedere come nell’Esercizio 2, oppu-
re, piti convenientemente, calcolando direttamente le forze generalizzate (15). Proiettando la
forza F, sugli assi si hanno due componenti di modulo

X, =2Fcos30° =3F, ¥, =2Fsin30° = F |
F, ha invece componenti X, = 0 ed ¥, = F. Sommando le componenti omologhe si ha:
Xo=X,+X,=3F, ¥, =Y +¥, =2F

Il momento rispetto ad O di F, si ottiene dalla (15;), ovvero come somma dei momenti delle
due componenti; il suo modulo ¢

A, M(O)=-X,\3a+Y,a=-2aF

Si noti la differenza di segno dei due contributi: il momento di una forza ¢ posiiivo se antiora-
rio, concordemente con la scelta degli assi (terna levogira, asse z verso Ialto).
I momento di F, rispetto ad O ¢

A, M(O) =3aF
Sommando i momenti delle due forze a quello della coppia si ha:
M = -2aF +3aF +aF =2aF

by A

(b) (©

Le forze X, ed Y, e la coppia M costituiscono le tre forze generalizzate del sistema dato. 11 si-
stema equivale quindi a quello in Fig. (b). Sommando vettorialmente le forze si ottiene il siste-

. 65
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omponendo la forza e la coppia si ottiene la forza risultante in Fig. (d), appli-
La distanza tra le due rette r ed 7' si determina come

M/F, =(2aF)/(JTF)=2a V7

ma in Flg (C): /C
cata alla retta 1.

1.8 Sistemi di corpi rigidi
Si consideri ora un sistema costituito da n. corpi rigidi C, (i=112,...,n5) in ;ma da;?
1nﬁgurazione di riferimento, ciascuno sottoposto ad un '51.sten‘1a di . or.ze ;
° 1 2....n.). Attraverso operazioni di equivalenza statica & possibile ridurre il sistema
j=1,2...., 0 ) ) > -
F, al polo O, arbitrariamente scelto, considerato solidale a C, (Fig. 7).
t

Fig. 7 Sistema di n, corpi; forze ridotte agli n. poli O

Sia F, la forza applicata in O, ed M, la coppia di asse g, applicata a Q. Gll n, sm;e-
mi di forze equivalgono percid ad n, forze ed n. coppie e possono quindi essere de-
scritti dagli n=6n. parametri scalari

(16)
dove il vettore
.
f, = {Xoi Y, Z, M, M, M} (17
elenca le componenti di F, ed M, nel riferimento Ox,y,z, solidale a C, (Fig. 8). Agli

n. sistemi di forze F, sono quindi associate n=6n, forze gem?rallzz.ate: %
Nel caso piano il vettore delle forze generalizzate (16) ha dimensioni 3n, x 1 essendo

£,={X, ¥, M) (=12, (18)

(i=12,...,n.)

le forze generalizzate (15) del corpo C.

e Osservazione 12. Va rimarcato il fatto che le operazioni di equivalenza stati¢a
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devono essere eseguite tra forze applicate al medesimo corpo, e non tra forze ap-
plicate a corpi diversi. Infatti, le equazioni cardinali della statica richiedono che s;
annullino separatamente le caratteristiche globali di ciascun sistema di forze F,.

* Osservazione 13. Circa la scelta dei poli O, valgono considerazioni analoghe a
quelle fatte in cinematica nell’Osservazione 1.11.

Fig. 8 Forze generalizzate e componenti di forza

1.9 Forze ripartite

Nelle applicazioni ha interesse considerare forze (dette anche carichi) ripartite su vo-
lumi, superficie o linee. Ad esempio la forza peso di un corpo ¢ una forza ripartita sul
volume del corpo; cosi una forza di contatto (ad esempio una spinta idrostatica) ¢ una
forza ripartita su una superficie. Se la superficie ha una dimensione trascurabile ri-
spetto all’altra la forza puod assumersi ripartita su una linea (st pensi ad esempio
all’azione esercitata da un coltello sulla superficie di un Corpo).

Con riferimento a quest’ultima, sia p(s) una forza per unita di lunghezza (avente cioe
dimensioni fisiche [FL™]), ripartita su un arco di curva 4B su cui sia stata introdotta
un’ascissa curvilinea s (Fig. 9). Sull’elemento di linea di lunghezza ds, nell’intorno
del punto P all’ascissa s, insiste una forza elementare JF =pds, il cui momento ri-
spetto ad un polo O ¢ dM(O) = OP x pds. Sommando i contributi relativi a tutti gli
elementi di linea si attengono il vettore risultante e il momento risultante:

. _[fp(s)dv, M(0) = _[fOP x p(s)ds (19)

Un caso particolare notevole & rappresentato da forze p(s) tra loro parallele, ripartite
su un arco di curva piana (Fig. 10); in tal caso il sistema di forze & piano. Posto
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(5) = p(s)e, con & il versore individuante la direzione positiva secondo cui agiscono
5)= ’

1[:: forze p(s),le (19) si scrivono:
F= ejfp(s)ds, M(0) = [fOP x e p(s)ds (20)
i cui moduli sono
F=[lp(s)ds, M(O)= [ p(s) r(s)ds 1)

ssendo r(s) =|OP x e| la distanza da O della retta per P di versore e. Il sistema equi-
3ale quindi ad un’unica forza F,, = F e applicata alla retta » che dista b=M(O)/F da O

(Fig. 10).

Fig. 9 Forze ripartite su una curva

p(s)

A ‘0

Fig. 10 Forze parallele ripartite su una curva piana

Se, come ulteriore caso particolare, le forze p(s)= p(s)e sono 'ripe.irtite su un seg-
mento 4B ortogonale ad e (Fig. 11a) le (20) e (21) sono suscettibili della seguente,
notevole, interpretazione geometrica: la risultante Fy é uguale all ’a'rea sgttesa da{
grafico della funzione p(s) ed e applicata alla retta che passa per il baricentro G
della figura. ' -

Cosi, se il carico ¢ uniformemente ripartito su un tratto di lunghezza / ed ha intensita p
(Fig. 11b) la risultante vale Fp=p! ed ¢ applicata alla retta che dista //2 dagli estremi.
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Se il carico € ripartito con legge lineare da 0 a p sulla stessa lunghezza / (Fig. 11¢c), |
risultante vale Fy=pl/2 ed ¢ applicata a distanza //3 dall’estremo in cui I'ordinata de|
carico ¢ massima. In gergo tecnico, il grafico della funzione p(s) viene sovente deno.
minato diagramma di carico mentre la risultante Fj suole chiamarsi risultante del
diagramma di carico.

N §
< \g( )

« W ; VAR C AV SR S ,p e L p
A ‘ B |
Fe=pl Fr=plf2
l 2 2/31 /
IR ERA B R
(b) (c)

Fig. 11 Forze parallele ripartite su un segmento ad esse ortogonale

Par 2l 2

* Osservazione 14. Dato un sistema di forze parallele p(s) = p(s)e ripartite su una 5
generica curva piana, & sempre possibile trasformarlo in un sistema equivalente di |
forze parallele q(r) = q(r)e ripartite su un segmento ad esse ortogonale (Fig. 12). |
Infatti, per I’equivalenza deve essere p(s)ds = g(r)dr, dove dr & la proiezione or- I
togonale di ds sulla retta ortogonale ad e. Esprimendo dr in funzione dell’angolo
a(s) formato dai due segmenti, si ha dr = dscos a(s), da cui

q(r) = p(s)/cosa(s) (22)

Nella (22) I’ascissa s va poi espressa in funzione di r, cioe s=g(r). A titolo di
esempio i carichi verticali uniformemente ripartiti illustrati in Fig. 12b sono equi-
valenti.

P(s)
N Pty
e w/* “B
‘\\e)\ A 104
__p
,,,,, LU AL AU cosa
A A B
(a) (b)

Fig. 12 Equivalenza tra forze parallele, ripartite sulla curva AB e sulla sua proiezione ortogo-
nale A’B’ (a) caso generico; (b) esempio

1 - Sistemi di forze )

. io 4 Determinare la risultante dei sistemi di forze ripartite illustrati nelle Fig. (a) e (b).
sercizio

E

Ja Q;_,__\L Y

(2) (b)
I sistema in Fig. (a) & costituito da un carico radiale, in quanto tutte le for;e hanno retta
drazione passante per O; anche la risultante deve quindi passare per O. Con riferimento alla
Fig. (¢), la forza elementare che insiste su un arco ds = /dp ha componenti dY = plcos@dp ¢

dY = plsing dp  Integrando si ha:

a . 3
X :plj0 cosp dp = plsina ZTPI

a pl
= plj0 sinp do = pl(1-cosa) = 5
11 modulo della risultante &:
Fo=vX +Y? =pl
e I’angolo che forma con I’orizzontale ¢ (Fig. d):
Y =& 5
= arctg — = —rad = 30
@, = arclg Y &
La risultante & quindi applicata alla bisettrice dell’arco, come poteva dedursi a priori, stante la

simmetria.
B

p=al 2

(d)

Il sistema di Fig. (b) ha risultante
F=pla= gp/
J

diretta orizzontalmente. Per determinare la retta di applicaziong si ‘calcola il momento rispetto
ad O (o a qualunque altro punto della retta 40). Con riferimento alla Fig. (e) si ha
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dM(O) = pl* sing dp . Integrando

-

M(O) = pi’* [(sing dp = pl*(1-cosa) = P

2

La risultante ¢ applicata ad una distanza b = M(O)/F =3//2z dal punto O (Fig. ).

. R
o
() M
Esercizio 5: Determinare la risultante del carico lineare rappresentato in Fig. (a).
[ T - Fr
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La risultante ¢ uguale all’area del trapezio:
Fj = ELf.&[

Pfar detenpinare la retta di applicazione di Fy é conveniente decomporre il carico come in
Fig. (b). Si ha immediatamente:

F o =p/l,
1l momento delle forze rispetto ad O &
, 1
M(O) = Fb, + F,b, = gp,l2 + % pl?

da cui (Fig. ¢)

p=MO) _P+2p; 1
Foop+p, 3

par. 2.2 - Recziont vincolar! )
e e

2. Reazioni vincolari

2.1 Caratterizzazione statica dei vincoli

Si consideri un sistema di corpi rigidi vincolati sottoposto all’azione di forze. E utile
suddividere gueste in forze attive e forze (0 reazioni) vincolari. Le forze attive rappre-
sentano azione che I'ambiente esercita sul sistema, quali ad esempio la forza peso, le
forze apparenti in un riferimento non inerziale, le forze di contatto, etc.. Queste forze
sono generalmente assunte note; si trascurano cioé, fatta eccezione per particolari
problemi. gli effetti di interazione ambiente-sistema da cui le forze in realta dipendo-
no. Le reazioni vincolari rappresentano invece 1’azione che, attraverso i dispositivi di
vincolo. il suolo esercita sul sistema (reazioni vincolari esterne) ovvero che i corpi si
scambiano a due a due (reazioni vincolari interne). Le forze vincolari non sono note;
esse rappresentano le incognite del problema statico, come verra chiarito piu avanti.
Prima peré di porsi il problema‘ della loro determinazione occorre procedere a caratte-
rizzare staticamente i vincoli. E intuitivo che il “tipo” di reazione vincolare dipende
dal tipe di vincolo. Ad esempio un incastro fornisce prestazioni statiche qualitativa-
mente diverse da una cerniera. Occorre quindi associare a ciascun vincolo un partico-
lare comportamento statico. Si noti che, procedendo in questo modo, si subordina il
comportamento statico a quello cinematico, facendo discendere le proprieta statiche
del vincolo dalle caratteristiche cinematiche dello stesso. L obiettivo puo essere rag-
giunto solo ricorrendo ad un postulato, noto dalla Meccanica Razionale. Esso stabili-
sce che. se il vincolo ¢ indipendente dal tempo, bilaterale e liscio (cioe privo di attri-
to), le reazioni esplicate sono di intensita qualsiasi e dirette secondo le componenti di
spostamento impedite. In altre parole si ammette che il vincolo non eserciti reazioni
secondo le componenti di spostamento libere.

¢ Osservazione 15. La caratterizzazione statica del vincolo puo anche essere enun-
ciata come segue. Le reazioni vincolari compiono lavoro nullo nei corrispondenti
spostamenti consentiti dai vincoli (in assenza di cedimenti vincolari). Infatti, a cia-
scuna grandezza statica non nulla corrisponde una grandezza cinematica nulla e vi-
ceversa.

2.2 Classificazione dei vincoli piani

Le reazioni dei vincoli piani esterni sono illustrate in Fig. 13. Cosi il carrello applica
al punto 4 del corpo una forza di intensita arbitraria Y, ortogonale alla retta di scorri-
mento del carrello (secondo cui lo spostamento ¢ impedito) ma non applica forze di-
rette secondo la stessa retta, né applica coppie (in quanto non limita lo spostamento
secondo la retta né limita la rotazione del corpo). Con ragionamenti analoghi si vede
che fa cerniera esplica due componenti arbitrarie di forza, X, e Ya; il glifo applica una
forza Y, ortogonale alla retta di scorrimento, pilt una coppia M,; P'incastro due com-
ponerti di forza X, € Y, piu una coppia My; il bipendolo solo una coppia ;. Puo dir-
st in generale che un vincolo di molteplicita m applica m reazioni vincolari indipen-
denti, una per ciascun vincolo semplice costituente il vincolo. Dal confronto della
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Fig. 13 con la Fig. 1.13 si evince il legame tra le caratteristiche statiche e cinematiche
dei vincoli.

Denominazione  Simbolo e componente  Molteplicita  Prestazione
di reazione non nulla statica
a) carrello IY A m=1 Y0
b) cerniera m=2 X=0. Y =0
¢) glifo ~~~;';M4 fYA ‘ m=2 Y20, M0
4
d) incastro M, Yoo =3 X 20, V20, M, =0
oM,
e) bipendolo RS m=1 M =0

>

Fig. 13 Reazioni dei vincoli piani esterni

* Osservazione 16. Le reazioni indicate in Fig. 13 rappresentano I’azione esercitata
dal suolo sul corpo attraverso il vincolo. Per il principio di azione e reazione, il
corpo applica al suolo forze uguali e contrarie, non illustrate in figura.

Le reazioni dei vincoli piani interni sono illustrate in Fig. 14. Poiché i vincoli limitano
gli spostamenti relativi tra i punti 4, e A, dei due corpi collegati, le reazioni vincolari
sono dirette secondo gli spostamenti relativi impediti e sono uguali e di segno opposto
sui due corpi. Cosi il carrello interno applica una componente X, al corpo C, ed una
componente —X, al corpo C; Id cetniera, due componeiiti Xy e ¥y al corpo C, e —X, e
~Yx al corpo C, e cosi via. Asstnto un verso positivo per le reazioni esercitate su C,

par. 2.2 - Reazioni vincolari 73
LW

le reazioni agenti su C, sono indicate in figura con verso opposto ed uguale intensita.
Si confronti ancora la Fig. 14 con la Fig. 1.14, relativa alle proprieta cinematiche dei
vinceli interni.

a) carrello ¢

b) cerniera

¢) glifo

d) incastro

e) bhipendolo
Fig. 14 Reazioni dei vincoli piani interni

e Osservazione 17. Considerando il suolo come un corpo appartenente al sistema, i
vincoli esterni diventano vincoli interni al sistema. Le reazjoni vincolari sono
quindi quelle di Fig. 14, in cui le forze agenti sul suolo sono le reazioni di cui si é
detto nell’Osservazione 16.

2.3 Equivalenza dei vincoli piani

Si ¢ gia visto in cinematica (punto 1.2.5) che un vincolo molteplice equivale a pin
vincoli semplici. L equivalenza illustrata dalla Fig. 1.15, vale anche in statica, come &
facile dimostrare effettuando operazioni di equivalenza statica. Infatti la reazione
esercitata da una biella ¢ identica a quella di un carrello, le reazioni di due bielle ap-
plicate nello stesso punto equivalgono alle reazioni di una cerniera applicata in quel
punto, e cosi via. Alcune equivalenze sono illustrate dall’esercizio che segue.

Esercizio 6: Dimostrare I’equivalenza statica dei vincoli dell'Esercizio 1.7. Esaminare poi il
caso in cui le bielle sono parallele,

La cerniera esplica la reazione R, di intensita arbitraria applicata ad una qualunque retta
uscente da A (Fig. a). Le bielle applicano reazioni R, ed R, di intensita arbitrarie aventi rette
d'azione b e ¢ (Fig. b).
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Trasportando R, ed R lungo la retta d’azione e sommandole vettorialmente in A, punto dj
intersezione di b e ¢, si ottiene un’unica forza R =R, +R . applicata in 4. Poiché R, ed
R - sono arbitrarie, la direzione e I’intensita di R sono pure arbitrarie i due vincoli sono per-
cio equivalenti. Se, come caso particolare, le bielle sono parallele, componendo le due
reazioni si ottiene un'unica forza applicata ad una retta ad essa parailela (Fig. d). 1l vincoly
equivale quindi ad un glifo, che infatti esercita una forza ed una coppia che, composte, equival.
gono ancora ad una forza traslata su una retta parallela (Fig. c).

(@) b (b)

MY,

.4 dY(Y—Ys)
(©) (d)
2.4 Alcuni vincoli spaziali

Si considerano a titolo di esempio le reazioni vincolari di alcuni incol; spaziali:

a) la cerniera sferica, di molteplicita m=3, applica al corpo tre componenti di forza,
in quanto impedisce le tre traslazioni:

b) la cerniera cilindrica, di molteplicita m=>5, applica tre componenti di forza e due
coppie, di assi ortogonali all’asse della cerniera, in quanto lascia libera la sola ro-
tazione intorno all’asse;

¢) il glifo, di molteplicita m=5, applica tre coppie e due forze ortogonali alla direzio-
ne di scorrimento, in quanto lascia libera una sola traslazione;

d) Uincastro, di molteplicita m=6, applica tre co

ppie e tre forze, in quanto impedisce
tutti gli spostamenti.

I'vincoli sono staticamente equivalenti a quelli realizzati con m pendoli, come puo ad

esempio verificarsi applicando ai sistemi in Fig. 1.16 considerazioni analoghe a quelle
dell’Esercizio 6.

Par. 2.3 - 1l problemc statico .

3. 1l problema statico

3.1 Le equazioni cardinali della statica

gj consideri un sisterna costituito da n, corpi rigidi,.mutuamen’te vincolati, general-
mente, Ma noN necess ariamente, vincolato al suolo (‘Flg. 15).- 11 sistema occupi la‘cfon—
figurazione di riferim2nto con atto di moto qullo e sia sgl]emtgtq dq un sistema di or-
ze attive note, indipeadenti dal tempo. Ha mtgresse chleder31: '11 51s'tema pe‘rma'ne‘ in
quiete in quella configurazione? Se si, gpant{ e quali sono gh' stati reimw (cioé ;l
complesso delle reazioni vincolari) equ‘xllbr.atl con le- forze attive note? Sotto guaf
condizioni lo stato reattivo equilibrato ¢ unico? Per rl’spon.d.ergf a queste doman .e sl
formula il seguente problema sratico (o problema d‘el.l qulllbrlo): assegnate le forze
attive, determinare, se esistono. gli stati reattivi equilibrati.

Fig. 15 Il problema statico per un sistema di corpi rigidi

Il problema ¢ governato dalle equazioni cardinali della statica (2) che, come si ¢ dettoj
devono essere soddisfatte per ciascun corpo del sistema. Per il generico corpo C, si

ha:
2R, +YF, =0
A %
>OP, xR, +> 0P xF =0 (

h k

i=12,..,n,) (23)

dove Fy sono le forze esterne attive direttamente applicate a C, ed R;, sono ‘le reazioni
che C, scambia con il suolo (reazioni vincolari esterne) e con i corpi a cui € col.legat.o
(reazioni vincolari interne). 1 termini noti nelle (23) rappresentano le forze attive ri-
dotte al polo O

F =%F

K ; ‘ (i=12,..%) (24)
M, =% 0P, xF,
k

per cui le equazioni cardinali possono anche scriversi:
YR, + F, =0
h
YOP, xR, +M, =0

h

(i=12,....,n,) (25)

——

e ———




76  Cap. 2 - Statica dei sistemi di corpi rigidi

Proiettando le (25) nel riferimento O;x,y,z, ¢ tenendo conto che le equazioni sono li-
neari nelle incognite R, si ottiene:
Br+f=0 (26)

Nella (26) B ¢ la matrice di equilibrio del sistema, di dimensioni nxm, dove m & la
molteplicita globale dei vincoli ed n=6#,, oppure n=3n,,

r={R R, .. R} 27)

¢ un vettore colonna di lunghezza m, che elenca le reazioni vincolari incognite; f € un
vettore di lunghezza n che elenca le forze attive generalizzate (Eq. 13, 12, oppure 14,
15). La condizione sotto cui il problema statico (26) ammette soluzione sono fornite
dal teorema di Rouché-Capelli, gia ricordato nel paragrafo 1.3.2.

¢ Osservazione 18. In analogia alle (24) possono definirsi delle forze vincolari ge-
neralizzate, riducendo le forze reattive ai poli O;:

FOV =2 R,
h

M/ :ZO,P,, xR,
h

Elencando le componenti scalari in un vettore f, le equazioni cardinali della statica
(26) si scrivono
f,+f=0

Dal confronto con la (26) segue che
f, =Br

* Osservazione 19. Le dimensioni della matrice di equilibrio B (n righe ed m colon-
ne) sono scambiate rispetto a quelle della matrice di compatibilita A (m righe ed n
colonne). Cio ¢ conseguenza del fatto che il numero delle reazioni vincolari m
eguaglia il numero dei vincoli semplici, e il numero delle forze generalizzate n
eguaglia il numero dei g.d./..

Nel seguito si risolvono, a titolo di esempio, tre problemi di statica relativi ad altret-
tanti sistemi gia studiati in cinematica (Esercizi 1.9, 1.10 e 1.11). Gli esempi mette-
ranno in rilievo alcune proprieta di simmetria.

Esercizio 7: Determinare le reazioni vincolari del sistema in figura.

(@)

NESTOEOD

7N

Ppar. 2.3 - Il problema statico .
5 sl e

{1 sistema & costituito da un corpo rigido vincolato con tre vincoli semplici, sollec_itato n;l pia-
no. Le forze attive sono costituite da una risultante Fy=pb/2 applicata all’asse vemcal.e distante
2b/3 da A (Fig. b); le reazioni vincolari sono tre: le componenti X, € ¥, della reazione della
cerniera ¢ la reazione Xy del carrello, assunte positive come in Fig. (b).

2/3b ;tpb/2 ‘Db/2l

Xs pb*[3h

H

Xy pb* [3h

E y T pb/2
. ) N

[mponendo che si annulli la somma delie componenti delle forze secondo i due assi e la somma
dei momenti rispetto ad un polo O arbitrariamente scelto si ha, in forma matriciale

1 0 I ilx, 0 0
0 1 0 RKY, ;43 —ph/2 »=1:0
Va4 Xa Ve [ Xy = pbxy /2 0

Le equazioni sono del tipo (26); in particolare, la matrice dei coefficienti ¢ la matrice B di
equilibrio del sistema. Una scelta opportuna del polo O semplifica la soluzione de! problema.
Scegliendo infatti O=4 i bracci delle reazioni X, ed Y, si annuilano e le equazioni si scrivono:

1o 1[x, 0 0
0 1 0[Y, v+ —pb/2t=40
0 0 -h|lX,| |-pb?/3] (O
Risolvendo si ottiene:
X, =pb?/Gh), Y, =pbl2,  X,=-pb*/(3h)

Le reazioni vincolari sono indicate in Fig. (¢) con il loro verso. La soluzione equilibrata puo
cosi interpretarsi: la reazione Y, equilibra la risultante delle forze attive; poiché le due forze
costituiscono una coppia oraria, le due forze orizzontali X, e Xj devono costituire una coppia
antioraria antagonista.

Si osservi che si & determinato un solo stato reattivo equilibrato, cio ¢ conseguenza del fatto che
B ¢ quadrata e non singolare.
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Esercizio 8: Scrivere le equazioni di equilibrio in figura e discutere la soluzione del problems
statico.

(b)

11 sistgma 'é co‘stituito' da un unico corpo rigido vincolato nello spazio con sei vincoli semplici
Il carico ripartito ¢ distribuito sui due segmenti DH ed HE; <ostituendo a ciascun segmento dj
carico la sua risultante e assunto un verso positivo arbitrario per le reazioni R (j=1,2, .., 6)si
hanno le forze di Fig. (b).

Scelto il riferimento in Fig. (b), con O=A, ed imponendo che si annulli la somma delle compo-

nenti delle forze secondo i tre assi nonché la somma dei momenti assiali si ottiene, in forma
matriciale: ‘

. . 1

R, 0 0

1 R, - F 0

1 1 1R, - p(l + a) 0

11 ||R [TV Fa-p2[ "0

.. —al|Ry pa(l+a/2) 0

i -1 R, 0 0

La mgtrice dei coefficienti, di dimensioni 6x6, & la matrice di equilibrio. Poiché detB#0, la
soluzione del problema ¢ unica. ’

Esercizio 9: Risolvere il problema statico in Fig. (a).

(a) M

a b

Si tratta di un arco a tre cerniere. 1l glifo in A4 applica a C;=4D una forza verticale Y, ed una
coppia MA,'la cerniera in B a}pphca a C=BD due forze, Xz e Y;; la cerniera interna in D applica
ai due corpi due forze uguali e contrarie. Scelto arbitrariamente un verso positivo per le reazio-
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ni vincolari, e sostituendo a ciascun segmento di carico la sua risultante (si veda I'Osservazione

12)i corpi risultano sollecitati come in Fig. (b) (anche detta esploso del sistema).

Yo T lpb

3 Xy

(b)

My

al al2

.7 . "=

b2 b2,

Imponendo I’equilibrio tra forze attive e reattive si oftiene, in forma matriciale:

-1 Y, 0 0
1 -1 M, - pa 0
1 h —all X, ~pa’ |2 0
+ = (a)
1 ] Yy 0 0
1 1 X, - pb 0
i ~h  =bjl Y, ~M+pb* 2| |0

dove le prime tre equazioni sono le equazioni cardinali relative a C,, le ultime tre equazioni
quelle relative a C,. Esse esprimono I’annullamento della somma delle componenti orizzontali
¢ verticali delle forze applicate a ciascun corpo, nonché ’annullamento dei momenti delle stes-
se forze rispetto ai poli 4 e B. Risolvendo si ottiene:

b M a a
Y, = ( +-j—~,M =p— b)- M—~;
iz )= Ma=po(avh)- Mo
(b)
b M b M
XB:07YBZP‘2“+7; X]):O»Yn:PE‘T

Si noti che le reazioni dei vincoli esterni in 4 e B compaiono nelle equazioni di equilibrio di un
solo corpo, mentre le reazioni del vincolo interno in D compaiono nelle equazioni di equilibrio
di entrambi i corpi. Poiché la matrice di equilibrio B ¢ non singolare, le (a) ammettono una ed
una sola soluzione.

¢ Osservazione 20. Dal confronto delle equazioni di equilibrio relative ai tre esempi
precedenti (esercizi 7+9) con le equazioni di congruenza relative agli stessi sistemi
(esercizi 1.9+1.11) emerge un’importante proprieta di simmetria (detta dualita) tra
il problema statico e il problema cinematico. Sotto opportune condizioni (che ver-
ranno illustrate pit avanti), dato un sistema di corpi rigidi, la matrice di equilibrio
B ¢ la trasposta della matrice di congruenza A

B =A (28)

Questa proprieta, come sara visto nel Cap. 3, ¢ generale; non ¢ cio¢ legata a sistemi
particolari. Si ricordi a tal proposito I’Osservazione 19.
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3.2 Classificazione statica

In base alle caratteristiche della matrice di equilibrio B (dimensioni nxm e rango p),
ricordando il teorema di Rouché-Capelli (paragrafo 1.3.2) si puo procedere ad una
classificazione statica dei sistemi di corpi rigidi, in modo simile a quanto fatto in ci-
nematica (si veda il punto 1.3.3).

Si distinguono i quattro casi fondamentali discussi nel seguito.

a) m=n=p: sistema staticamente determinato, o isostatico. La matrice B ¢ quadrata

ed ha rango massimo, poiché detB = 0. Il problema statico (26) ammette una ed
una sola soluzione:

r=-B'f (29)
qualunque sia il vettore delle forze attive generalizzate f. In particolare, se le forze
attive sono staticamente equivalenti a zero (sono cioe autoequilibrate su ciascun
corpo, oppure sono del tutto assenti) ’unica soluzione del problema statico ¢
quella banale, r=0.

In questa classe ricadono i sistemi in cui il numero di reazioni vincolari m ¢ uguale
al numero di forze generalizzate, n=6n, (nello spazio) o n=3n, (nel piano) e per i
quali le forze generalizzate reattive risultano linearmente indipendenti.
I sistemi studiati negli esercizi 7+9 sono staticamente determinati.

b) p=n<m: sistema staticamente indeterminato, o iperstatico.
La matrice B ¢ rettangolare “bassa”, avente numero di colonne maggiore di quello
delle righe, per cui il sistema (26) ¢ indeterminato. Il problema statico ammeite
dunque ™" soluzioni. Infatti, effettuata la partizione (si veda I’ Appendice Al):

n
[B, B,] =-{f} detB, =0 (30)

5.
la soluzione puo scriversi nella forma

r=r, +Ry (31

_RB! _p-l
r0:|: ];] :lf, R:{ Bl Bz (32)

dove

|

e in cui le r:i=m-n reazioni y:=r, sono arbitrarie; r € detto grado di indetermina-
zione, o di iperstaticita, del sistema. 1l vettore x, di dimensioni rx1, & il vettore dei
parametri liberi di reazione, o incognite iperstatiche; la matrice R, di dimensioni
mxr, & la matrice delle autoreazioni, cioé degli stati reattivi autoequilibrati.

Si noti che la soluzione (31) & somma di due termini: il primo, ry, € una soluzione
particolare del problema non omogeneo (f£0) ed ¢ relativa ad un sistema princi-
pale isostatico, di matrice By invertibile; il secondo r,:= Ry, & la soluzione gene-
rale del problema omogeneo (£=0), espressa come combinazione lineare a coeffi-
cienti y incogniti di » soluzioni particolari linearmente indipendenti, costituite
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dalle colonne di R. Queste descrivono gli stati di autoreazione del sistema ipersta-
tico. cioé particolari autosoluzioni del problema statico omogeneo. Un sistema
iperstatico di grado r possiede 7 stati autoreattivi; questi perd non sono univoca-
mente determinati, perché ogni loro combinazione lineare, essendo ancora solu-
zione del problema omogeneo, € uno stato autoreattivo.

In questa classe ricadono i SCR il cui numero dei vincoli € eccessivo, per i quali un
dato sistema di forze attive puo essere equilibrato da infiniti sistemi di forze reatti-
ve tra loro equivalenti. Anche se, come caso particolare, le forze attive sono stati-
camente equivalenti a zero, le reazioni vincolari sono in generale non nulle, anche
se autoequilibrate. Un esempio di sistema iperstatico ¢ trattato nell'Esercizio 10
che segue.

¢) p=m<n: sistema staticamente impossibile, o ipostatico.

d)

[ a matrice B ¢ rettangolare "alta", avente numero di righe maggiore del numero di
colonne, per cui il sistema (26) & sovradeterminato. I/ problema statico, in gene-
rale. non ammette soluzione. Se infatti si partiziona il sistema (26) si ha (si veda
anche I’ Appendice A2):

{r}=- detB, # 0 (33)

per cui, anche se si risolvono le prime m equazioni, r= ~B;' f,, le restanti l:=n-m
non sono soddisfatte, essendo in generale B,B;'f, = f,; [ & percio detto grado di
sovradeterminazione del sistema. Fa eccezione naturalmente il caso in cui le forze
attive sono scelte “ad hoc”, in modo tale da soddisfare la parte inferiore del siste-
ma di equazioni. Questa circostanza si verifica quando

V=0 (34)

con:
V:[—BzB,"‘ 1] (35)

La (34) esprime la condizione che deve essere soddisfatta dalle forze attive perché
il problema statico, sebbene impossibile, ammetta egualmente soluzione. Essa é
detta condizione di compatibilita (o di solvibilita) del problema statico, o ancora
condizione di compatibilita delle forze. La matrice V, di dimensioni /xn, ¢ la ma-
trice di compatibilita delle forze. Se la (34) ¢ soddisfatta, le ultime r equazioni
possono essere scartate (in quanto ripetizione delle prime m) ed il sistema puo es-
sere risolto in corrispondenza delle prime. Il termine noto nullo (f=0) rientra nel
caso particolare e ad esso ¢ associata la soluzione banale r=0.

Ricadono in questa classe i sistemi in cui il numero delle reazioni vincolari € insuf-
ficiente a soddisfare tutte le equazioni cardinali della statica. Un esempio di siste-
ma ipostatico & illustrato pi avanti nell’esercizio I1.

p<n=m: sistema staticamente degenere.

E' il caso di matrici B quadrate, con detB=0. Poiché il sistema ¢ di forma non nor-
male (p<n) in generale il problema statico non ammelle soluzione. Se, come caso
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particolare ammette soluzione in quanto rango[B | f}=rango[B], le soluzioni song
™7 in quanto p<m.

Il sistema degenere ¢ quindi essenzialmente staticamente impossibile; nei casi ec.
cezionali si comporta perd come un sistema staticamente indeterminato. Se le forze
attive sono equivalenti a zero (f=0) gli stati reattivi autoequilibrati sono comunque
infiniti. Sono staticamente degeneri quei sistemi in cui le reazioni vincolari, pure
in numero pari alle equazioni di equilibrio, hanno caratteristiche globali non tutte
indipendenti, cosicché non possono equilibrare qualunque sistema di forze attive
Quale ulteriore effetto possono costituire un sistema reattivo autoequilibrato anche
in assenza di forze attive. Un esempio verra presentato nell’esercizio 12.

Oltre ai quattro casi trattati si possono considerare altri due casi di sistemi degeneri:

p<n=me p<m<n. Le conclusioni a cui si perviene sono simili a quelle del caso d) e
sono lasciate per esercizio al lettore.

* Osservazione 21. Stante la dualita, espressa dall’equazione (28), le classificazioni
cinematica e statica dei sistemi sono strettamente connesse. Infatti:
a) un sistema cinematicamente determinato ¢ anche staticamente determinato;
b) un sistema cinematicamente indeterminato & anche staticamente impossibile;
¢) un sistema cinematicamente impossibile & anche staticamente indeterminato;
d) un sistema cinematicamente degenere & anche staticamente degenere.
Al fini della classificazione, quindi, & possibile utilizzare le nozioni gia sviluppate
in cinematica, con particolare riguardo alla classificazione diretta (punto 1.3.4),
che permette di distinguere un sistema determinato da uno degenere.

Nel seguito (esercizi 10+12) si studiano nell’ordine un sistema staticamente indeter-
minato, uno impossibile e uno degenere. 1 problemi sono gli stessi analizzati in cine-
matica (esercizi 1.13, 1.12 e 1.14 rispettivamente). Anche per questi sistemi, come per
quelli isostatici, si puo verificare che la proprieta di dualita (28) e soddisfatta.

Esercizio 10: Si studi il sistema staticamente indeterminato rappresentato in Fig. (a).

X E D F
(a) h
=€ A) ; / s 1 B
By Fo
<7 : ! A

Il sistema ¢ costituito da un unico corpo rigido piano (n=3) vincolato con due cerniere (m=4),
La matrice B ha dimensioni 4x3, per cui il sistema & iperstatico. Scelti i versi positivi delle
reazioni vincolari come indicato in Fig. (b), le equazioni di equilibrio si scrivono:

X
R T | Rl F 0
YA
1 .1 +4 0 p=10 (a)
XB
/ ~Fh| |0

¥y
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endo annullato i momenti delle forze rispetto al polo O=4. Le equazioni possono essere ri-
avritte nella forma (30) portando a secondo membro una colonna di B e facendo. in modo che la
zgﬁomatrice quadrata B, che resta a primo membro sia non singolare. Ad esempio:

1 . Ay -~ F -1
T IY, ;=40 :+x:0 (b)
LYy Fh 0
dove si ¢ posto y: =Xy, parametro arbitrario. Risolvendo si ha:
X, ~F ~1
— Fhyl 0 :
Yol / ‘s ©
X, 0 1
B Fhll 0]
La soluztone ¢ della forma (31). [1 primo termine, proporzionale ad F, rappresenta una soluziq—
ne part o1 (in quanto legata ad una particolare scelta di B;) del problema non omogeneo, il
secorik porzionale al parametro indeterminato y, rappresenta la soluzione gengrale del
problete sinogeneo il vettore colonna moltiplicato da y ¢ la matrice delle autoreazioni,

R=[-1010] ()

1l procedimento pué essere interpretato in modo strettamente mecganicq. Si pensi di eliminare
il vincolo sovrabbondante che applica la reazione vincolare Xp e di sostituire ad €sso una forza
arbitraria y. 1l sistema si riduce ad un corpo appoggiato {(quindi staticamente deterrminato), che?
costituisce un sistema principale (ma non 'unico) per il sistema originario. Sovra_ppqnendo gh
efferti, il sistema principale ¢ sollecitato dalla forza gttiva F (Fig. g) e da]l’mpogmtg iperstatica
7 applicate in B (Fig. d). Risolvendo separatamente i due problemi si determinano i due contri-
buti della soluzione.

(b)

Si noti che, anche in assenza di forze attive, le reazioni X, ed X sono diverse da zero e costi-
tuiscono un sistema reattivo autoequilibrato di intensita arbitraria, descritto dalla matrice delle
autoreazioni.

Esercizio 11: Si studi il sistema staticamente impossibile rappresentato in Fig. (a). Si ottenga
pot la matrice di compatibilita delle forze. ' '

I} sistema ¢ costituito da un unico corpo rigido piano (n=3) vincolato con due bielle (mfz). Lg
matrice B ha dimensioni 3x2, per cui il sistema & impossibile. Orientate le reazioni vincolari
come in Fig. (b), le equazioni di equilibrio si scrivono:

-y F, 0
1. {;}+ ~F, +=40 ()
. o=al P = Fa) |0
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avendo scelto 4 come polo rispetto a cui annullare i momenti. 1l problema ¢ manifestamente
impossibile in quanto la prima e terza riga della matrice di equilibrio sono tra loro proporzio-
nali mentre, se /', ed F, sono arbitrari, i termini noti non stanno tra loro nello stesso rapporto,
Se perd, come caso particolare, ¢ F=F,, una delle tre equazioni si puo scartare ed il sistema
puo essere risolto in corrispondenza delle altre due equazioni, la cui matrice & non singolare,
Cosi operando si ottiene:

Xy==F, Y,=F (b)

Y,,T J A
(b)

Si osservi che se F;=F, la matrice B e la matrice orlata che si ottiene aggiungendo a B la co-
lonna dei termini noti, hanno lo stesso rango p=2, quindi, come risulta dal teorema di Rouché-
Capelli, il problema ammette soluzione.

La circostanza puo essere spiegata in termini meccanici. Qualunque siano ¥, ed X, il loro mo-
mento rispetto a D, punto di intersezione delle due rette di azione, € nullo. Poiché in generale la
risultante delle forze attive /| ed F, ha retta d’azione r esterna a D, il momento risultante ri-
spetto a D ¢ diverso da zero, cosicché Iequilibrio non puo sussistere. Se perd, come caso parti-
colare, la retta » passa per D (il che avviene per F\=F;) P’equilibrio sussiste. E evidente che
questi casi eccezionali sono privi di interesse tecnico, infatti, una piccola perturbazione delle
forze attive rende il sistema non equilibrato (equilibrio instabile).

Per ottenere la condizione di solvibilita dell’equilibrio (34) si considerano forze attive genera-

lizzate generiche, X;, Yy, M ridotte al polo O=A. Risolvendo le prime due equazioni di equili-
brio ¢ sostituendo nella terza si ottiene

aXy,+ M=0

{)
che costituisce I’equazione cercata; la matrice di compatibilita delle forze ¢ percio
v=la 0 1 (d)
Esercizio 12: Si studi il sistema staticamente degenere rappresentato in Fig. (a).
Ve 4 = /2 N
’ A
Rp
B | e
—F
\\ AN \;\/\
X a
\/\' n E X /\
é}
7 x 7 - 1 2%
4 A M \ h M \
F Y4 F

% (a) (b)
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{1 sisterna € costituito da un unico corpo rigido piano (»=3) vincolato con tre bielle? (n7:3) con-
vergenti nel medesimo punto A. La matrice B ha dimensioni 3x3. Scelte le reazioni come in
fie D(b)* le equazioni di equilibrio si scrivono:

g. (b),

L 220X, FJ2/2 0
1 2l bl —F22 b=20
(R, | |M-Fa2/2| [0

avendo scelto 4 come polo dei momenti. Il determinante della matrice di equ?librio ¢ nullo,
mentre il minore principale 2x2 individuato dalle prime due righe e colonne ¢ diverso da zero,
per cui il rango ¢ p=2. 1l sistema ¢ di forma non normale ed in generale non ammet.te' so?uzilone‘z.
poiché in generale il rango della matrice orlata ¢ p=3, non si veriﬁcanp le ‘condlzl.om (?{1 esi-
stenza della soluzione; il problema statico ¢ quindi impossibile. Fa eccezione il caso in cui

M~-FaJ2/2=0

La circostanza si spiega zon il fatto che, a causa della convergenza in 4 delle reazioni Yincolari,
¢ nullo il momento rispetto ad A delle reazioni vincolari stesse, mentre ¢ in geperale dlversp da
zero quello dovuto alle forze attive. In modo simile a quanto visto nell’esercizio 11, se la risul-
tante delle forze attive passa per A il sistema ¢ equilibrato; cio si verifica quan(_ig M fad F s0no
tali da annullare il momento rispetto ad A. In tal caso pero gli stati reattivi equ111k?rat1. S0No %
assegnando infatti ad arbitrio ad esempio Rp, dalle prime due equazioni di equilibrio si ricavano
X,ed ¥y
e Osservazione 22. Con riferimento agli esercizi precedenti, se si confrontano la
matrice delle autosoluzioni del problema statico R (esercizio 10) e la matrice di

compatibilita Q del problema cinematico (esercizio 1.13), relative ad un sistema
staticamente indeterminato/cinematicamente impossibile, si rileva che

Q=R’ (36)
Inoltre, se si confrontano la matrice di compatibilita delle forze V (esercizio 11) e
la matrice delle autosoluzioni del problema cinematico U (Esercizio 1.12), relative

ad un sistema staticamente impossibile/cinematicamente indeterminato, si rileva
che

v=U" (37
Risulta cio¢ soddisfatta la seguente proprieta: considerati due problemi duali, uno
indeterminato e 1'altro impossibile, la matrice delle autosoluzioni del primo ¢ la
trasposta della matrice di solvibilita del secondo (si veda l’Appgndice A3). Le
due proprieta (36) e (37), come sara visto nel Cap. 3, sono generali, e strettamente
legate alla proprieta (28).

3.3 (lassificazione diretta

Come si ¢ detto nell’Osservazione 21, la sussistenza della dualita rende superfluo
sviluppare concetti specifici circa la classificazione statica diretta, risulFando pil age-
vole quella cinematica. Si vuole tuttavia sottolineare come il concetto di sotjc(?s:(rutture
in serie o serie/parallelo, gia discusso nel paragrafo 1.3.4, sia di grande utilita anche
in statica.
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Si riprenda ad esempio il sistema rappresentato in Fig. 1.21a, costituito da due archi 2
tre cerniere in serie, e lo si supponga sollecitato da forze attive generiche (Fig. 16a)
Ricordando la forma della matrice cinematica A (Fig. 1.22) ed applicando la (28), pud
concludersi che la matrice di equilibrio B ¢ del tipo

-[% o) ”
0 B,

con B;, = A/, B;, =A} e By, = A], essendo B,, e B,, rispettivamente Je matrici
di equilibrio degli archi ADB ed EGF. Procedendo in cascata, & conveniente risolvere
prima le equazioni relative all’arco EGF (struttura “portata”) e poi quella relativa
all’arco ADF (struttura “portante”). Ci6 equivale a procedere come indicato in
Fig. 16b, determinando cioé prima le reazioni “esterne” all’arco EGF. , ed applicandole
poi, cambiate di segno, all’arco ADB.
Applicando questi concetti al sistema in serie/parallelo di Fig. 1.21b, risulta conve-
niente equilibrare il corpo GH e determinare quindi le forze che applica ai due sottosi-
stemi in parallelo, che possono essere risolti indipendentemente. In particolare il si-
stema ABDEF puo essere risolto come nell’esempio precedente.

F] // Fl
D — g D
RE 4
F
Ep & /2/ E P & ,//2 ) )E
G \ e G \ Ry
2
g -R
1F SR E AR
A4 5 L . =
Dy . F %//4
(a) (b)

Fig. 16 Sottostrutture in serie: struttura “portata” e “portante”

¢ Osservazione 23. L’ordine con il quale vengono risolti i sottoproblemi statici &
invertito rispetto a quello dei problemi cinematici. Cio & conseguenza del fatto che
B =A". Cosi, in statica occorre risolvere prima la struttura “portata” e poi quella
“portante”, potendosi identificare la prima con la struttura “trascinata” e la secon-
da con quella “trascinante”.

3.4 Vincoli multipli; forze applicate a cerniere

La modellazione delle forze reattive esercitate da vincoli multipli, quali quelli di
Fig. 1.23a, ¢ strettamente connessa alla modellazione cinematica gia discussa nel pa-
ragrafo 1.3.5.

Si € gia detto che una cerniera interna che collega mutuamente » corpi piani in un
punto 4 (Fig. 17a) & equivalente ad n—1 cerniere che collegano ciascuna il corpo 1 ai
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tanti n—1 corpi. Le reazioni vincolari indipendenti R; sono all-ora n—.lﬁ esse consi-
s o in forze uguali e contrarie che il corpo 1 scambia con i corpi /=2, 3, ..., n
?ﬁg 17b). Se la cerniera & vincolata al suolo da un carrello (Fig. 1.23b), quel!ando il
vincolo come un’ulteriore biella applicat‘a al corpo 1 nel punto 4, alle reazioni prece-
denti deve essere sommata la forza esercitata sul corpo 1 dalla biella.

(@) (b)
Fig. 17 Reazioni vincolari di una cerniera che collega n corpi

Esercizio 13: Individuare il tipo di reazioni esercitate dai vincoli in Fig. (a) ed impostare il
problema statico. Si assuma inizialmente £=0.

(a)

1 sistema ¢ il medesimo dell’esercizio 1.16. Le reazioni .in A e D non comportano _dlfﬁcolt_zfi; l~e
reazioni vincolari in B ed E dipendono da come sono disposti i vmcoll‘ elgmgntarl. Con riferi-
mento alle disposizioni delle Fig. (b)=(e) dell’Esercizio 1.16, le reazioni vincolari associate

sono indicate nelle Fig. (b)+(e) che seguono:

(b) (©)

] ' i ioni della cerniera che collega il
In Fig. (b) X, ed Y, (j=2,3)sono le componenti delle reazioni dell ‘ .
cr:)rplog l(a)l coﬁbo I 53 c(érpo | agisce la somma delle reazioni cambiate di segno. In Fig. (©)
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Xy ed Yy sono le reazioni delle bielle che collegano il corpo 1 rispettivamente al corpo 3 e a
corpo 2, mentre X, e Yy sono le reazioni della cerniera che collega i corpi 2 ¢ 3. In Fig (d.
X, ed ¥, sono le reazioni della cerniera interna ed ¥, la reazione del carrello applicafo
corpo 1. Nella Fig. (¢) X, ¢ la reazione della biella interna ed Y e Y quelle delle biellk:

esterne.

Utili_zzando le s.chgmgtizzazi.oni in Fig. (¢) e (d) si ottiene I’esploso di Fig. (f), dove le compo-
nenti delle reazioni vincolari agenti nel medesimo punto di un COrpo sono state sommate alge-

bricamente.

@

@) ©

Scrl'vgr}do per crascun corpo tre equazioni di equilibrio si ottiene un sistema di equazioni nelle
dodici incognite

r:{‘XA’YA’MA;XB’YB’X.‘VK i X Y XYY }]
Ad esempio I’annullamento del momento rispetto a D delle forze agenti sul corpo 2 si scrive:
-(¥ =v Xy h=0

dove b ed s sono rispettivamente i bracci delle forze Yy

- - Y ositiva K !
(positiva verso destra). 5 P IS X”

X, +Xp

lyf;

E frequente nelle applicazioni considerare forze direttamente applicate a cerniere
come nglla,, Fig. (a) dell’esercizio 13. Questa schematizzazione, alquanto impropria’
appare 1n contrasto con quanto detto in precedenza, dal momento che le forze attive;
sono state considerate applicate esclusivamente ai corpi. La forza puo essere inter-
Pretata come una forza reattiva nota che un altro vincolo, esterno al sistema mostrato
in figura, e§ercita sulla struttura. Un esempio & offerto dall’esercizio precedente, dove
il carrello in E applica una reazione vincolare (in quel caso incognita) alla ce’rniera
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esterna che collega i corpi 3 ¢ 4. In questa ottica ¢ possibile pensare P applicata in-
differentemente ad uno dei due (o pin) corpi collegati dalla cerniera, cosi come si €
fatto per le reazioni vincolari.

Un modo formalmente piu elegante per risolvere il problema consiste nel considerare
Ja cerniera a cui & applicata la forza come un corpo puntiforme collegato da due cer-
niere ai corpi C; e G, (Fig. 18a). Si noti che, in questo modo, la molteplicita del vin-
colo aumenta di due (le reazioni vincolari passano da due a quattro, Fig. 18b) ma an-

" che il numero delle equazioni di equilibrio aumenta di due, in quanto occorre imporre

I"equilibrio del corpo puntiforme. Nel caso trattato deve essere:

-, =Yy —-P=0 (39)
-Xp, - Xp =0

iP
Xp v o Xxp
l p 7
il vs
s . Ylg YL')', Y
.. 7 i 77

Fig. 18 Forza applicata ad una cerniera

1 procedimento, concettualmente corretto, & pero operativamente scomodo, in quanto
fa aumentare le dimensioni del problema. Risulta allora pili conveniente considerare
il corpo puntiforme solidale ad uno dei due corpi, ad esempio C, come illustrato in
Fig. 18c. In questo caso il corpo C, scambia con il sistema “C, pil corpo puntiforme”
due sole reazioni, X}, ed Y}, e le dimensioni del problema rimangono immutate. In
questa schematizzazione la forza P ¢ solidale ad un solo corpo (G, nell’esempio); si
ottiene percio il risultato precedentemente annunciato. Risolto I’intero problema, si
possono utilizzare le equazioni di equilibrio della cerniera per determinare, se

d’interesse, le reazioni X[} ed Y.

¢ Osservazione 24. Se una forza ¢ applicata ad una cerniera che collega due corpi, €
indifferente considerarla solidale ad uno dei corpi. Se si risolve due volte il siste-
ma, considerando la forza applicata ora ad un corpo ed ora all’altro, si determinano
nella cerniera in questione reazioni vincolari diverse. La differenza, pero, ¢ solo
apparente in quanto, come illustrato in Fig. 18c, le reazioni sono in un caso X', ed
Y}, e nell’altro X ed Y. E comunque possibile, risolto il problema, passare
dalle une alle altre utilizzando le (39).
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3.5 Sollecitazioni interne

Puo essere interessante determinare 1’azione meccanica, supposta esclusivamente dj
contatto, che due parti di un corpo rigido sezionate da un assegnato piano 7 si scam-
biano (Fig. 19). L.’azione ¢ detta sollecitazione interna. Essa ¢ costituita da due siste-
mi di forze uguali e contrarie distribuite rispettivamente sulle due facce m e m del
piano 7, staticamente equivalenti ad una forza +F ed una coppia +M. Le component;
di F ed M in una data base sono dette caratteristiche della sollecitazione. Per poterle
determinare ¢ necessario modellare il corpo come costituito da due corpi rigidi, mu-
tuamente incastrati sul piano 7, esplicitando cosi, come gia fatto in cinematica
(paragrafo 1.3.6) il vincolo di continuita. Si puo quindi dire che le caratteristiche della
sollecitazione sono le reazioni del vincolo di continuita. Nello spazio, per ciascun
piano 7, si hanno sei caratteristiche della sollecitazione, tre forze e tre coppie; nel
piano, tre caratteristiche della sollecitazione, due forze ed una coppia; in definitiva
una caratteristica per ciascun vincolo interno.

/ f{,/; &y
%1
. -M

Fig. 19 Sollecitazioni interne

Se il corpo rigido ¢ costituito da una trave, & opportuno far coincidere 7 con il piano
ortogonale alla linea d’asse che contiene una data sezione § e proiettare le sollecita-
zioni su una terna intrinseca. Con riferimento ad una trave piana rettilinea (Fig. 20), le
due componenti di forza, rispettivamente parallela e ortogonale alla linea d’asse, e la
coppia sono dette: sforzo normale N, sforzo di taglio Ts e momento flettente M. Le
sollecitazioni sono assunte positive quando le forze e la coppia agenti sulla sezione S,
la cui normale uscente & concorde con I’asse x, sono concordi con gli assi.

s M s M
N . @ ; @ ) B KN )
7 s S /N5 NS,

Ts

Fig. 20 Sollecitazioni di una trave piana rettilinea

¢ Osservazione 25. In un corpo rigido ¢ possibile determinare solo le caratteristiche
globali del sistema di forze di contatto, non la loro distribuzione puntuale. Deter-
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minate le sollecitazioni, esistono infatti infinite distribuzioni di forze equilibrate
equivalenti: il problema ¢ percio staticamente indeterminato.

Osservazione 26. Le caratteristiche della sollecitazione sono le grandc;zze_ dua!l
delle distorsioni, cosi come le reazioni vincolari sono le grandezze duali dei cedi-

menti vincolari.

gsercizio 14: Si determinino le caratteristiche della sollecitazione nella sezione S della trave In
S .

Fig. (a).

Svuuy vy
b bk ow b a A B L WD v, }%—) NL(N
; S o Xa ! N
/ B Ty
e

(@ (b)

Si considera la trave 4B come costituita da due.corpi, Ci=ASe CZESB, rputuamﬁnte i?caiuéa;é rl:;
S. Concordemente alla convenzione adottata, si assumono le gqrattensﬂchg della sob.ec1 a e
in S positive come in fig. (b); il segno delle reazioni ylncolarl in AeB é invece ar 1t.ra?g;mno
Iequilibrio devono essere soddisfatte le tre equazioni della statica per cmscx;n cc;r%(;,rdeZione
quindi sei equazioni nelle sei incognite r = {XA Ty Y Ny, T, MS} . Quali poli

delle forze & conveniente scegliere i punti S; ed S;. Si ha:

231

/ Lo
X, =0, YA+TS-p§:O, -YA§+MS+p18—O
2 2 2y
N =0, YB—TS-Epl:O, YE31~MS-9pl =0
Risolvendo si ottiene:
4 ! T. = £ M :pﬁ
X, =0, YA:P’z‘, YBZPE’ Ny =0, s‘—P6a S 9

Si noti che le reazioni ¥, ed ¥ possono essere piul convenientemente ri_cavate considerapdq AB
come un unico corpo. Una volta determinate le reazioni, le carattensgohe della sollecitazione
Ny, Ts, Ms si calcolano imponendo I’equilibrio di uno solo dei due tratti, AS oppure SB.

¢ Osservazione 27. In un sistema isostatico di corpi rigidi, le caratteristiche della
sollecitazione possono essere determinate in tutte le sezioni dx‘ u.lteresse dopo.aver
calcolato le reazioni vincolari esterne ed interne, come I’esercizio 14 ha chiarito.

¢ Osservazione 28. Le sollecitazioni sono determinabili in modg }Jnivocp, splo se lq
trave & monoconnessa. Infatti, se la trave & pluriconnessa, esplicitando il vmcplq d{
continuita non si divide il corpo in due parti, cosicché il numero delle equazion d}
equilibrio non aumenta. La trave pluriconnessa é quindi statzcamente'mdeter.m;
nata per vincoli interni. In cinematica (Osserygzmng 1.19) era stata riconosciu
essere cinematicamente impossibile per vincoli interni.
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4. Metodi strategici di soiuzione

La scrittura delle equazioni di equilibrio di un sistema di corpi rigidi &, come si & vi.
sto, un’operazione concettualmente semplice. Essa conduce pero ad un sistema dj
equazioni le cui dimensioni possono essere grandi. Cid non comporta difficolta di ri-
lievo se si dispone di un mezzo automatico di calcolo ma pud essere uno scomods
inconveniente se si procede attraverso una soluzione manuale. Risulta percio utile
sviluppare delle strategie di soluzione che, rinunciando all’automatismo del procedi-
mento sin qui descritto, conducano a formulazioni alternative strettamente connesse 4
problema in esame, ma che richiedano un minore onere computazionale.

Per introdurre il concetto ¢ utile richiamare un algoritmo di Analisi Numerica, detto d;
triangolarizzazione alla Gauss, utilizzato nella soluzione di sistemi di equazioni linea-
ri di dimensioni NxN, del tipo Ax=b. Il metodo, che si assume noto nelle sue linee
generali, consiste nel combinare linearmente le equazioni in modo tale da trasformare
la matrice dei coefficienti A, generalmente piena o sparsa, in una matrice triangolare,
ad esempio superiore. E possibile allora risolvere I’ NV-esima equazione che contiene
solo P’incognita x,, ; passando alla (N—1)-esima equazione, dove si hanno solo due
imcognite, xy_, ed x,, siricava x,_,, e cosi via sino a determinare x; dalla prima
equazione. Si dice che si procede per sostituzione all’indietro.

Si pud ovviamente applicare il metodo di Gauss al sistema di equazioni Br+f=0;
I’impegno piu grande ¢ comunque quello di triangolarizzare la matrice facendo com-
binazioni lineari tra le equazioni di equilibrio. Qui si vuole perseguire un obiettivo piu
ambizioso: scrivere la matrice di equilibrio direttamente nella Jorma triangolare o,
equivalentemente, risolvere delle equazioni di equilibrio in cui compaia sempre una
sola nuova incognita rispetto a quelle sino ad allora determinate. Detto in altri termi-
ni, si cerca di mettere a punto una strategia di scrittura delle equazioni tale che: la
prima equazione contenga una sola incognita, e quindi sia immediatamente risolvibile;
la seconda equazione contenga eventualmente I’incognita gia trovata pil una seconda
incognita, che possa quindi essere immediatamente determinata; la terza equazione
contenga eventualmente le due incognite gia trovate piti una nuova, e cosi via.

Per perseguire questa strategia, si ha a disposizione un unico strumento: scrivere
equazioni di equilibrio relative a gruppi di corpi, anziché a singoli corpi. E possibile
perciod raggruppare i corpi a due a due, a tre a tre, etc., ovvero considerare i sistema
nella sua globalita. Per ciascuno di questi gruppi di corpi si scrivono tutte, o parte
delle equazioni cardinali della statica. Poiché in esse le reazioni dei vincoli interni al
gruppo si qlidono a due a due ¢ possibile ottenere €quazioni in un numero ridotto di
incognite. E importante sottolineare che le equazioni che si possono scrivere sono in
numero molto maggiore delle reazioni vincolari da determinare. Cid in quanto /e
equazioni non sono tra loro linearmente indipendenti: esse sono combinazioni lineari
delle equazioni cardinali scritte per ciascun corpo, che rappresentano le equazioni
fondamentali del problema. Se la strategia ha successo, si & raggiunto |’obiettivo di
combinare linearmente in modo diretto le equazioni fondamentali, in modo da trian-
golarizzare la matrice esattamente come fatto col metodo di Gauss. Nel seguito si pre-
sentano applicazioni del metodo limitatamente a problemi piani.
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Esercizio 150 Risolvere con il metodo strategico il problema statico dell’esercizio 9.
S 4 2o :

azioni vincolari sono illustrate in Fig. (b) dello stesso esercizio. Si vede che qualunque
b ~ di equilibrio, alla traslazione o alla rotazione, sia del corpo 1 che del corpo 2, coin-
equaZI’Olﬂt no ccilue incoénite cosicché il procedimento non pud essere innescato. Tuttavia, se s
- n<Kr:1o 1 due corpi Ie’ reazioni vincolari in D si elidono a due a due. lmponendo che Iffx
raggrl{Pg%lle forze orizzc;ntali sia nulia si ottiene un’equazione nella sola inqogmta Xp, che puo
Somm:d ;ito detérminata. Ritornando poi al corpo 2 ed imponendo l’equihbrlo‘ alla rotazione
e D si ricava Yy; dall’equilibrio alla traslazione si possono poi determinare separata-
nspeﬁo\{a ed Y Dall’ecf&ilibrio globale in direzione verticale si ricava Yy e dall’;qu'lllbrlq alla
n;fg;ie(;ng intorgo ad un qualunque punto, M,. La strategia puo essere sintetizzata in simboli:
r A

SX=0 = N, Y M, =0 = ¥, };X:o = X,
142 2 2

Tr=0 = V,, YV=0 =Y, YMDH=0 = M,
2 142

1+2

Si osservi che cosi operando non si sono mai scritte condizioni di equilibrio relative ?]'corpo'll_.
Ave~n"do pero imposto I’equilibrio del corpo 2 e dell’intero sistema, anche il corpo 1 ¢ in equili-

brio.
Le equazioni di cui sopra si esplicitano come segue:

X, =0
bz Y, = _12_+_A1
Pub= M= p—=0 - ”—poil b
X,+X,=0 = X, = o
Y, +Y, —pb=0 = Y, = 5—7

b} M

Y, +Y, —pla+b)=0 = Vy=pa+si-+

b & arb) - M
MA—p%—f—pb(a+§)+}’ﬁ(a+b):0 = MA—pz(aer) Mb

si riottiene quindi la soluzione dell’esercizio 9. Si noti che, nel-le equazioni relatlvg %tugr?,;l
sistema. Dintero carico distribuito ¢ stato sostituito con la sua risuitante (si veda poi Oss

zione 29).

e Osservazione 29. Quando si scrivono equazioni di equil?brio relative a grt_nE)pl di
corpi, ¢ lecito effettuare operazioni di ezgz{ivalef?za statica tra forze'applzcatericf
corpi diversi dello stesso gruppo; questo € .mfam trattato come un unico ccc)irpo
gido. Cio non ¢ in contrasto con I’Osservazione 12, dove si fa riferimento ad equa-

zioni relative al singolo corpo.

e Osservazione 30. Quando si applica un metodo strategico ¢ con_sigliabi'le procede-
re come nell’esercizio 15, cioé mettere prima a punto la strategia e poi svxluppage
le equazioni. La metodologia permett‘e gosi _dl. separare la fase c.opc;?tu;?v]? a.
quella piu strettamente operativa, con indiscutibili vantaggi in termim di efficien

Za.
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Esercizio 16: Impostare la strategia di soluzione del sistema in Fig. (a).

Y, 1%
/YI,) VX/,)
) M
h Y p 1 ﬁ/
Yy
X
X
(a) (b) (¢)

Sitratta di un arco a tre cerniere, nel gergo detto “zoppo”, in quanto le cerniere 4 e B non SONo
a livello. Si vede subito che (Fig. b), se a0, anche scrivendo equazioni relative all’intero si-
stema, non si riesce ad ottenere un’equazione in una sola incognita. Il caso a=0 ¢ infatti un
caso particolare nel quale, imponendo I'equilibrio alla rotazione rispetto ad 4, si ottiene
un’equazione nella sola incognita ¥y, in quanto il braccio di Xy & nullo. Tuttavia anche se @#0
¢ possibile superare I’inconveniente semplicemente scomponendo la reazione R; come indicato

in Fig. (c). La componente Sy ha ora braccio nullo rispetto ad 4 ed il procedimento puo essere
innescato. Una possibile strategia ¢ la seguente:

2M=0 = ¥, SM, =0 = Sg, XX=0 = X,
1+2 2 2

A4

2Y=0 = v, TX=0 = X, Sr=0 = y
2 } i

* Osservazione 31. . ’esercizio 16 ha mostrato che, mettendo in atto opportuni ac-

corgimenti, ¢ spesso possibile utilizzare la strategia di sopra. Tuttavia altrettanto
spesso questi accorgimenti hanno elevati costi computazionali (ad esempio scom-
posizioni non ortogonali delle forze) che possono rendere svantaggiosa
I"operazione. E allora conveniente rinunciare a scrivere la prima equazione in una
sola incognita e accontentarsi di scrivere due equazioni in due incognite, per poi
eventualmente proseguire con equazioni in una sola inco

gnita (si veda in proposito
Pesercizio seguente).

Esercizio 17: Impostare la strategia di soluzione del sistem
incognite in fig. (b).

Come detto nell’Osservazione 3! basta ricercare due e
incognite. Si ha:

a dell’esercizio 16, assumendo le

quazioni indipendenti nelle stesse due

2 M(4)y=0
t+2

= (x,.7,)
};M(D):o

E poi possibile proseguire come nell’esercizio 16,

3

Dualita dei problemi
cinematico e statico.
Il teorema dei lavori virtuali

1. La dualita

1.1 Aspetti geometrici e dinamici

| problemi di congruenza e di equilibrio di' un sistema di corpi rx‘gl.dl sono stati Z(})r:
mulati nei due capitoli precedenti in modo mc!xpendente. ]l' primo ¢ nﬁattx un p:o iaeli
ma geomelrico, basato sulle proprieta di invarlapza del.le filsta.nze tra i p‘ugtll lr(r)]ase;ZiO
del ‘corpo e sulla condizione di appartenenza di a}cum di essi a regioni dell p p °
ambiente. Il secondo & invece un problema dinan?zco', F)as.z?to sulle.: cond:pc;m i ;:lqula
librio di corpi sollecitati da forze esterne. Tuttgwa si € gia sottolmefitq il fatto i eh .
caratterizzazione statica dei vincoli ¢ subordinata alle loro proprieta cinematic <l—*:,
inoltre, le stesse equazioni cardinali sono state .d.edc?tte ne'lla Mec.camca Razp.na e
come condizioni necessarie ¢ sufficienti per l’qulllbrxo grazie proprio alla} cqn(;i'lzlpne
di rigidita del corpo. In definitiva si ¢ fatto uso in moc'k) l_mpllCltO- d1' nozioni di -cmle
matica nella formulazione del problema della statica, sia rlguardo i vmcol} esterni che
quello interno di rigidita del corpo. Conseguentemente, i due problemx,. a d1§pett0
della loro differente natura, sono in stretta relazione, € per questo sono dettl'duah. o
il legame & sintetizzato da una proprieta di simmetria che prende il norlx;le dl' proe[éri“;iectia
di dualita, gia constatata nell’Osservazion§ (2.20) re’latlyamente a prob emll s;:: e é
¢ qui dimostrata e discussa in generale, prima con riferimento ad un singolo corp
poi ad un sistema di corpi.
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1.2 Il singolo corpo rigido

Si cons-idAeri dapprima, per semplicita di scrittura, un sistema costituito da un unic

corpo f“lgldo, yincolato in modo generico. Poiché i vincoli, come si & visto. sono equi0
val-ex‘m a un sistema di bielle e/o di bipendoli, ci si puo riferire, senza percfita di gene~
rallt‘a, ad~ un corpo vincolato con m vincoli semplici del tipo suddetto. La Fig. | sche-
matizza 1l sistema nel problema cinematico (Fig. 1a) e nel problema statico (f*‘ig. lb;

ngll ipotesi che siano presenti i soli vincoli di biella; I"eventuale presenza di bipendol;
viene considerata nell’Osservazione 4.

(2) (b)
Fig. 1 (a) il problema cinematico, (b) il problema statico per un sistema costituito da un solo
corpo
Si richiamano alcuni risultati acquisiti circa i due problemi.
a) l)l' p.ro[ble.ma cimematico (Fig. la) si pone in questi termini: assegnati i cedimenti
vincolari s, (h=1,2,....m) determinare il campo degli spostamenti w, =u, . Stante
=u, .

il vincolo interno di rigidita, gli spostamenti w, sono funzione dei

generalizzati ug e 8 (FGSR): soli spostamenti

u, =u, +6x 0P, ()

Il problema ¢ governato dalle equazioni di vincolo:

u, e, =s, (2)
dove u, = u, ., od e, ¢ il versore dell’#-esima biella, applicata in P,. Un campo di

spostamenti pgidﬂ che soddisfa le (1) e (2) ¢ detto campo di spostamento con-
&ruente con i dati cedimenti vincolari.

b) l}(froblema staticg (Fig. 1b) si pone in questi termini: assegnate le forze attive F,
(k=1.2,..) determinare le reazioni vincolari Ry (h=1,2,...,m). Stante il vincolo in-

Fo :ZFk
k

M:;OP/(XFI( )
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[l problema ¢ governato dalle equazioni cardinali della statica:

SR, +F, =0
(4)
h=1
per il postulato dei vincoli le reazioni vincolari R, sono:
Rh = Rheh (5)

Un sistema di reazioni vincolari che rispetta le (3)+(5) € detto sistema reattivo equili-
prato con le date forze attive.

o Osservazione 1. Le (1) e (3) traducono delle operazioni duali che sono state dette
di riduzione ad un polo, rispettivamente degli spostamenti e delle forze attive. Le
grandezze relative al polo O pero, appaiono in un caso a secondo membro e
nell’altro a primo membro. Questa circostanza traduce il fatto che, nel caso delle
forze, assegnate le Fy, a queste si associano univocamente le grandezze generaliz-
zate; nel caso degli spostamenti, noti u, ¢ &, da questi si determinano univoca-
mente gli spostamenti dei punti di interesse. Le operazioni inverse, invece, non so-
no univoche; nel caso delle forze il problema ¢ indeterminato (in quanto esistono
infiniti sistemi di forze equivalenti ad F, ed M) e nel caso degli spostamenti € im-
possibile (non si possono infatti assegnare ad arbitrio ghi w; in un numero arbitrario
di punti).

e Osservazione 2. 1l problema cinematico & governato dalle (2) (caratterizzazione
cinematica del vincolo) in cui gli spostamenti u, sono espressi dalla (1) (FGSR). Il
problema statico & governato dalle (4) (equazioni cardinali della statica) in cui le
R, sono espresse dalle (5) (caratterizzazione statica del vincolo). Nel primo caso la
singola condizione di compatibilita (relativa alla biella #-esima) ¢ espressa in fun-
zione delle sei grandezze di spostamento generalizzato; nel secondo caso la singola
reazione vincolare (relativa alla biella A-esima) fornisce un contributo alle sei
grandezze di forza vincolare generalizzate. Questo meccanismo ¢ alla base delle
proprieta di dualita (Eq. 2.28), come apparira immediatamente chiaro.

Si assuma ora che, in accordo alla Fig. 1, siano soddisfatte le seguenti ipotesi:

1y i poli di riduzione O di spostamenti e forze sono gli stessi nei due problemi;

2) la base ¢ la stessa nei due problemi;

3) i vincoli sono numerati nello stesso modo nei due problemi e cedimenti e reazioni
positivi sono equiversi.

Vale allora la seguente (prima) proprieta di dualita: la matrice di equilibrio e lu ma-

trice di congruenza sono 'una la trasposta dell 'altra,

B =A (6)

La dimostrazione si effettua per ispezione diretta delle due matrici.
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a) Matrice di congruenza. Utilizzando la (1), le (2) si scrivono:
sy =(ug +0x OP,) e, =u, e, + OP, xe, -0 ()
avendo permutato circolarmente i fattori del prodotto misto. Ricordando che: |
Uy =uyi+vyj+ wik

0=0i+ 9},j +0.k

e, =i+ fj+y,k (%)
i j ki

OPh X eh e xh yh Z};
Q, :Bh 7 h

con P, = (x,, Y ,z,,) , le (7) si scrivono:

a §
h B 7 h Yuln =z, Zply — XYy, X, B = v, =4S, 9)

La matrice dei coefficienti mx6 delle e ioni (9) ¢ )
B quazioni (9) ¢ la matrice di
b) Matrice di equilibrio. Sostituendo le (5) nelle (4) si ha: e €l congruenza A,

Y Re, +F, =0

h=1

D> R,0OP, xe, +M=0
h=1
Ricordando le (85), (84) e che:
F, = X,i+Yj+ 7,k
M= M i+ M j+ M.k e
le (10), proiettate sugli assi, si scrivono:

F... a, 2

B,

Vi
Yu¥n = 2,03,
ShAy = Xy

L 0B - ya, o

(10)

&<

(12)

=X

‘o

N
<
S O o o o o

BN

|
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1.a matrice dei coefficienti 6 x m nelle equazioni (12) ¢ la matrice di equilibrio B.
Dal confronto delle (9) e (12) si evince la proprieta di dualita (6).

Osservazione 3. Le ipotesi 1) e 2) circa la coincidenza dei poli di riduzione di
Spostamenti e forze, e circa la scelta della base, sono essenziali affinché valga la
dualita tra il problema cinematico ¢ statico. L’ipotesi 3), invece, pure necessaria,
assicura solo che le righe di A sono ordinate come le colonne di B; se non & soddi-
sfatta, A e B’ contengono gli stessi elementi ma hanno righe scambiate.

Osservazione 4. La dualita vale anche se nel sistema sono presenti dei bipendoli.
Le equazioni di vincolo corrispondenti risultano della forma:

O-e,=s, (sh::¢h)
mentre le prestazioni statiche associate sono del tipo:
R, = R,e, (Ry:=M,)
avendo indicato con 4 il numero d’ordine del bipendolo in questione ¢ con e il

versore ortogonale al piano cui il bipendolo appartiene. Ricordando le (8;) e-(11,)
le equazioni (9) e (12) assumono nell’ordine la forma duale:

u, L0 X, 0
v, 0 Y, 0
N e ] 0 Z 0
00 0 «a M=l L, R +4+4 91=
t h ﬂ}z 7}1 Hx H ah h MX O
S o, B M, 10
03 L Y e 1M: 0

e Osservazione 5. La proprietd di dualita traduce una relazione di eguaglianza tra

una riga della matrice A (cio¢ dei coefficienti della combinazione lineare che
esprime la componente di spostamento s, in funzione degli spostamenti generaliz-
zati) ed una colonna di B (cio¢ del contributo della reazione R, alle forze reattive
veneralizzate). Questa proprieta vale evidentemente anche quando la forza & di tipo
attivo, ad esempio Fy, e lo spostamento ¢ queilo del punto di applicazione della
forza nella direzione della forza medesima, ad esempio 77 (Fig. 1a). Infatti, osser-
vato che per 77, ed F valgono relazioni formalmente analoghe alle (2) e (5)

M =Wy €y F, =Fe,

in base alle (1) e (2.12) si puo porre:

n, =au,  f=YbF
P

con a,=b, dato da:

4 = {ak Be v Wiri—nb na—X¥e Xib ~.V/<ak}
a, & detto vettore di influenza su 1 degli spostamenti generalizzati € by vettore di
riduzione al polo della forza F,.

4
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1.3 1 sistemi di corpi rigidi

Le considerazioni fin qui fatte si generalizzano facilmente ai sistemi costituiti da piy
corpi rigidi. La Fig. 2 schematizza un sistema di n, corpi nel problema cinematicy
(Fig. 2a) e nel problema statico (Fig. 2b) in presenza di soli vincoli di biella.

(a)
Ve Y
Sy ‘
7, M,
- AR E N
"¢, ST,
])/ % (8] e FO/
0,
(b)
z AN =N
Fig. 2 (a) il problema ctnematico, (b) il problema statico per un sistema costituito da n. corpi
rigidi

All.e ipott?si 1)+3) si aggiunge la seguente:
4) i corp1 sono numerati nello stesso modo nei due problemi.
Le equazioni (1), (3) e (4) vanno ora scritte per ciascun corpo C,. Le equazioni 2)e

(?) sono felatlve al soli vincoli esterni; per quanto riguarda i vincoli interni, le equa-
zioni di vincolo sono: '

(“/} *u,’)'e,:s, (13)
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¢ le reazioni associate:

R,/ =Re,, R, =-Re, (14)
Le equazioni di congruenza del sistema hanno conseguentemente questa struttura:
vincolo h->| 0 a/, 0 0 0| u, 8,
= (15)
vincolo 1 >0 —a, 0 aZ 0{lu, S,
e quelle di equilibrio:
: . ) 4
corpo i->|... a, .. —a, ..|IR, f, 0
0 0 Ll b=l -(16)
corpo j->|... 0 .. a, ..|iR f, 0
L. 0 -J
in cui:
w =fu v wy 0, 0, 01 f={X, Y, 2z, M, M, MZ’}T(W)
am:{ar ﬂr Yy yr}/r“zrﬂr z,a, ~ Xy, xrﬂr“yrar}z r:h,l;s:i,j

dove I'indice s denota il riferimento Osx,y,z, in cui sono calcolate le coordinate ed i
coseni direttori. Nella (15) I’equazione relativa al vincolo esterno 4 ¢ la stessa
dell’equazione (9); nella (16) il contributo della reazione vincolare esterna R,
all’equilibrio del corpo C, ¢ il medesimo dell’equazione (12). L’equazione relativa al
vincolo interno di numero d’ordine / contiene termini analoghi, associati perd agli
spostamenti generalizzati dei due corpi vincolati; il contributo della reazione interna
R, ¢ analogo a quello della reazione esterna, ma compare (con segni opposti) sia nelle
equazioni di equilibrio del corpo C; che in quelle del corpo C.

Si conclude che, anche per sistemi costituiti da piu corpi, vale la proprieta di dualita
espressa dalla (6).

¢ Osservazione 6. Se Iipotesi (4) circa la numerazione dei corpi non ¢ soddisfatta,
A e B hanno colonne scambiate.

* Osservazione 7. In presenza di bipendoli le equazioni di vincolo interno sono:
(Hlj "91/)'61351 ;=g

e le reazioni associate:

R, =Re,, R, =—Re; R:=M,
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Le equazioni di congruenza e di equilibrio hanno ancora la forma (15) e (16), d
pero il vettore a, &:

a,={0 0 0 o B 5}

Ove
r=hl; s=1i,j

1.4 Altre proprieta di dualita: sistemi impossibili e indeterminati

Dalla prima proprieta di dualita (Eq. 6) discendono altre due notevoli relazioni che
legano la matrice delle autosoluzioni di un problema indeterminato, di equilibrio o dj
congruenza, alla matrice di solvibilita del problema duale. Queste relazioni sono gid
state rilevate nell’Osservazione 2.22 con riferimento a degli esempi, € sono qui dimg.
strate in generale. In sede di classificazione cinematica e statica dei sistemi (Paragrafj
1.3.3 € 2.3.2) si sono determinate le seguenti relazioni.

(a) Sistemi staticamente indeterminati/cinematicamente impossibili.
Il problema statico ammette infinite soluzioni (Eq. 2.31)

r=r,+Ry (18)

mentre il problema cinematico ammette soluzione solo se i cedimenti vincolari
soddisfano la condizione di compatibilita cinematica (Eq. 1.45)

QSZO (1(’;]
Nelle (18), (19) &

-1
[ ecfan @

dove B; e A, sono sottomatrici quadrate di rango massimo rispettivamente di B ed
A. Se si partizionano le due matrici nello stesso modo (facendo cioe corrispondere
righe di A e colonne di By), stante la dualita A=B” & anche A, =B/, A, =B]
cosicché &

Q=R’ (21)
La (21) ¢ detta seconda proprieta di dualita (o dei sistemi iperstatici). Essa stabili-

sce che la matrice di compatibilita cinematica (o di congruenza esplicita) Q é la
trasposta della matrice delle autoreazioni R.

(b) Sistemi cinematicamente indeterminati/staticamente impossibili.
1l problema cinematico ammette infinite soluzioni (Eq. 1.42)

u=u +Ugq (22)

mentre il problema statico ammette soluzione solo se le forze soddisfano la condi-
zione di compatibilita statica (Eq. 2.34)

V=0 (23)
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Nelle (22), (23) €

U:{"A‘-IA{, V:[~BzB," 1] (24)
|

Ge A, ¢ Bi sono partizioni corrispondenti di A e B, essendo B=A" & anche
B, ~Al, B, =A], dacui
v=U" (25)

La (25) ¢ detta terza proprieta di dualita (o dei sistemi labili). Essa stabilisce che la
matrice di compatibilita della statica V é la trasposta della matrice modale U.

Le relazioni precedenti possono essere sintetizzate nel seguente quadro.

Cinematica Statica
Au=s A'r+£=0
Sistemi indeterminati u=u,+Ugq r=r,+Ry
,. .
l Sistemi impossibili R's=0 U'f=0

2. Il teorema dei lavori virtuali

2.1 11 lavoro virtuale

Un aspetto della dualita dei problemi cinematico e statico € rappresentato dal teorema
dei lavori virtuali, che costituisce uno strumento, sia concettuale che operativo, di
grande importanza. In esso si considera il lavoro che I‘? forge agenti nel problema §ta-
tico (Fig. 1b e 2b) compiono negli spostamenti che si verlﬁ'cano nel problema cine-
matico duale (Fig. la, 2a). A questo lavoro si da I"attributo di virtuale,‘ volendo sotto-
lineare il fatto che, non esistendo alcun nesso di causa ed effetto tra i due problemi,
non si tratta di un lavoro effettivamente compiuto dalle forze, bensi di una.grandezza
fittizia, non avente significato fisico. Nel seguito si dimostrg il te(?remaz prima per un
singolo corpo rigido, poi per un sistema di corpi. I vincoli conslqeratl sono solo di
biella; va da sé I’estensione al caso in cui siano presenti anche dei bipendoli.

2.2 1l singolo corpo rigido

1l lavoro virtuale che le forze attive F, (Fig. 1a) compiono negli spostamenti u; dei
loro punti di applicazione (Fig. 1a) ¢, per definizione,

k

Poiché il campo degli spostamenti € rigido (¢ cioé rispettoso della congruenza interna)
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si puo esprimere uy in termini degli spostamenti generalizzati (Eq. 1); si ha quindi

L, =3 F, -(u, +6xO0P,)
k
=5F, u, +Y OP, xF, -0 (27)
k k

=F, -u, +M-0

avendo prima permutato circolarmente i fattori del prodotto misto e poi utilizzato Je
(3). Dalla (27) si evince la seguente proprieta: il lavoro virtuale compiuto da un si-
stema di forze (attive) in un campo di spostamenti rigido é uguale al lavoro virtuale
compiuto dalle forze generalizzate negli spostamenti generalizzati associati. In aitri
termini il lavoro virtuale puo indifferentemente essere espresso in termini di grandez-
ze effettive (il dato sistema di forze negli spostamenti corrispondenti) o di grandezze
ridotte ad un polo (le forze e gli spostamenti generalizzati).

¢ Osservazione 8. Perché il lavoro virtuale delle forze attive possa essere espresso
in termini di grandezze generalizzate i poli di riduzione delle forze e degli sposta-
menti devono essere gli stessi. Le grandezze devono cioé essere associate nel sen-
so dei lavori virtuali,

e Osservazione 9. Se, come caso particolare, il sistema di forze attive & equivalente
a zero (€ cioe Fo=0, M=0) il lavoro virtuale attivo ¢ nullo, anche se le singole forze
che costituiscono il sistema compiono lavoro virtuale diverso da zero.

Esercizio 1: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si calcoli il lavoro virtuale compiuto dalle
forze attive p nel campo di spostamento conseguente ad una rotazione & intorno ad 4. Si mostri
che il lavoro ¢ uguale a quello compiuto dalle forze stesse ridotte al polo B oppure A.

Il lavoro compiuto dalla forza elementare dF=pdx ¢ dL, = pdxv(x); integrando, poiché
v(x) = &x (Fig. (b), si ha:

2
. =I;p-v(x)dx=p0_[(:xdx:p0~2—

La distribuzione di forze equivale ad un’unica forza P=p/ applicata alla retta vertigale per B.
Essa compie lavoro

L, =P-ylf2)= pl-H—;—
uguale a quello prima calcolato.

Se si trasporta la risultante P in A si ha anche un momento di trasporto (orario) M = P1/2 . Il
lavoro virtuale si calcola come somma dei lavori compiuto dalla forza e dalla coppia

2!

L =Pv0)+M 0= P~O+p£2—c9

Si ottiene ancora lo stesso valore.

r
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\ P
v u
h 6 >
w1 )
« (b)

gj vuole ora dimostrare il seguente Teorema dei lavori virtua!i (T LV): il lavgrq Vir-
tuale che un sistema di forze esterne equilibrate (attive e vmcolar'z} compie in un
campo di spostamenti rigido compatibile con dai cedimenti vincolari ¢ uguale a zer;).
Nelle ipotesi quindi che valgano le (1)+(2) (spostamenti congruenti) e le (3)+(5)
(forze equilibrate) & o
L,=L,+L, =0

avendo espresso il lavoro delle forze esterne L, nella somma dei lavori delle forze at-
tive L, e vincolari L,.

Per dimostrare il teorema si sostituiscono le equazioni cardinali (4) e l:fl defsip;l21f)ne
(5) delle reazioni vincolari nell’espressione (27) del lavoro delle forze attive. 51 ha:

L, :-i(Rh ‘u, +OP, xR, -0)
h=1

(u0 -e, +0x 0P, ‘eh)Rh

(29)

u,-e,R,

T T T

I
\
s

Rys,

M~ T

avendo permutato circolarmente i fattori del prodotto misto e avendo usato le(l)e
(2). La (28) & cosi dimostrata.

2.3 1 sistemi di corpi rigidi |
| risultati sin qui ottenuti per il singolo corpo rigi@o vincolato si gqnerahzgaao ffacr1Z](;
mente ai sistemi di corpi rigidi, quali quello in Fig. 2. 11 lavoro \.llru{ale‘: elg orz
attive si ottiene sommando il lavoro compiuto dalle for.ze agenti sui singoll corpl.
Quindi, utilizzando la (1) scritta per il generico corpo G, si ha:
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L(l

i

53w

i

=

i

( F, -uy +3 OP, ka-H) (30)
x x :

I3

1

1t

M=

(Fy, -u, +M, -6,

=1

che generalizza la (27). Sostituendo nella (30) le equazioni di equilibrio (4) relative gl
corpo C, e utilizzando la caratterizzazione statica dei vincolj (5) siha:

L, =-

a

M

> (R, u, +OP, xR, -0),

r

7

r

[(uo-e, +49><OP,.e,)R,]I (31)

.
2

(u, ‘e,R,)I

It

L3 MB i} M!

1

dove si ¢ fatto uso della (1) scritta per il corpo C,. Nella (31) la sommatoria di indice »
va estesa a tutti i vincoli effettivamente applicati a C,. Complessivamente si hanno
m.+2m; termini, in quanto si hanno m, reazioni vincolari esterne e 2m; reazioni vin-
colari interne, uguali a due a due. Distinguendo i contributi, dalla (31) si ha:

Ly == u,-¢R, “2(“1/ ““1,)“3/R1
h=1 1=1 (32}
==Y Rys, = Rys,
h=1 I=1

avendo prima richiesto la caratterizzazione statica del vincolo (esterno) (5) ed
(interno) (14) e avendo poi usato le equazioni di vincolo (esterno) (2) ed (interno)
(13). La (32) generalizza la (29). 1l teorema dei lavori virtualj (28) ¢ quindi dimostrato
anche per un generico sistema di corpi rigidi.

2.4 L’identita bilineare

Del teorema dei lavori virtuali pud darsi una dimostrazione alternativa, molto sinteti-
ca, valida per un generico sistema di corpi, utilizzando la notazione matriciale anziché
quella vettoriale. 11 problema cinematico & governato dalle (1) e (2) che, in forma ma-
triciale, si scrivono:

Au=s (33)

. W, 6 0 0.5 . Vo, Wwo 0. 6, 6. }T
n nc (34)

par. 32 - 1l teorema dei lavori virtuali 107

roblema statico & governato dalle (3)+(5) che, in forma matriciale, si scrivono:
Br+f=0 (35)

Ip

dove
. 7
r={R R, .. R,} 6

2 7
f:‘{/YO1 }6‘ ZOl Mxl My] le; v XO,,E YE) ZO,,( M"nc My,,c Mzm}

stante I'Osservazione 5, il lavoro virtuale delle forze attive puo scriversi come
L,=YFn =3 Fau=y FEbu=f'u (37)
k k k

da cui, sostituendo le (33) e (35) e facendo uso delle proprieta di dualita (6) si ha:
L, =—1r'Bu=-r"Au=-L, (38)
1l teorema € cosi dimostrato. Dalle (37) e (38) segue:
fla+rr’s=0 (39)

o Osservazione 10. Questa dimostrazione del teorema fa uso in modo esplicito delle
proprieta (6) B’=A, cosicché il teorema appare essere una sua conseguenza. In
realtd si & visto che la dualita (6) e il teorema dei lavori virtuali sono due conse-
guenze indipendenti delle equazioni fondamentali (1)+(5). Cosi, se le ipo.tesi 1)+4)
dei Paragrafi 1.2 e 1.3 sono soddisfatte, sono verificate sia la dualita che il teorgma
dei lavori virtuali; se invece le ipotesi non sono soddisfatte, non sono verificati né
la dualita né i! teorema dei lavori virtuali.

e Osservazione 11. E possibile dare un’interpretazione notevole della (39) (si veda
anche I’ Appendice A.4). E noto che in algebra due problemi lineari

Ax =b
,X (40)
A'y:c

sono detti aggiunti. Per essi vale ['identita bilineare

by -e'x=0 (41)
che si ottiene premoltiplicando la (40;) per y', la (40,) per x' e poi sottraendo
membro a membro.

Stante la dualita, il problema cinematico (33) e il problema statico (35) sono ag-
giunti; il TLV (39) rappresenta l'identita bilineare del problema.

Esercizio 2: Con riferimento ai sistemi di Fig. (a) e (b) si verifichi la validita del TLV.
Il sistema & gia stato studiato negli esercizi 1.9 € 2.7. Le equazioni di congruenza sono

1 0 0 |lu, 5
0 1 0 Rvyp=40 (a)
1 0 -all @ 0
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=pa|
=l

(2) (b)
e quelle di equilibrio
1 0 1R 0 0
0 1 O KR )+ —pa =40 (b)
0 0 —al||lR| |-4pa®/3] |0
Risolvendo le (a) si ottengono gli spostamenti compatibili:
u, =5, v,=0, 8=s/a (©)
In particolare:
vy, =v,+6 4 a 4 d
= = = —9
W =VotOza=2 (d)
Risolvendo le (b) si ottiene lo stato reattivo equilibrato:
4 4
RIZEP, RZZP, R3:—§‘P (e)

Il lavoro virtuale delle forze attive é:
L, =-Pv, :~%Ps H
11 lavoro virtuale delle reazioni vincolari &
L, :R,s:%Ps (g)

I TLV & soddisfatto.

2.5 I corollari del teorema dei lavori virtuali

Si € visto che, se le equazioni di congruenza e di equilibrio sono soddisfatte, vale il
TLV. E possibile mostrare anche che, se & soddisfatto un solo gruppo di equazioni (di
congruenza o di equilibrio) ed inoltre ¢ soddisfatta I’equazione dei lavori virtuali (28),
anche I'altro gruppo di equazioni ¢ soddisfatto. In altre parole la congruenza,
Pequilibrio e il TLV rappresentano tre aspetti del problema di cui solo due sono indi-
pendenti: studiati due di essi il terzo & una conseguenza. Si dimostrano quindi i se-

par. 3.2 - Il teorema dei lavori virtuali 109

enti due corollari del TLV. In essi, ¢ opportuno attribuire ad uno dei due problemi il
significato di problema reale (quello che si vuole realmente risolvere) e all’altro di
roblema virtuale (quello che st introduce per poter applicare il 7LF). Cosi le gran-
dezze implicate vengono dette grandezze reali (f, r oppure u, s) e grandezze virtuali

(Su. Ss oppure of, or).

1° Corollario (degli spostamenti virtuali). Se un sistema di forze attive e vincolari
(£, r) compie lavoro nullo in ogni campo virtuale di spostamenti e cedimenti vincolari
el

congruente (Su, 8s), il sistema di forze ¢ equilibrato.

2¢ Corollario (delle forze virtuali). Se un campo di spostamenti e cedimenti vincolari

(u,s) é tale che ogni sistema virtuale di forze equilibrato (of, or) compie in esso la-
voro nullo, il campo di spostamenti é congruente.

[ corollari si dimostrano come segue. Nelle ipotesi del primo corollario e:

L=f"ou+r'&=0  V(ou&)Adu =% (42)

Sostituendo a s la sua espressione e ricordando che A=B’, si ha:
L=(Br+f) su=0 Vou (43)
da cui r ed f sono equilibrati (Eg. 35). Nelle ipotesi del secondo corollario é:
L =8t"u+or's=0  V(oF,0r)Bor + o =0 (44)
Sostituendo a SF la sua espressione e ricordando che B'=A, si ha:
L =o' (s~ Au)=0  Vor (45)
da cui u ed s sono congruenti (Eq. 33).

o Osservazione 12. Tenuto conto del 7LV e dei suoi corollari pud affermarsi che:
CNES per I’equilibrio di un sistema di forze esterne ¢ che esso compia lavoro vir-
tuale nullo per ogni campo di spostamento e cedimenti vincolari congruenti; CNES
per la congruenza di un campo di spostamenti e cedimenti vincolari ¢ che ogni si-
stema di forze attive e vincolari equilibrato compia in esso lavoro virtuale nullo.

¢ Osservazione 13. I due corollari del 7LV rappresentano uno strumento operativo
importante. Il primo corollario stabilisce che le equazioni di equilibrio di un dato
problema (reale) possono essere ottenute dal 7LV imponendo la congruenza del
campo (virtuale) di spostamenti; in questo modo un problema di equilibrio puo es-
sere trasformato in un problema cinematico. In modo duale, il secondo corollario
stabilisce che le equazioni di congruenza di un dato problema (reale) possono esse-
re ottenute dal 7LV imponendo I'equilibrio del sistema (virtuale) di forze; in que-
sto modo un problema cinematico pué essere trasformato in un problema di equi-
librio.
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e Osservazione 14. Se il sistema & cinematicamente/staticamente determinato |
matrici A e B sono invertibili. Cosi nella (42) ¢ on = A'& che, sostituite nella
equazione dei lavori virtuali, fornisce .

(%T(r-!- B“f):O V& (46)

da cui r=-B'f: si ricavano cosi le reazioni vincolari. In modo duale, nella (44,

¢ or=-B 'S che, sostituita nell’equazione dei lavori virtuali, fornisce

cSl'T<u-A'ls):0 v oF (47

da cui w=A""s; si ricavano cosi gli spostamenti generalizzati. Questo metodo ¢

alla base dei procedimenti di calcolo sviluppati nei Paragrafi 3.1 e 3.2. Un esempig
¢ mostrato qui di seguito.

Esercizio 3: Si applichi la metodologia dell’Osservazione 14 al sistema cinematicamente/ stati.
camente determinato dell’Esercizio 2.

Le Fig. (a) e (b) dell’Esercizio 2 rappresentano due (particolari) problemi reali. Accanto a que-
sti occorre considerare i problemi virtuali duali, in cui tutti i termini noti (cedimenti vincolari ¢
forze attive generalizzate) sono diversi da zero. Questi sono rappresentati nelle seguenti Fig. (c)
e (d)', dove 8X,, OY, e M sono le forze attive F ridotte al polo O. ‘

F
5VHT B(,[E§ 53‘1 / /EE\ 5R3
H N
(§‘S2 \ 5ML/‘A 5Y()
O=A ks > > \;“
%}/ §S| 5R1 % 5X0

OR;

(© (d)

a) Problema statico. Si vuole risolvere in modo indiretto il problema statico (reale) in Fig. (b)
risolvendo invece il problema cinematico (virtuale) in Fig. (¢). L.’equazione dei lavori vir-
tuali (42) si scrive:

L, =-Pbév, +R 3, +R,5, + RS, =0 Vév,,d, congruenti (i)

Le grandezze cinematiche virtuali &vy e &, (h=1,2,3) (Fig. ¢) soddisfano le equazioni di

congruenza

10 0 |[su] (&
0 1 0 [ovt={a, @
10 -allo0] |ds

! La numerazione di figure e formule & sequenziale a quella dell’esercizio 2.

|
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Risolvendo si ottiene:
Suy = 8, O, =&, 80=(d, -d,)/a ()
ed in particolare:
4 4
vy =5v0+§c156’=&92 +§(&9, -3,) (m)
sostituendo dvy nell’equazione dei lavori virtuali si ha:
L =(R1—%P)&s, +(R2—P)&2+(R3+%P)&s3 =0, Vds, (n)

Dovendosi separatamente annullare i coefficienti di ds; si ottengono le reazioni vincolari

(e).

b) Problema cinematico. Si vuole risolvere in modo indiretto il problema cinematico (reale) in
Fig. (a), risolvendo invece il problema statico (virtuale) in Fig. (d). L’equazione dei lavori
virtuali (44) si scrive:

L, = X, u, + S, + SME + 6R;s = 0, VX,,0Y,,0M,0R, equilibrate (0)
Le grandezze statiche virtuali 6R, (Fig. d) soddisfano le equazioni di equilibrio
1 0 1 |[oR ax, 0
0 1 O KSR, }+:6Y =40 )
0 0 -alldR, oM 0
Risolvendo si ottiene:
OR, = -8X, - SM/a, OR, =-6Y,, OR, =M/a (@
Sostituendo SR, nell’equazione dei lavori virtuali, si ha:
Le'=6X0(u0—s)+5Y0v0+5M(6’—s/a)=0 v ax,,8Y,,0M )

Dovendosi annullare separatamente i coefficienti delle forze generalizzate, seguono le (c).

3. Applicazioni del teorema dei lavori virtuali

3.1 Reazioni vincolari e sollecitazioni di sistemi staticamente determinati

Come si & detto nell’Osservazione 13, un problema (reale) di equilibrio pud essere
trasformato in un problema (virtuale) di congruenza applicando il TLV. Se il sistema ¢
staticamente determinato si pud applicare il procedimento descritto nell’Osservazione
14 ¢ ricavare le reazioni vincolari incognite cosi come si & fatto nell’Esercizio 3(a).
Ovviamente I’onere computazionale non diminuisce rispetto ad un approccio diretto,
perché invece di invertire la matrice B € necessario invertire la matrice A. Il metodo,
comunque, puo risultare vantaggioso quando si vogliono calcolare non tutte le reazio-
ni r ma solo alcune di esse. In tal caso, non ¢ necessario assegnare al sistema virtuale
il piti generale sistema di cedimenti vincolari &, come fatto nell’Esercizio 3(a), ma
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basta assegnare i soli cedimenti 8sy, associati alle incognite Ry, che si vogliono degey.

minare. Cosi, ad esempio, nello stesso Esercizio 3(a), assegnando il solo 8,20, cgy

ds)=ds3=0, 'equazione dei lavori virtuali (h) fornisce immediatamente la sola reazig.

ne R;. Se il numero delle reazioni vincolari da determinare ¢ piccolo e il problem,

cinematico puo essere risolto per via grafica (assegnando un cedimento &s;, per voly

come detto nell’Osservazione 1.20), si pud in questo modo ottenere un notevole .

sparmio di calcolo.

Nelle applicazioni si procede quindi come segue:

I.  Si assegnano al sistema i cedimenti vincolari arbitrari Ss, (h=1,2,...,p) associay
alle p reazioni vincolari R, da determinare.

Il Si determinano gli spostamenti generalizzati su= A& compatibili con i cedi.

menti vincolari; questi dipendono dai p parametri arbitrari s,

Si impone che valga I'equazione dei lavori virtuali per ogni Js,; si ottengong

cosi p equaziont, ciascuna contenente una diversa incognita Ry,

1L

Esercizio 4: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si determinino M, e ¥,

iTY/) H 56
F @
h
M 5%,
0, 006,
/&—V\z 0y
a b
(a) (b)

Accanto al sistema reale di Fig. (a) si considera quello virtuale di Fig. (b) dove si assegnano |
cedimenti virtuali ds, e s, in cui M, e Y;, compiono rispettivamente lavoro. Detti £ ed F i punti
medi dei lati 4D e BD, I’equazione dei lavori virtuali si scrive:

L=1L,+L,=(-padv, - phov, - M6, )+ M &, +Y, 5, = 0 @

Sfruttando I’Osservazione 1.20, gli spostamenti dv,, vy e 56, possono essere calcolati sovrap-
ponendo gli effetti derivanti dall’applicazione dei singoli cedimenti &, e ds,. Cosi operando,
detti &v". &) e 565" (j=2.6) i valori assunti rispettivamente da Svy, ovy e 56 nel cedi
mento virtuale &5, ’ELV (a) assume la forma:

(~ padvi?) — pbsv® — MSOP + MA5S2)

+ (— padvi® — pbsv'” — M5O + Y,)dsﬁ) =0

T
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pall’esame della (b) segue che, poiché gli spostamenti @ﬁf’,&v‘ﬂ" e (505"” dipendono linear-
mente da &), il lavoro virtuale compiuto dalla singo!a toazibng R, (nel Sl RQ:/'WA' ed
R=1D) eguaglia il lavoro che le forze attive compiono negl spostamentl -v1rtuall 'ass‘0c1at1 al
cedimento ds,. Questa considerazione consente di ‘calco'la're la singola reazione R{ mdlpenden-‘
remente dalle altre: ¢io si otfiene scrivendo PELV in c.u1 si .assuma q}uale campo di spostamenti
congruexiti quello derivante dal cedimento virtthale (53;, in Cl.ll R, com'ple lavoro. ’ -

per il calcolo di M, ¢ dunque sufficiente applicare il cedimento virtuale ds,. Dall’analisi della
cinematica (Fig. ¢) siha

I N Y S 7 S ) (©
vy :2(5‘%’ rlES % 2 ST g%
da cui segue UELYV )
2
a a a i
e ZEM, G, =0 Y, (d)
( p2 pb‘2+Mb+ AJ o e
da cui si ricava M
a 3 a
M, :pvgf(a+b)~M}; (e)
Cix
o0, . 50,
/ a)
Al 1+ —
15
2 o

(¢)

Per il calcolo della reazione V), si applica il cedimento 8. L analisi della cinematica fornisce
(Fig. d)

) oo " I
Sy =0, &Y =6, 50 =~ 3, ()

b
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e
Utilizzando le (f), PELV si scrive
b M
(%‘P5+2J&f: v, @
da cui
b M
Y, =p——-—
D P2 b (h)

Agli stessi risultati si perviene ovviamente sostituendo le (c) ed (f) nell’ELV (b), ed uguaglian.
do separatamente a zero i coefficienti di &, e Sse.

2]
A

Cl

i
—N

TEd

@)

Ll
K

T

o ovy

e Osservazione 15. L ’Esercizio 4 ha mostrato che, se si vogliono determinare p re-
azioni vincolari, basta procedere per sovrapposizione di effetti, assegnando al si-
stema virtuale un cedimento vincolare per volta. Peraltro, poiché I’ampiezza dei
cedimenti & arbitraria, & possibile assegnare ad essi un valore convenzionale, ad
esempio unitario. Cosi, per determinare una reazione vincolare esterna si assegna
uno spostamento (o rotazione) virtuale assoluto uguale ad 1; per determinare una
reazione vincolare interna si assegna uno spostamento (o rotazione) virtuale relati-
vo uguale ad I; per determinare una sollecitazione interna si assegna una distor-
sione virtuale uguale ad 1. I tre esempi che seguono chiariscono il procedimento.

Esercizio 5: Sullo stesso schema dell’Esercizio 4 si calcoli la reazione Ri=Y,.

Con riferimento all’Osservazione 15, assegnando al punto 4 un abbassamento unitario &s;=1 ed
assunto per la reazione Y, un valore positivo se diretta verso I’alto, I’equazione dei lavori vir-
tuali si scrive:

-Y, - pav, — pbv; — M0, =0

dove I’apice vuole ricordare che gli spostamenti in questione sono associati ad un cedimento

. .y . 15
3.3 - Applicazioni del teorena dei lavori virtuali
Par. < -
. : . .  ha:
seari ’analisi della cinematica (Fig. e) sl
gnitario- Dal ) N
vy ==l vp= 5 o, =%
: ' ELV fornisce
Per cut , y |
Y,=p a+§ -Mo
'V‘OO
(e
Vi R
LT L (,\,;/y/\%\‘),//
wow oow o W ‘62
Esercizio 6. Con riferimento allo schema in Fig. (a) si calcoli il momento Mp.
BEREEEE R R
1
2 i N
7///)/// T (b) Vi

(@
Adottando quale sistema Vi
ciato (Fig. c) fornisce:

rtuale quello di Fig. (b), la soluzione del problema cinematico asso-

da cui I’equazione dei lavori virtuali si scrive: 2
!

M, =-plvy—plvi==p7
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avendo indicato con £ ed /i punti medi dei semiarchi (Fig. a).

A M B D

(a)

- - R T B 7 VR 1) 2

s ” IS A

Assegnando nella sezi i i itari i
g €zione .5 una distorsione angolare unitaria, I'assetto variato della struttura &

qu.ello di’Fig. (t'>). Detti C=4S, C=SB, C;=BD, C,=DE i corpi coinvolti nel cinematisma
(Fig. b), I'equazione dei lavori virtuali si scrive -

12 43y 52y 3
Mg 1= pl [vidx+ Jv;dx+ [vidx + fv;dx):O
0 if2

(C (52)1

da cui si ottiene:

g /\C3 Cw=D @ E

D

(b)
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3.2 Spostamenti di sistemi cinematicamente determinati

Del procedimento descritto nel Par. 3.1 puo darsi una versione duale. Se si vogliono
calcolare gli spostamenti di un sistema cinematicamente determinato compatibili con
cedimenti vincolari e/o distorsioni assegnate (problema reale), applicando il TLV si
a0 invece risolvere un problema (virtuale) di equilibrio. L’Osservazione 14 e
I"Esercizio 3(b) hanno descritto il procedimento; in esso, in luogo dell’inversione
della matrice A ¢ richiesta |’ inversione della matrice B. Il metodo risulta effettiva-
mente vantaggioso quando si vogliono calcolare non tutti gli spostamenti generalizzati
u. ma soltanto alcuni di essi. In tal caso non ¢ necessario applicare al sistema virtuale
il pitt generale sistema di forze of come fatto nell’esercizio 3(b), ma basta applicare
le sole forze 85X, ,6Y, .M, associate alle incognite u, ,v, .0, che si vogliono de-
terminare. Cosi, ad eéempio, nello stesso esercizio 3(b), applicando solo la coppia
SM=0. con Xy=0Y,=0, I’equazione dei lavori virtuali (r) fornisce immediatamente la
rotazione 6. E opportuno sottolineare che il 7LV fornisce gli spostamenti (reali) dei
punti di applicazione delle forze (virtuali); puo quindi essere conveniente applicare le

forze direttamente ai punti di interesse invece che calcolare prima gli spostamenti

generalizzati. 11 procedimento risulta particolarmente vantaggioso se il numero delle

componenti di spostamento da determinare ¢ piccolo e se & possibile determinare, uti-

lizzando ad esempio un metodo strategico, le sole reazioni vincolari che compiono

lavoro virtuale non nullo nei cedimenti reali. Nelle applicazioni si procede come se-

gue:

. Siapplicano al sistema le forze attive 6F (k=1,2,...,p) associate ai p spostamenti
1, da determinare.

1L Si determina lo stato reattivo &r =B '8l equilibrato con le forze attive; questo
dipende dai p parametri arbitrari 0F.

I1I. Si impone che valga {’equazione dei lavori virtuali per ogni oF,; si ottengono
cosi p equazioni, ciascuna contenente una diversa incognita .

Esercizio 8: Con riferimento al problema cinematico di Fig. (a) si calcoli lo spostamento relati-
vo Au tra i punti E ed F (positivo se di avvicinamento) nonché I’abbassamento v del punto F.

D

ol oF,
oF,

(a) (b)
Al fini della soluzione del problema si assume lo schema virtuale di Fig. (b). In modo duale a
quanto fatto nell’esercizio 4, anche in questo caso, ¢ possibile operare per sovrapposizione de-
ali effetti. Detto infatti 8Y” (j=1,2) la reazione virtuale in B associata alla forza 6F; 'ELV
OF v, +O0F,Au~0Y,5=0 VoF,, oF, (a)
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si scrive:
(8Fve = 8Y\s)+ (5F, Au SYVs)=0  VF,,oF, (b)

Osservato che 8Y\” dipende linearmente da OF;, segue che il lavoro virtuale compiuto daljs
singola forza SF) nel corrispondente spostamento incognito eguaglia quello che la reazione vip.
colare ad esso associata compie nel cedimento vincolare assegnato. Questo consente di calco.
lare ogni spostamento incognito indipendentemente dagli altri: cio si ottiene scrivendo 'ELI" i,
cui lo stato equilibrato virtuale ¢ quello derivante dall’applicazione della forza oF; associatg
(nel senso del lavoro) allo spostamento incognito che si desidera valutare.

Ad esemplo, ai fini del calcolo di vy, applicando la sola forza SF, (Fig. ¢) si ha

2V =0 = &P =0

t+2

, ] )
LMY =0 = ST = 5 oF,
2
Lo stato di reazione completo ¢ illustrato in Fig. (d). L’equazione dei lavori virtuali:
- 8Y"s+SFv, =0 (d)
fornisce:
s
v/.' = 5 (ei

Analogamente, per il calcolo di Aw, facendo riferimento allo schema di carico in Fig. (e), le
equazioni di equilibrio strettamente necessarie al calcolo di 8Y si scrivono:

2P =0 = axP =0

142

. s , 1 v
ZMP =0 = sYP = 5 oF,
- 2
Lo stato di reazione completo ¢é illustrato in F ig. (). L’equazione dei lavori virtuali,
~ Y s+ SF,Au =0 )
tenendo conto della (f5), fornisce:
P
Ay == (h)

2

Agli stessi risultati si perviene ovviamente sostituendo le (c,) ¢ (f,) nella (a) ed uguagliando
separatamente a zero i coefficienti di 5F, e OF,.

D 2| 1o

SF) 5112
A B

A ;
ez o

Lo 15
(c) T he (d) TaF] .
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SF,/2  OF,/2
(R

< e
OF. 2 oF 2
=y SF, 1 5F OF
© (

Osservazione 16. I Esercizio 8 ha mostrato che, se .si vogl.iono dgterminare P spo-
stamenti, basta procedere per sovrapposizione degli .effettl‘, ‘appllcando a! 51st§ma
virtuale una forza attiva per volta. Peraltro, poiché l’1r}tens1ta della forz_a ¢ ar.bltr'a-
ria, & possibile assegnare ad essa un valore conve.nzmnz.lle, ad esempio umtaqo).
Cosi, per determinare uno spostamento assoluto si apphcg una forza (o coppia
virtuale uguale ad 1; per determinare uno qustamgto rel‘atlvo tra due punti si Czilp-
plicano ai due punti due forze (o coppie) virtuali uguali ad 1 ed opposte. I due
esempi che seguono chiariscono il procedimento.

Esercizio 9: Si calcoli I’abbassamento v, del sistema in Fig. (a).

E
%lek,
F
(a)
D B
A ) 7N

Si considera il sistema virtuale in Fig. (b). Occorre calcolare la reazio’ne v1_rtua.le Y ,:'j (1?szla la
reazione che compie lavoro nel cedimento assegnato s) conseguente all apphcamgne e .adi(éraztz;
unitaria applicata in E (Fig. b). Con riferimc?nto‘alle notazioni di F;g. (_c) fdove si .sor;c)d;ne cate
con Dapice le grandezze derivanti dall’appllcgzmr?e della forza unitaria) le equazion q
brio strettamente necessarie al calcolo di Y si scrivono:

5

LMy=0 = Rp=—"
2

1
2My=0 = Yi=7
1+2

I.’equazione dei lavori virtuali &
v, -Yis=0

Sostituendo ad Y, il valore trovato, si ha

1
v, =—8§

4
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T

®) o/ © £

l v

|
Yy X TYB'

Esercizio 10: Sullo stesso schema dell’esercizio 9 si calcoli lo spostamento relativo tra F e G

Indicato con Av lo spostamento richiesto, positivo se di avvicinamento, lo schema virtuale as-
g. (e) le equazioni di equi-

spc@ato risulta quello di Fig. (d). Con riferimento alle notazioni di Fi
librio strettamente necessarie alla valutazione di Y, risultano:

V2

LMp=0 = S v

2Mi=0 = V=

1+2

oo | Ly

L’equazione dei lavori virtuali si scrive:
1-Av-Yis=0

da cui, sostituendo ad Y, il valore trovato, si ottiene:

Av = —g.

(d) (©

> X
1T Y”)l
<..____

v, T‘
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11 Sistemi cinematicamente/staticamente impossibili

Gj & gia visto (Par. 1.3.3, 2.3.2) che se il sistema € cinematicamente (staticamente)
,:,_]possibile il problema cinematico (statico) ammette soluzione solo per particolari
-edimenti vincolari (forze attive). Le condizioni sotto cui il problema algebrico, di
{orma 1on normale, ammette egualmente soluzione sono dettate dal teorema di Rou-
ché-Capelli (Par. 1.3.2), una particolare forma del quale ¢ espressa dall’Osservazione
1.15. Quest’ultima, alla luce del TLV, ¢ suscettibile di una notevole interpretazione
meccanica.
2) Sistemi cinematicamente impossibili.
Si consideri dapprima un sistema (reale) cinematicamente impossibile. 1l sistema
(virtuale) duale ¢ staticamente indeterminato, cosicché esistono infiniti stati vir-
tuali equilibrati; in particolare, anche in assenza di forze attive 6f=0, esistono infi-
niti stati reattivi autoequilibrati ér ,, tali che Bor, =0. Per il secondo corollario
del TLV gli spostamenti sono compatibili se’

L,=6r;s=0 Yo, Bor, =0 (48)

essendo L,=0. Dunque, un problema cinematicamente impossibile é risolubile se, e
solo se, i cedimenti vincolari sono tali che il piu generale stato realtivo autoequi-
librato compie in essi lavoro virtuale nullo. La (48) non ¢ altro che la gia citata
condizione di solvibilita dell’Osservazione 1.15, che discende direttamente
dall’identita bilineare (si veda 1’Osservazione 11). Ricordando che (Eq. 18)
or, = R3Sy , la (48) si scrive (si veda anche I’ Appendice A.4)

Sy'R's=0 &y (49)
da cui seguono le condizioni di solvibilita (19) R’s=0, in accordo alla seconda

proprieta di dualita (21).

Esercizio 11: Si determinino le condizioni sotto le quali il problema cinematico in Fig. (a) am-
mette soluzione.

/\—‘*-—‘) .
S, OX

(b)

Si tratta del sistema gia studiato negli esercizi 1.13 e 2.10. Il pit generale stato reattivo virtuale
¢ rappresentato in Fig. (b) (da confrontare con la Fig. (d) dell’esercizio 2.10); in esso le re-
azioni orizzontali sono uguali e di segno opposto, mentre quelle verticali sono nulle.
L’equazione dei lavori virtuali si scrive:

(s2 —51)5,1':0 Voy

da cui la condizione di compatibilita & s,=s,, come gia trovato nell’esercizio 1.13. Si noti che,

: Questa forma del TLV ¢ anche detta in letteratura reorema dei lavori virtuali complementare
(TLVC).

—y
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come gia osservato, eventuali cedimenti vincolari verticali sono arbitrari in
b

verticali sono nulle. Apantore renziog

b) Sistemi staticamente impossibili.

Si consideri . . .
o mcl)nlmdzrl ;ia;?prl‘ma un sistema (reale) staticamente impossibile. II sistemg
ale) duale ¢ cinematicamente indeterminato, cosicché esistono infiniti

vn.'tuali cgmpa-lt'ibili; in particolare, anche in assenza di cedimenti vincolari 53\211;1
esistono infiniti spostamenti compatibili Su q» taliche Adu, =0. Per il prim o
rollario del TLV le forze sono equilibrate se ! . Pl 4
L =f'6u = =
= ou =0 VYéu,|Adu, =0 (50)

essendo L,=0. Dunque, un problema staticamente impossibile ¢ risolubile se. o SiStemi rigidi ad elaStiCiti“ concentrata:

$0L0 ‘SE’ ‘ef[ ze aitive ¢c ]p[ C avorc tuaie uilc E‘l‘ g’E [15 ¢ pO Lﬁ

spostamenti compatibile con cedimenti vincolari nulli. Stati locali di deformaZione ¢ tenSione

Ifal 5(501)] ncci)}l e altro.che la gia citata condizione di solvibilita dell’Osservazione
15, che discende direttamente dall’identita bilineare (si veda I’Osservazione 11)

Ricordando ch . . ‘ !
A4): che (Eq. 22), du=Udq, la (50) si scrive (si veda anche I’Appendice

TyTe _
qUT=0 VY& (51) 1. Introduzione

da cui seguono le condizioni di solvibilita (23

7, N «
et i doalia (30 ) U'f=0, in accordo alla terza pro-

1.1 Limiti del modello rigido

Esercizio 12: Si determinino le condizioni sotto | i L 1l modello rigido rappresenta una schematizzazione estrema del comportamento mec-
soluzione. ¢ quali il problema statico in Fig. (a) ammette canico delle strutture. Come si & visto, perd, pur essendo cosi semplice, fornisce ri-
—a_ .spostg ad importanti p'rol?lemi, qua.li quello cinematico e sta?iclo. Si sono tuttavia gia
' individuate delle classi di problemi dove I'uso del modello rigido non conduce ad al-
cuna risposta, oppure lascia qualche grado di indeterminazione nella soluzione del
problema stesso. Si pensi ad esempio ad un sistema cinematicamente impossibile,
dove cedimenti vincolari generici sono incompatibili con I"ipotesi di rigidita dei corpi
costituenti il sistema. [l comportamento qualitativo della struttura € invece chiaro da
rilevazioni sperimentali: i corpi si deformano ed il sistema trova una nuova configura-
A zione compatibile con i cedimenti assegnati. Questo comportamento non pud ovvia-
l F, mente essere descritto dal modello rigido, che presuppone I’invarianza della forma dei
corpi. Problemi di questo tipo, quindi, vanno necessariamente affrontati ricorrendo ad
s @ %/’/W (b) un modello pill ricco, e quindi pilt complesso.

f(i)gattf{ del sistema gia studiato negli esercizi 1.12 ¢ 2.11. 11 p/il‘l o ' _ Si gensi poi ad un s.iste.:ma 'statice%mente inQeterminaFo, dpye gl.i stati rgattivi eguili-
’Patlbl_le' con cedimenti nulli ¢ rappresentato in Fig. (b) (éga c gcampo di spostamenti brati con una data distribuzione di forze attive sono infiniti. Qui non esistono rileva-
ﬁ?‘l*lqizzrif)féodeli'11a2v)(’)rieviff§sli.5t‘? in’ una rotazione di arﬁpiezza argli]tra(;?;argq Ci(:lntolr?\oFf 2'3 zAi'oni spe_rime.ntali, non essendo\ ‘possibile misur.a e df:l!e e Com.u nque,
all st scrive: ‘ I'indeterminazione della soluzione ¢ in contrasto con i principi della meccanica de-
L =(F~-F)asg=0 v terministica: il .model'lo rigido g‘ttri.b‘uiretfbe infatti al caso l’gffettiva ‘dist‘rib‘uzione
da cui la condizione di equilibrio & F\of . ) B df‘:lle forze reatgve. Risulta percio piu raglonevgle pensare chg il modello sia insuffi-
ze di intensita e direzione arbitrarielz;p ;iicc:;)tn;ei I%’lgtmvato nell’esercizio 2.11. Si noti che for- ciente a deter'mmare la solu.210ne del problgmq, in quanto non tiene conto dgl ff.lttO che
vincolari; queste forze infatti compiono lavoro mull P?SSOHO essere equxhbr'ate da_lle reazioni I«? forze reattive sono assoma'te a deformazlqnl del s.1ste¥na. Anche problemi di questo

0 nel campo di spostamenti descritto da . tipo, dunque, vanno affrontati con modelli piu sofisticati.
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e o ive i ortamento meccanico del materiale
I'due esempi illustrati sono entrambi relativi a sistem; ipervincolati e forniscong ls aspetto. il legame C?St‘tunvo’;he ﬂ?;fg;z l(liicgsggsizione, ’analisi verra condotta in
misura pit eclatante dei limiti del modello rigido. Comungque, anche limitandos; | di cui ¢ costitulto I organo. fr Zl enérico organo deformabile, considerato avulso
trattare sistemi isovincolati, per i quali i problemi cinematico € statico ammettono questo capitolo con ”fe”m?n Ol gitolo TS ) G e e e
soluzione unica, si vede che la risposta del modello rigido ¢ solo parziale. Nel caq dal sistema (an'a/.z,s‘.l {ocale), ne dC?p abili (cmalisi globale)
statico, infatti, non ¢ possibile determinare la deformazione del sistema consegueny | sistema di corpi rigidi ed organi deform
all’applicazione delle forze attive; nel caso cinematico, invece, si perviene ad una g, ) i def e
luzione unica solo in quanto i cedimenti dei vincoli (che possono assimilarsi a delile 1.3 Organi deforma ‘ ) : . o P
deformazioni localizzate) sono supposti noti, e non sono il risultato dell’applicaziop, Si considerano organi deformabili monodimensionali, la cui config §
di forze.

: , o A one
imente definita dalla posizione di due nodi termlnah“dot.ati di (;rlseir‘z;crzi;me
iy i ’ lemento) sia sollecitato esclu
“ig. 2a). Si ne inoltre che I’organo (o ele
e i e ppic i i i inali (Fi . Anche se questa classe non
1.2 Modello a deformabilita concentrata: analisi locale e globale da forze o coppie applicate ai nodi terminali (Fig. 2b) q

rcne 1 ] ?i b p p u via S pal -

) : i i travi.
simato, superi i limiti del modello rigido. Il modello piu corretto appare quello ( ticolari notevoli, quali le molle e le .
corpo deformabile (detto anche 4 deformabilits diffusa). Tuttavia esso richiede 0 Oy y M—Dﬂ‘,
I’introduzione di notevoli complicazioni formali; in particolare conduce alla SCritturg “EA Cons /] DA SR ts
di equazioni differenziali, anziché algebriche (& cio¢ un modello continuo, invece che | ii R Up . t%}— =Rt B
discreto). Un passo intermedio, che permette dj trattare il problema ancora come alge. -4 B “

my

e ’
‘ e ¢ (b)
Rispetto al modello sin qui studiato, viene quindi rilasciata ipotesi di indeformability (a) .

v

Fig. 2 Organo deformabile: (a) spostamenti, (b) sollecitazioni
indeformabilita dei corpi. Il modello, oltre a dare informazioni quantitativamente utili ’

iyt gy A . e . . o ione
da un punto di vista Ingegneristico (se, ad esempio, i corp1 sono piccoli rispetto alle 2. Cinematica: analisi locale della deformaz

dimensioni globali del sistema), ha il pregio di preservare tutte e caratteristiche qua-
litative del modello a deformabilita diffusa. Esso permette quindi di illustrare in modo

2.1 Misura della deformazione
semplice tutti i principi fondamentali della Scienza delle Costruzioni.

i 1 1 ispettive rota-
Siano uy e uy gli spostamenti (assoluti) dei nodi 4 e B‘e. HA- (? Oy IZ r'1sv;2§10ri
!I f/’ioni (aésolute). [a posizione relativa di B rispetto ad 4 ¢ individuata dai

1
Au=u, -u,, A0=6,-0, (1

i 1 ' i na all’elemento uno spo-
e, che definiscono il gradiente dello spostamento. Se si asseg

indeformata stamento rigido di polo 4, &: o
llB:llA +9/1XAB, 9}3:0‘4
igi = diente,
a cui corrisponde un gradiente rigido Au, =6, x AB=0,A6, =0. 1l gradi

. g : io sottrarre al gra-
configurazione zione. Per ottenere una misura della deformazione pura ¢ I}ec.essar; due nuove grgan-
7 tone. : . e N on
z defi ‘ | 4 ico (1), il gradiente rigido. Cosi facendo si de inisce
eformata organi diente generico (1), nto & rigido: &=Au-Au,,
2L ~ deformabili | dezze che si annullano quando lo spostame
K =A@ - A8, , ovvero:
Fig. 1 Sistemq rigido a deformabilits concentrata
g:uB——llA—HAXAB (3)
L’analisi del modello a deformabilita concentrata richiede, come per i sistemi rigidi, k=0, -0,
lo studio degli aspetti cinematici e statici. Inolre richiede I'introduzione di un nuovo ‘
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Esse prendono rispettivamente il nome di vetrore deformazione lineare &, e vero

curvamira K, e costituiscono una (ma non I’unica) misura della deformazio’ne La d"‘e
formaz1(§me & ha dimensioni fisiche di una lunghezza [L], la curvatura x di un 'num .
puro [L7]. Le (3) sono dette equazioni di congruenza locale (dove ’attributo “loca?:?

st riferisce al fatto che e i i
sse valgono per un particolare organo, e non “in grande”

I’mtero sistema). > ber

e Osservazione 'l. Dalle (3) si rileva che i vettori deformazione ¢ e x sono rispetti
:ifamente ugua.h allg spostamento e alla rotazione di B, visti da un osservatore sofi.
ale ad 4, se infatti & u =6, =0, dalle (3)siha e=up, x=0;.

2.2 Matrice di congruenza locale

Le (3) vengono poste in forma scalare proiettando i vettori sulla base locale
(e..e, e, ) (Fig. 2), dove e, ¢ collineare al segmento AB. Posto

£=g.€e + £, +¢.€,

K =K., +ke +K.e,

Uy =uye +v,e +wye, (H=A4,B) .
Oy =0y e, + eﬁye,v +6, e, (H=4,B)
poiché risulta:
ex ey €.
0,xAB=0, 0, 0, :1(9[,2% -0, ez) (5)
I 0 o0 |
dove /=|AB| ¢ la lungh ’ ioni di
Scrivong: [ unghezza dell’elemento, le equazioni di congruenza locale (3) si
ExSUp—Uy, Ey=vy v, 0,1, &, =wy—w,+0,1
K, = 9/3, “‘9,4,’ K, = 6)3» “9,4‘ » K, =6y -0, ©
Le (6) possono anche porsi nella forma matriciale
£=Du
7
dove .
e=1{¢ £ :
{e. & & x x x| (8)
¢ il vettore 6x 1 della deformazione locale,
u = {uA Vi Wy 9,4, HA‘ 9/1:; Ug vy wy QBX Oy Oy }T )

T
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¢ il vettore 12x 1 dello spostamento locale e

(10)

. . . . . e |
¢ la matrice 6x 12 di congruenza locale.

2.3 Stato di deformazione piano

Se gli spostamenti u, € up SONO paralleli al medesimo piano med inoltre 8,4 € 85 sono
ortogonali a 7, lo stato di deformazione ¢ detto piano. Assumendo (e, ,e ) come
base su 7, le uniche componenti non nulle della deformazione sono &, &, € k.. Posto,
per semplicita di notazione:

E, =& &£, =7, K. =K, 9H229H (H:A,B) (1
le (6) forniscono:
E=uy—uy y=vp-v, -0, k=0,-0, (12)
Nelle (7) & quindi
e={e ¥ K}T, u={u, vy 05 uy vy HB}T,
(13)

D=| . -1 -7 . 1
-1 . .1

Delle tre componenti del vettore &, & & detta deformazione assiale, o allungamento, o
elongazione; y & detta deformazione a taglio, o scorrimento angolare; x ¢ detta cur-
vatura flessionale. 11 loro significato geometrico ¢ illustrato in Fig. 3, dove tutte le
grandezze assumono segno positivo.

e Osservazione 2. Nella definizione di deformazione si ¢ supposto che I’elemento
deformabile abbia dimensione finita. Conseguentemente, a causa della rotazione
rigida, la deformazione ¢ non coincide con lo spostamento relativo Au. Se pero la
distanza del segmento AB & piccola rispetto ad una dimensione caratteristica dei
corpi rigidi a cui ’elemento ¢ collegato, il contributo della rotazione rigida ¢ tra-
scurabile rispetto agli spostamenti dovuti ad esempio alle rotazioni dei corpi. In tal
caso pud assumersi e=u, —u, nella (3;), cosicché & D=[-T | 1} nella (7),
con 1 matrice identita di ordine 6 nel caso spaziale (Eq. 10) e 3 nel caso piano
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(EQ. 133). Nel seguito si fara riferimento a questa ipotesi come quella di organg
deformabile di dimensione infinitesima.

A Oy

BB '=0,xAB
BB'=uz—u,
BB=¢

Fig. 3 Interpretazione geometrica di ¢, 7K

¢ Osservazione 3. Il numero delle componenti scalari della deformazione & uguale a
6 nel caso spaziale e uguale a 3 nel caso piano. Esso ¢ pari alla differenza tra il
numero complessivo dei gradi di liberta dei due nodi (dodici, oppure sei) ed il
numero degli spostamenti rigidi dell’ organo (sei, oppure tre).

3. Statica: analisi locale della tensione

3.1 Misura della tensione

L’organo deformabile sia sollecitato da forze t,, t; e coppie my, my applicate ai nodi
terminali (Fig. 2b). Quando I’organo & collegato ad un corpo rigido, le forze t; ed my,
(H=A, B) rappresentano 1’azione, supposta esclusivamente di contatto, che il corpo
rigido esercita sull’elemento deformabile; corrispondentemente, per il principio di
azione e reazione, I’elemento esercita sul corpo forze uguali e contrarie —ty e —My.
Per questo motivo t; ed my sono dette Jorze interne (al sistema), anche se si tratta di

forze esterne all’elemento. Per Iequilibrio dell’organo devono essere soddisfatte le
equazioni cardinali della statica:

t,+t;=0
(14)
m,+my;+ABxt, =0

avendo scelto 4 come polo di riduzione delle forze.

¢ Osservazione 4. Si noti che la condizione di equilibrio (14) ¢ imposta nella confi-
gurazione indeformata dell’organo, nell’ipotesi cioé che la deformazione ¢ e x
(incognite) conseguenti all’applicazione delle forze siano tanto piccole da poter
trascurare il cambiamento di geometria. Questa assunzione & nota come ipotesi di
deformazione infinitesima, e ad essa si fara ricorso nella totalita dei problemi
trattati, ad eccezione di quelli studiati nei Cap. 9 ¢ 10.
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iché le forze interne devono soddisfare le (14), esse non sono tutte m@npendentn:
POI]te ad esempio tz=0 ed mg=y, con o e u arbitrarie, t, ed m, sono univocamente
sce 06
determinate. Tenuto conto delle (14) si ha:

t,=-0, m,=-pu~-ABxo;, tg=0, my=u (15)

In esse o e  sono dette fensioni; in particolare o ¢ i.l vettqre sforzo e p il v(;e'tttore ircr)zl(]:
mento. | due vettori rappresentano una (ma‘nor.l l’gnlca) misura dello staF;) 1 enst
agente nell’organo. Lo sforzo o ha dimensioni fisiche di una forza [F], il momento u
di una forza moltiplicata per una lunghezza [FL].

3.2 Matrice di equilibrio locale

Le (15) vengono poste in forma scalare proiettando i vettori sulla base locale
(e,.e,.e.) (Fig.2). Posto:

oc=06, +0€, +0.€

/Ll:#xex+/'lyey+#zez

(16)
ty =Iye +ti e +i,e, (H=A4,B)
m, =my, e, +mye, +mye. (H=A4,B)
e tenuto conto che
e, e, e
ABxo=|1 0 =l(c,e. ~0.e,) (17)
c, o, O,
le (15) si scrivono in forma matriciale
t=Eo (18)
Nella (18)
,
0':{0(( o, O, M. H yz} (19)
¢ il vettore 6x 1 della tensione locale,
T
t:{tA Ly by my my mg; lglg ty mg Mg mB:} (20)

& il vettore 12x 1 dello forze interne locali, ed




130  Cap. 4 - Siati locali di deformazione e tensione

1 . : . . _ (21)

¢ la matrice 12x 6 di equilibrio locale.

3.3 Stato di tensione piano

g . )
) ;: le forze mte:me ty e tz sono parallele al medesimo piano 7 ed inoltre m 4, ¢ m
no ortogonali a 7, lo stato di tensione ¢ detto piano. Assumendo (e y
«»€,) come

base su 7, le uniche componenti non nulle della tensione sono G, O,
> Oy

semplicita di notazione: © K- Posto, per

Oy =0, O, =7, p.=p my =my, (H=4,B) (22)
nelle (18) ¢:

o={c t 4}, tz{tAxtAymA;tBItBVmB}T, g-f - 0 7! (23)

Delle tre ¢ i ¢
omponenti del vettore o, o ¢ detta sforzo assiale (0 normale, alludendo ad

un piano ortogonale alla direzione AB X ; :
flettente. Le componenti del ), T & detta sforzo di taglio e M1 momento

) g vettore forze interne i ; .
Fig. 4 con il loro 56810 positivo. t e tensione o sono illustrate in

¢ Osservazione izi i i
f ﬁniSt;:1 N}flla.c‘ieﬁmzlone di tensione si ¢ supposto che I’elemento abbia
o1 o cé) €IC10, a causa del momento di trasporto, la tensione M coincide
nm,. Se perd la distanza del segmento AB ¢ piccola rispetto ad
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una dimensione caratteristica dei corpi rigidi a cui I’elemento ¢ collegato (ipotesi
di organo di dimensione infinitesima, cfr. Osservazione 2), il contributo del mo-
mento di trasporto ¢ trascurabile rispetto al momento delle forze attive applicate ai
corpi. In tal caso puo assumersi p =-m , nella (152), cosicché & E=[-T | 1]
nella (18), con T matrice identita di ordine 6 nel caso spaziale (Eq. 21) e 3 nel caso
piano (Eq. 233).

u+tl

(a) e (b)

Fig. 4 Stato piano di tensione: () forze interne; (b) tensioni

o Osservazione 6. Il numero delle componenti scalari di tensione & uguale a 6 nel
caso spaziale e uguale a 3 nel caso piano. Esso ¢& pari alla differenza tra il numero
complessivo di forze interne applicate ai due nodi (dodici, oppure sei) ed il numero
delle equazioni di equilibrio dell’organo (sei, oppure tre).

4. Dualita e lavoro virtuale interno

11 confronto diretto delle matrici di congruenza locale (10) e di equilibrio locale (21)
mostra la sussistenza della seguente proprieta di dualita:

E=D’ (24)

analoga a quella, gia discussa, tra le matrici di congruenza e di equilibrio di un si-
stema di corpi rigidi. Si noti che, affinché la proprieta (24) sia soddisfatta, nelle equa-
zioni di congruenza locale (3) e di equilibrio locale (15): I) deve assumersi lo stesso
polo A nell’espressione della rotazione rigida e dell’equilibrio dei momenti; II) le
equazioni devono essere proiettate sulla stessa base; III) le forze interne e gli sposta-
menti dei nodi devono essere equiversi ed egualmente ordinati.
Dalle (3) e (15) discende un’altra, importante, proprieta. Si consideri il lavoro virtuale
L, (detto lavoro virtuale interno) che le forze applicate all’estremita dell’organo
(Fig. 2b) compiono negli spostamenti degli stessi nodi (Fig. 2a). Si ha, tenuto conto
delle (15) e poi delle (3):
L=t, u,+tg-uz+m, -6, +mg -0,

= a-(uB —uA)—(,u+ABx0')~9A +u-0y
(25)
= a-(uB —u, -6, x AB)+/1~(03 -GA)

=0 £+ UK
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ovvero, richiamando le (8) e (19):
L=c"¢ (26)

Si ottiene quindi il seguente risultato notevole: il lavoro virtuale interno si esprime
come prodotto delle tensioni per le corrispondenti deformazioni; ogni componente dj
tensione compie lavoro esclusivamente nella componente di deformazione associata,

* Osservazione 7. La dimostrazione (25) non richiede I’ introduzione di una base. Se
comunque questa viene introdotta pud darsi una dimostrazione alternativa, pij
sintetica. Stanti le posizioni (9) e (20) ¢ infatti

L, :tTu:(EU)TuzaTETu:UTE (27)
avendo usato nell’ordine le equazioni (18), (24) e (7).

* Osservazione 8. Le tensioni o compiono lavoro virtuale nullo in uno spostamento
rigido, per il quale é £=0. Cio ¢ conseguenza del fatto che uno stato di tensione &
rappresentato da un sistema di forze equilibrato che, per I'Osservazione 3.9, com-
pie appunto lavoro virtuale nullo in uno spostamento rigido.

5. Legame elastico

5.1 Legame elastico lineare omogeneo

Occorre ora definire un legame tra tensioni o e deformazioni £; questo legame ¢ detto
costitutivo, in quanto caratterizza il comportamento del materiale. Esiste una gamma
molto vasta di legami costitutivi; qui ci si limitera a considerare il solo legame ela-
stico. Un organo ¢ detto elastico quando il suo stato di tensione o dipende solo dal
valore attuale & dello stato di deformazione, o=01(¢&); non dipende cioé dalla storia
della deformazione, né dipende esplicitamente dal tempo. Cosi, se si rappresenta un
processo di carico dell’elemento in uno spazio {o;&} (in generale a dodici dimen-
sioni), il punto che rappresenta lo stato tenso-deformativo dell’organo percorre una
certa curva a partire da uno stato iniziale; se le sollecitazioni VENngono rimosse inver-
tendo la stessa legge di carico, il punto percorre in senso inverso la medesima curva;
se le sollecitazioni vengono rimosse con altra legge, il punto percorre un’altra curva,
ritornando perd nello stato iniziale. La trasformazione deformativa elastica ¢ quindi
reversibile. Da un punto di vista energetico tutta I’energia immagazzinata dal corpo
nella fase di carico viene restituita all’ambiente nella fase di scarico, con dissipazione
nulla.

In genere si ammette I'esistenza di uno stato, detto naturale, in cui tensioni e
deformazioni sono nulle; in tal caso il legame ¢ detto omogeneo. Esistono pero casi in
cui € opportuno rimuovere questa ipotesi (si veda in proposito il successivo
punto 5.4).

Tra tutte le possibili leggi o= o01(¢), assume particolare rilevanza la legge lineare

oc=Cg (28)
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he esprime proporzionalita tra tensioni e deformazioni. Il legame ¢ in tal caso detto
c

ico li Nel seguito si fara riferimento ad esso.
tico lineare omogeneo. (0 1 . ‘ ‘ _
elaﬂa (28) C ¢ una matrice di dimensioni 6x6 detta matrice elastica locale. C ¢ gene
Nflzmeﬁte piena, ma gode di due importanti proprieta, dimostrate nel punto successivo:
ra ’

@a € ¢ simmetrica: C : c’ 6 (29)
(b) C ¢ definita positiva: x ' Cx>0, Vx#0, xeR |
poiché C & definita positiva ¢ anche invertibile. Puo quindi scriversi

e=Ho (30)

9 . -1 5 : 5 _
avendo indicato con H' la matrice inversa di C (H:=C""), anch’essa §1mmetr1ca e de
finita positiva. In gergo ingegneristico il legame espresso dalla (28) viene detto diretto
mentre quello espresso dalla (30) inverso.

5.2 Energia potenziale elastica

per dimostrare le (29), e per ulteriori svilugpi, & necessario intr\odurre una nuova
grandezza scalare: ’energia potenziale elastica. 1l legame (_28) ¢ rappr.esentatcl) in
Fig. Sa per un organo i cui stati di tensione e Fleformazpne siano espressi dafsca ari,
o=ce (legame monodimensionale; si veda il successivo punto 6.2). In 1gurafe
indicato un processo di carico che porta I’organo dallo stato naturale‘O allo stato fi-
nale £. Si assuma dapprima & quale variabile di stato. Quando, a part1r4e dal generico
stato & si incrementa la deformazione di un infinitesimo afg, le ten5101‘11 o, corrispon-
denti allo stato & compiono nell’incremento de un lavoro z'nterno, o di deformazione,
dL=o()de (si ricordi 1a (26), che esprime perd un lavoro virtuale).

A

o d¥ W o d¥ W

Of ! 7 1

ocrda' o _' o+do
o | o=1, o D=L,
B e do=dlL,
(@)

Fig. 5 Legame elastico lineare: (a) omogeneo; (b) non omogeneo. Energia potenziale elastica

@, energia complementare elastica ¥

' Da Robert Hooke (1635-1703), che ha formulato un’analoga legge per i corpi elastici a
deformabilita diffusa.




134 Cap. 4 - Stati locali di deformazione e tensione

Pmche: le fqrze elastlc?he sono per ipotesi conservative, questo lavoro ¢ uguale a] g
ferenziale di una funzione potenziale dX¢), cioé -

dd(e) = o(e)de Al
da cui ‘
dd(e)
o(e) = —=22 .
) de (32)

Generalizzando al caso multidimensionale si ha dL, = LRy
differenziale esatto & ,=[o(&)] de poiché dL ¢ y

.
[c)'(g)]rd.s‘:afcli(g)E[ég(—'Ez de
Je 3
dove J@/J& ¢ un vettore di dimensioni 6x 1. Dalla (33) si ha:

_ 0P(¢)
o(e) = N (34)

Poiché, per la (28) ¢ C = do/J, dalla (34) segue:

i) 2
= P gg) ovvero ¢, TP
e

C =
Y ek .

essendo C=[c;] ed e={g}. La (35) mostrache C é /" ] j

' L A é |'Hessiano d. : i re
di Schawrtz, ¢ ¢;=c};, cioé vale la (29). o A Q) per il teoreng
Integrando la (34) tra lo stato naturale £=0 e lo stato finale &= ¢y si ha:

£ £p

. .
(g, )= Ha(s)] de = I[Cg]jda‘:%g;CgF (36)
0 0 )
ovvero, genericamente
D(e) = 1 e'C
5 £ 37)

5;?'112;0“6 N¢) prendfa il nome di energia potenziale elastica; essa & uguale al la-
voro :: emcc;. L necessario a portare ’organo dallo stato naturale £=0 allo stato & Nel
nso 1(l)no 1mfen310nale (Fig. 5a), d(¢) puod interpretarsi come I’area sottesa dal gra-
Rl(.DO della funzione o= o(¢) nell'intervallo [0, ¢]. |
d;;:}]oles(ﬁ?j(:, ;:the 111 Ia;oro L, compiuto dalle tensioni per portare l'organo elastico
urale ad un qualunque stato deformato sia sem jti
Stato _ . ipre positivo, segue la
gz;}g;;t;z:l.deﬁnlte@ in segno della forma quadratica (36), &(£)>0, V&£0 dagcui la
i X in segno di C (Eq. 292): Rappresentando X&) come una superficie in H’
nell’oiginerap}:)res.entato un caso bidimensionale) questa ha un punto di stazionarieta
&0 (in = i ini
(in quanto 5@/&&18:0 =0) dove attinge un minimo assoluto (in
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1o il suo Hessiano € positivo).

)

/,/
Ve
Ve
&y

Fie. 6 Energia potenziale elastica definita positiva

Osservazione 9. Il lavoro interno compiuto dalle tensioni per portare ’organo
dallo stato naturale (&,06)=(0,0) allo stato generico (£,0) € uguale a

L=1c"¢ (38)

tenendo conto che L=@(¢) e avendo sostituito la (28) nella (37). Esso ¢ pari alla
metda del lavoro virtuale L=0 & che le tensioni o compirebbero nelle deformazioni
& se agissero direttamente con il loro valore finale, invece che crescere con le de-

formazioni stesse (si veda la Fig. 5a). E cioe

L=11 (39)

Questo risultato, valido solo per organi elastici lineari omogenei, ¢ noto come Teo-
rema di Clapeyron. Un’analoga relazione, espressa in termini di forze esterne t
all’organo e spostamenti u dei nodi puod essere facilmente provata usando

nell’ordine la (7) e la (24).

5.3 Energia complementare elastica

Se in luogo di & si assume o come variabile di stato, pud definirsi una funzione duale
¥ o) della funzione &), detta energia complementare elastica, tale che

o(0) = 240 (40)
do
Tenuto conto della (30) ed integrando:
Y(o)= %GTHO' (41)

Si noti la dualita tra le (34) e (40) e trale (37) e (41).
L’energia complementare elastica, a differenza della funzione duale, non ha signifi-
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cato fisico. Il suo significato geometrico emerge nel caso monodimensionale (Fig, Sa)
‘Y o) rappresenta il complemento (da cui il nome) all’'area dX¢), dove oed ¢ rapp '
sentano lo stesso stato elastico. La somma @ &)+ ¥ o), & uguale al prodotto oe. i

Peraltro, nel caso di elasticita lineare omogenea /'energia potenziale elasticy ,
['energia complementare elastica assumono, in un dato stato, il medesimo valore, 5;

infatti nella (37) si sostituisce la (28) si ha:

re.

[ 1 5 |
D(e)=—¢'Ce=—e'o=~c"Ho =W
(¢) p 25 o 20’ o (o) .

L’interpretazione geometrica ¢ immediata nel caso monodimensionale (Fig. 5a).

* Osservazione 10. Le due funzioni @(s) ¢ ¥(0) non sono “uguali”, essendo ’upg
funzione di ¢ e I'altra di o; esse assumono pero lo stesso valore in un certo stato
elastico, rappresentato in un caso come (&, o()), e nell’altro come (& o), o).

5.4 Legame elastico lineare non omogeneo

Una generalizzazione del legame elastico lineare omogeneo, peraltro di notevole inte.
resse applicativo, viene ottenuta assumendo I’esistenza di uno stato di deformazione
iniziale (&= £) a cui & associato uno stato di tensione nullo o=0 (legame elastico
lineare non omogeneo). In questo caso, con riferimento alle notazioni di Fig. 5b, il
legame diretto (28) e quello inverso (30) assumo rispettivamente la forma

o=Cle-¢); e=£+Ho 43)

A differenza di quanto accade nel caso omogeneo, le due funzioni A¢e) e o) non
assumono il medesimo valore in un certo stato elastico. Cio risulta evidente nel caso

monodimensionale di Fig. Sb. Nel caso multidimensionale, esse sono espresse dalle
relazioni:

D(e) = %(E—E)TC(g—E); (o) = %O’THO'+O'T{;_‘ (44)

come puo ottenersi generalizzando i risultati del caso monodimensionale. Peraltro &
facile verificare come da tali espressioni sia possibile ottenere lo stato di tensione ¢
deformazione attraverso le definizioni formali (34) e (40).

6. Esempi di organi elastici

6.1 Organi elastici semidefiniti: dimensione elastica

Come si & df:tto nel punto 5.1, una delle proprieta della matrice elastica C ¢ quella di
essere deﬁmta positiva. Esistono tuttavia particolari organi elastici per i quali ¢ con-
v'ementf? rllassz'lre questa proprieta, richiedendo piuttosto che C sia semidefinita posi-
tiva, tali organi vengono percio detti semidefiniti.

Implicazione di questa ipotesi & che esistono particolari deformazioni alle quali sono
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gssociate tensioni nulle e corrispondentemente un'energia polenziale elastica
o= 1/2)o-rg uguale a zero. Un esempio ¢ rappresentato dal seguente legame costi-
tutivo di un organo elastico piano:

e ¢ Olle
rh=]0 0Ry >0 (45)
H 0 0 Ojx

Per tale organo, a qualunque combinazione di y e x corrispondono tensioni 7 e x nulle.
sj dice anche che I’elemento non ha rigidezza, ovvero ¢ perfettamente flessibile, al
taglio ¢ alla flessione; ¢ percio un elemento puramente estensionale, anche detto sem-
plicemente molla. Da un punto di vista fisico gli elementi semidefiniti non esistono,
essendo solo un’astrazione di comodo. Accade infatti che gli elementi nulli della ma-
wrice C (o almeno quelli sulla diagonale principale), non sono realmente tali, ma sol-
tanto molto piu piccoli dell’elemento non nullo ¢; per questo motivo € opportuno tra-
scurarli e fare riferimento ad un organo ideale.

Al fine di preservare la proprieta di definitezza positiva della matrice C, ¢ conve-
niente condensare il legame costitutivo, tenendo conto delle sole deformazioni & alle
quali & associata un’energia potenziale elastica positiva. Nell’esempio precedente si
assume cioé un vettore £={¢} costituito da un’unica componente di deformazione, e
corrispondentemente un vettore o={o} costituito da un’unica componente di ten-
sione. Conseguentemente anche le matrici D ed E vengono contratte; nell’esempio
esse corrispondono rispettivamente alla prima riga della matrice (13;) e alla prima
colonna della matrice (233). La matrice elastica ¢ allora C=[c], ed ¢ definita positiva.
In conclusione esistono organi (ideali) il cui numero di componenti di deformazione e
tensione ¢ minore di sei nel caso spaziale, o minore di tre nel caso piano. Si definisce
dimensione elastica d dell’organo (da non confondersi con la dimensione geometrica
deli’organo, che si ¢ detto essere uguale ad uno), il numero delle componenti
(significative) del vettore & uguale a quello delle componenti del vettore o (si veda
I’Osservazione 11). Per un organo monodimensionale € quindi d<6.

¢ Osservazione 11. E sempre possibile trasformare per similitudine una data matrice
simmetrica semidefinita positiva C, in una matrice diagonale. Gli elementi della
diagonale sono gli autovalori di C: d sono positivi ed i rimanenti nulli. Partizio-
nando il legame (28) in modo tale da separare gli autovalori positivi, si ottiene il
legame condensato. Cio mostra che il numero di deformazioni e tensioni significa-
tive ¢ d.

6.2 Organi elastici semplici

Si chiamano semplici quegli organi la cui dimensione elastica ¢ d=1. Essi hanno un
legame costitutivo del tipo (45). L’organo elastico pit semplice ¢ la molla estensio-
nale (Fig. 7a), per la quale vale il seguente legame costitutivo (condensato):

o=c, (46)
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dove o ¢ lo sforzo (normale), £ I’elongazione e ¢, ¢ la costante elastica (o di rigidez za)
della molla. Concordemente alle convenzioni gia introdotte, £ & positiva se di allup.
gamento e o ¢ positiva se di trazione. La rigidezza c, & positiva per la proprieta (29,).
le sue dimensioni fisiche sono [FL™']. 1l lavoro virtuale interno si scrive L=og
I'energia potenziale elastica @=(1/2)c.¢’, I’energia complementare elasticg
P=(1/2)(c? lc,).

Ce ¢
A< AW o B A @ ~ B

(@) (b)

Fig. 7 Organi elastici semplici: (a) molla estensionale; (b) molla flessionale

&

e Ed

[e2 | k (o2
AW —>
A’ B’

Un secondo organo semplice ¢ la molla flessionale (Fig. 7b); essa & caratterizzata dal
seguente legame costitutivo (condensato)

M=k (47)

dove u ¢ il momento flettente, x & la curvatura flessionale e ¢ + € la costante elastica.
Concordemente con le convenzioni introdotte, x4 & positiva quando la coppia agente
sul nodo B ¢ antioraria e x & positiva quando la rotazione di B, vista da un osservatore
solidale ad 4, ¢ antioraria. Le dimensioni fisiche di c¢;, sempre positiva, sono [FL]. Il
lavoro virtuale interno ¢ L=pux, 1’energia potenziale elastica @=(1/2)c¢ . x*, Penergia
‘complementare elastica ¥=(1/2)(u’/c, ).

6.3 Organi elastici composti

Gli organi elastici semplici possono naturalmente essere combinati per realizzare or-
gani composti pit complessi. La Fig. 8 mostra un organo composto da due molle di
rigidezza ¢, e ¢, collegate alle estremita a due piatti rigidi paralleli 4 e B su cui sono
applicate le tensioni o (normale al piatto) e . Lo sforzo 7, tangente al piatto, ¢ invece
identicamente nullo, in quanto le molle sono in grado di fornire solo forze normali al
piatto (nell’ipotesi di deformazione infinitesima, cfr. Osservazione 4). Le componenti
della deformazione dell’organo si determinano applicando I’Osservazione 1, conside-
rando cioe 4 fisso e descrivendo lo spostamento di B. Esse consistono nello sposta-
mento relativo ¢ in direzione normale al piatto e nella rotazione relativa x: lo sposta-
mento relativo in direzione tangente, , non & invece una deformazione significativa,
in quanto non produce (al primo ordine) allungamenti nelle molle. Per ottenere il le-
game costitutivo dell’organo composto si procede come segue (approccio diretto):

T

par. 4.6 - Esempi di organi elastici 139

(a)si assegnano le deformaziont; ‘
(b)si calcolano gli aliungamenti e quindi le tensioni nelle molle componenti;
{¢)si impone I’equilibrio dei piatti nella configurazione indeformata (Osservazione 4).

A=4" B o

T

(2) (b)
Fig. 8 Organo elastico composio da due molle in parallelo: (a) configurazione deformata;
(b) equilibrio nella configurazione indeformata.

L’allungamento nelle molle ¢ (Fig. 8a) &=e-kh, 52:£+@h e le tensioni
corrispondenti oi=c,& (i=1,2). Per Dequilibrio deve essere (Fig. 8b) o=at0,
u=(or—01)h, da cui:
o B ¢+ h(c2 Ac,) g e
7] h(c, —c,) hz(cl +c2) K

La (48) ¢ la legge costitutiva dell’organo in Fig. 8, del tipo (28), con q:{a {u}’,
e=1{¢ k}'; la matrice 2x2 & la matrice elastica C. L organo ha pertanto dimensione
elastica d=2.

Si noti che C ¢& piena; quindi ad esempio, ad un allungamento ¢ corrisponde §ia una
forza o che una coppia s Se, come caso particolare & ¢;=c, (organo simmetrico), la
matrice elastica si diagonalizza: all’allungamento & corrisponde solo lo sforzo nor-
male o, alla rotazione & solo il momento flettente . In questo caso il lavoro virtuale
interno si scrive L=cetux, I’energia potenziale elastica

&= %(2@' +2ch*x?)

e I’energia complementare elastica
2 2

o 1(9_ LM zj
2\ 2¢ 2ch

s Osservazione 12. Al metodo diretto di determinazione del legame costitutivo di un
organo composto & possibile affiancare un metodo alternativo ‘detto gnergetico (9
indiretto). Esso consiste nel sostituire al punto (c) del metodo dlr.et‘to il seguente: si
impone I’eguaglianza tra I’energia potenziale elastica immagazzinata nelle molle e
quella dell’organo scritta a coefficienti indeterminati, ¢, come espresso dalla (37).
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[’eguaglianza tra i coefficienti omonimi dei polinomi quadratici nelle deformg.
zioni presenti nei due membri porta ad identificare i coefficienti elastic
dell’organo. Il vantaggio del metodo risiede dunque nel non studiare ’equilibrig
del sistema, bensi la sola congruenza. 1.’esercizio che segue serve a chiarire il pry.
cedimento.

Esercizio 1: Utilizzando il metodo energetico si scriva la legge costitutiva per il vincolo com.
posto rappresentato nella Fig. 8.

Come si ¢ visto, le elongazioni delle molle, espresse in funzione dei parametri di deformazione
dell’organo, risultano espresse dalle relazioni:

& = E—Kh, &, =&+xh

Sfruttando il legame costitutivo delle singole molle, I’energia potenziale elastica del sistema sj
scrive:

@ = (g +e.53)

S R N

[(cx +¢, )6‘2 + 2h(c2 =c )EK w0 (cl +¢ )Kz]
D’altra parte
I )
D= E(C“gz +2¢,6K + szl(")
da cui, eguagliando le due espressioni, si ha:
cl=lcp ey

Cp = Cy :h(cz 'Cl)§ Cn :hz(cl +Cz)

come gia trovato con il metodo diretto (Eq. 48).

Esercizio 2: Procedendo con il metodo diretto, scrivere la legge costitutiva per i vincoli com-
posti rappresentati nelle Fig. (a) e (b).

“ fed }/,I'
i y727!
80 &9 i
Y
>1/ T
/ ' /
A A ~ ~
(a) (b)

Con riferimento alla Fig. (a), poiché la rotazione relativa x tra i due piatti rigidi 4 e B non pro-
duce allungamenti delle molle, le componenti della deformazione consistono negli spostamenti
relativi £ e y(Fig. ¢). L’allungamento nelle molle & dato da:

‘ 301 Y3
£, :6005300+ysm300:7£+‘2‘}', & :ecos30°—ysin300=3~g—§7 (a)
¢ le tensioni corrispondenti o;=c.& (i=1,2). Per I’equilibrio deve essere (Fig. d):
J3 1
0':(0',+0'2)cos30°:7c5, r:(a,—az)sin30°:§cy (b)
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OHf} (c)
/2|1y

cui il legame disaccoppiato:

e o
O

: (¢) d .
vocedendo in modo analogo per I’organo di F ig: (b), osservato che i parametri di def(l)m;a-
Zione sono espressi dall’elongazione &, dallo scorrimento angolare y e dalla curvatura «, le de-

formazioni nelle molle componenti !’organo risultano (Fig. e):

£ :iz_z—(5+y—xl/2) (d)

£, =&+klf2, g, =e-xlf2,

L'equilibrio nella configurazione indeformata (Fig. f) si scrive:

=0 +0,+0, —=—-CE+—C) ——CK
I 2 3 2 2 2 4

1 /
rzga}:%cga-gcy—zcx (e)
L1 N2 st
S 0'25-0'371-—~c ——cy +—CK
da cui
o 52 2 -ll4|le
tr=d /2 Y2 —l/4Ry (H
u ~lj4 ~1/4 SI*[8|\x
A
‘ ,\];/“/g"
(e)

Esercizio 3: Con I’approccio indiretto si determini la legge costitutiva dei due vingoli composti

rappresentati nelle Fig. (a) e (b) dell’esercizio prece.dente.. ’ ' .
Facendo riferimento alla numerazione dell’Esercizio 2, in forza delle (a), I’energia potenziale

elastica del sisterna di Fig. (a) si scrive:
la , 1 C(3 , 1 2) (
=528 =5458+3 3
D=L =545 57
da cui é immediata Iidentificazione dei coefficienti, c;, caratterizzanti il legame costitutivo
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dell’organc. Essi risultano:

i 0, ¢ c
=6 =0, =0, 6=
b2 2

come si € gia trovato nelle (¢). Procedendo in modo analogo anche per il sistema di Fig. (b). &
forza delle (d) si ha:

N U £ P L 11)
:2,:216’6' :zc(zg YA g~ +€y~2gx~2y7c
Quest’ultima, eguagliata alla forma quadratica
13 a3 s
= Z]c,je,ej =cp6’ eyt voprt 420, 8y +2¢,6K + 20,0k
=1 j=

conduce all’espressione dei coefficienti
5 1 5 1 { 1

2 2 — - - = = P
Cu =56 &y =0 C}}”gd’ Clz“czl”2c> Ci3 =6y = 4C> Oy =Cp == [

2 2
ovvero alla (f).

* Osservazione 13. Gli organi elastici rappresentati nella Fig. 8 e nelle Fig. (a) ¢ (b
dell’Esercizio 2, tutti costituiti da assemblaggi di molle, somigliano ai dispositiy
di vincoli studiati nel Cap. 1, costituiti da assemblaggi di bielle. Per questo motivy
possono essere denominati rispettivamente biella elastica, bipendolo elastico, glify
elastico, cerniera elastica ed incastro elastico. Piu generalmente, quando sope
collegati a corpi rigidi, si parla di “vincoli elastici”. La dizione ¢ perd alquanto im-
propria, e puo ingenerare confusione. Mentre infatti i “vincoli rigidi” sono pro-
priamente dei vincoli, in quanto limitano gli spostamenti dei punti dei corpi cul
sono applicati, i “vincoli elastici” non limitano in alcun modo la cinematica del
corpo, anche se applicano ad esso delle forze (interne) proporzionali alle deforma-
zioni. Per questo motivo qui si preferira utilizzare il sostantivo “organo”, o
“elemento”, piuttosto che “vincolo™.

¢ Osservazione 14. Ad ulteriore sostegno della precedente osservazione puo farsi la
seguente considerazione. La dimensione elastica o degli organi composti esaminati
coincide con il numero delle molle componenti, cosi come la molteplicita dei vin-
coli composti & pari al numero delle bielle componenti. Tuttavia, mentre la moite-
plicita del vincolo aumenta se aumenta il numero delle bielle, la dimensione ela-
stica degli organi non aumenta, se queste non sono opportunamente disposte. Ad
esempio, se all’organo di Fig. 8 si aggiungono delle molle parallele a quelle esi-
stenti, la rigidezza al taglio rimane nulla, e quindi la dimensione elastica resta d=2
Inoltre, mentre la molteplicita di un vincolo & illimitata, la dimensione elastica &
limitata, essendo d<3 nel piano e d<6 nello spazio.

6.4 Travi piane elastiche

Un caso notevole di organo deformabile & rappresentato dalla trave rettilinea elastica
Questa ¢ considerata come un oggetto (di dimensione finita) a prevalente sviluppo
monodimensionale, costituito da una linea d’asse flessibile e sezioni normali rigide
solidali all’asse (modello di Eulero-Bernoulli, Fig. 9a).

T
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© =

Fig. 9. Trave piana elastica rettilinea: (a) modello, (b) deformazioni, (¢) e (d) tensioni.

La cinematica della trave piana & governata dalle Eq. (12). Le deformgzpm hirtlin;)“:
significato geometrico illustrato in Fig. 9b, al}aloga alla Fig. 3. Le .ten:;)onll age 2l
estremita della trave sono rappresentate in Fig. -9c, analoga alla Elg: - In eS.S? =
cile riconoscere il significato meccanico delle singole componen‘tl di t‘ensmne, mfp
ticolare risulta: o=Np, =713 € u=Mjy dove Ng, Ty ed My sono r1§pett1va.xlnle)nte ; ;)rsz)o
normale, taglio ¢ momento agenti nella sezione B de.lla t.rave (si veda.l ar. 2. d ]
L'effetto del momento di trasporto 7/ & evidenziato in Fig. 9d: esso tiene conto Z-
fatto che la forza r agente sulla sezione 4 ha retta d’azione Pas§ante per B. Lo‘ .stato i
tensione & descritto dal vettore o={0; 7, 11} Il legame costitutivo della trave é:

ol |c 0 0 £
b=l 0 ¢, —cll2{y (49)

ul |0 —cli2 o &

l.a matrice elastica C dipende da quattro costanti: la lunghezza /, la rigidezza assiale
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¢, [FL7'], la rigidezza a taglio ¢, [FL™'] e la rigidezza flessionale ¢, [FL]. Si noti che it
legame ¢ parzialmente disaccoppiato: se la trave si deforma solo assialmegy,
(££0, y=x=0), I'unica sollecitazione non nulla ¢ lo sforzo normale: la trave si com.
porta cio¢ come una molla estensionale. Se la trave si deforma solo a taglig
(720, £=x=0; Fig. 10a), o solo a flessione (x#0, £=y=0; Fig. 10b), sia il taglio che il
momento sono diversi da zero. L’unico termine fuori diagonale della matrice C deyy
necessariamente essere uguale a ¢//2 per motivi di equilibrio e di simmetria (si veds
la Fig. 8a).

clr2 ¢
ol

2 ‘ Tl T \C[IZ/Z‘Cf 1
i / . > c
c

1

}/:]s x=0 }’:0, xk=1 C,l/2

(a) (b)

Fig. 10 Deformazioni e costanti elastiche di una trave omogenea: (a) deformazione a tagli
(=0, y=1, xk=0), (b) deformazione flessionale (=0, y=0, x=1)

I valori delle costanti elastiche di una trave omogenea si determinano nella Teoria
delle Strutture; risolvendo il problema elastico relativo ad un mezzo continuo (sistema
a deformabilita diffusa), si trova: c,=EA/l, ¢,=12EI/P, ¢y=4El/l, dove E & il modulo
elastico del materiale, ed 4 ed I sono rispettivamente ’area e il momento d’ineizia
baricentrico della sezione trasversale.

Invertendo il legame (49) si ha:

& h, 0 0 o
ye=0 h, hfl/2 T (50)
K 0 hfl/2 h, 7,

dove il significato geometrico dei coefficienti di deformabilita ha, b, e he ¢ illustrato in
Fig. 11. Per una trave omogenea si ha: h,=1/EA, h="PI3EI h=1EI

Il lavoro virtuale interno si scrive L=oe+ ty+ ik, mentre I’energia potenziale e com-
plementare elastica assumono nell’ordine la forma

1/ ® 1 :
:5(%52 +e,y? +cfrc2 ~1c,y1(), W:E(haaz +ht? +hf/12 —lhfry) (51)

e Osservazione 15. E facile verificare che una trave elastica & equivalente ad wn
organo elastico composto. Ad esempio I’organo in Fig. (a) dell’Esercizio 4 che se-
gue ¢ un possibile sistema equivalente. Esso ha infatti un legame costitutivo del
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tipo (49) come pud essere arguito in base a sole considerazioni di simmetria. Si
concl\ude che tutti gli organi elastici monodimensionali possono essere realizzati
mediante opportuni assemblaggi di molle.

PN

1
(@) T (b)

)2
! | !

Fig. 11 Deformazioni di una trave omogenea dovute a: (a) forza di taglio (0=0, =1, p=0),
(b) momentio flettente (=0, =0, p=1)

Esercizio 4: Scrivere il legame costitutivo dell’organo complesso in Fig. (a). Detenniqare poi i
valori dei parametri ¢,, ¢, a ed h che rendono il sistema equivalente ad una trave elastica omo-

genea di uguale lunghezza.
Vp A

A N “

. p »t i

Ce e a . %
St h a4 . ~ 3< :
& “:\\‘@ ’,h L ey a Mo Oy #

Ce i i

o &
/

Si assegnano spostamenti nulli ad A e spostamenti (¢, 7, k) a B. Gli spostamenti di P ¢ O sono:
Up =E~Kh, Vvp=y, u,=¢c+kh, v,=y
Gli allungamenti delle molle si calcolano proiettando gli spostamenti nella direzione originaria
delle molle stesse (Fig. b):
& =u, cosa +v,sina = (e —xh)cosa +y sina

£ =1U, COSA —stina = (£+Kh)cosa-7 sing

mentre la deformazione della molla flessionale & uguale alla rotazione x. Gli sforzi nelle molle
s0no:
O, =C,&, O, =CE, My =CK
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Imponendo I’equilibrio si ha (Fig. ¢):
0':(0', +o*2)cosa; 1:(0’1 ~o*2)sina; ,u:(cr2 ~a,)hcosa + 4y

da cui:
ol |2¢,co8’ a 0 0 €
i 0 2¢,sin’a ~c,hsin2a 7
u 0 ~chsin2a 2¢,h’ cos’ a+c, ||x

Il legame costitutivo & quindi del tipo (49). Per I'equivalenza, i parametri c,, ¢ aed b devog,
essere tali che:

2¢,co8’ a = EAJl,  2c,sina=12EI/,

¢ hsin2a =6 EIfI* | 2¢,h* cos® a+c, =4 Elfl

Dal rapporto tra le prime due si ricava
tana =12 —"12

dove p=(1/4)" ¢ il giratore d’inerzia della sezione della trave. Poiché il rapporto
(rapporto di snellezza) & piccolo, anche a & piccolo, e dunque:

a;J13§

Dalla prima eguaglianza, essendo cosa=1, si ha
Ed
=
Dal rapporto della seconda e terza eguaglianza si ricava /:
s 2 2
h= [_SM =12 = \/gp
sin2a 2a
Dall’ultima eguaglianza, tenuto conto della prima, si ricava ¢!

El

St noti che, essendo h=0(p), le dimensioni dell’organo elastico sono dello stesso ordine di
quelle della trave equivalente.

5

Sistemi rigidi ad elasticita concentrata:
stati globali di deformazione e tensione

1. Il modello a deformabilita concentrata

sj consideri un sistema a deformabilita concentrata, costituito da n. corpi rigidi gd ne
organi monodimensionali elastici (Fig. 1). Gli organi collegago mutuamente coppie ‘d¥
corpi rigidi (organi elastici interni) oppure singoli corpi rigidi al suolo (organi elastici

esternt).

Fig. I Sistema elastico a deformabilita concentrata, non vincolato

Si assumano dapprima organi elastici generici, aventi ciascuno moltéplicité elastica a";,
(h=1,2,....n.) (si veda il punto 4.6.1). Si definisce molteplicita elastica globale del si-
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—

stema la somma d =d| +d,+..+d, , cio¢ il numero complessivo di componeny 4
deformazione o tensione. Peraltro, poiché ciascun organo di molteplicita elastics dys
equivalente a d, organi semplici (molle estensionali o flessionali), il complessq

degj
PR . . . N . :
organi elastici equivale a d molle. Quindi, per semplicita, ci si riferira di norms asi
stemi costituiti da organi semplici, per i quali & d=n,. Un cenno sui sistemi ostityig

da organi molteplici verra dato nel Par. 6; i sistemi di travi verranno analizzas; nel
Cap. 8. Nel seguito si studiano gli aspetti cinematici, statici ed il legame costituyy,
del sistema (analisi globale), generalizzando I’analisi condotta nel capitolo prece.
dente per il singolo organo deformabile (analisi locale). In particolare si pongor

10 dug
problemi: (a) il problema cinematico; (b) il problema statico.

2. Cinematica : analisi globale della deformazione

2.1 Il problema cinematico

Con riferimento al sistema in Fig. 1 si studiano gli aspetti cinematici. Si definiscony
le seguenti grandezze (Fig. 2):

(a) Campo di spostamenti del sistema. E 1’insieme degli spostamenti u, dei pupy
Pie G (i=1,2,...,n,). Attraverso la FGSR (1.23), scritta per ciascun corpo', questi so-
no esprimibili in funzione degli spostamenti generalizzati ug 6 (i=1,2,...n.). ov
vero delle loro componenti in una data base u={ Uy 2 Vo, s Wy, .0, .6, .0, }'. La cons
figurazione del sistema ¢ quindi descritta dal vettore

T
u:{u,,uz,...,un(,} (1

avente numero di componenti n=6n, (nello spazio) o n=3n, (nel piano).

(b) Stato di deformazione del sistema. E ’insieme delle deformazioni dei singoli or-
gani elastici. Detta & la deformazione dell’/-esimo elemento (I=1,2,....d), lo stato di
deformazione ¢ descritto dal vettore

e T "~
E=1£,8,...,&, (2)

Lo stato di deformazione ed il campo degli spostamenti sono detti congruenti quando
le equazioni di congruenza locale sono soddisfatte per tutti gli organi elastici.

Ciod premesso, si pone il seguente problema cinematico: assegnato lo stato di defor-
mazione determinare, se esiste, il campo degli spostamenti congruente.

® Osservazione 1. Nel problema cinematico gli organi deformabili non sono neces-
sariamente elastici, in quanto le proprieta costitutive non sono coinvolte nel pro-
blema geometrico. Si parlera quindi semplicemente di organi deformabili.

¢ Osservazione 2. Nel problema cinematico Je deformazioni degli organi sono as-
sunte note. Per fissare le idee, si pud ad esempio pensare che esse siano dovute &
variazioni termiche, oppure a qualche altro tipo di distorsione.
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2.2 La matrice di congruenza globale

Per formulare il problema cinematico occorre scrivere le equazioni di congruenza di
ciascun organo in termini degli spostamenti generalizzati. Con r1fer1meptq al generdxco
i I i ; - (Fig. si distinguono due

organo interno / che collega i punti P, eCi e P} e G (Fig. 3a), g

passi logici: | o |

1. Si scrivono le equazioni di congruenza in termini degli spostamenti dei punti ma-
teriali collegati (congruenza organo-corpo). o

IL. Si esprimono gli spostamenti dei punti in funzione degli spostamenti generalizzati
(congruenza interra ai corpi). -

Se I’organo semplice & una molla estensionale orientata secondo e, si ha (passo [):

o= (u, u, ) e 6)

Se ¢ una molla flessicnale di normale e, (Fig. 3b) si ha:
x=(6,-6)e, (4)

Tenuto conto che (passo I, FGSR, Eq. 1.23)

u, :uo‘ +91 X OIP/,’ lll/ :uoj +91 X O‘,P[/ (5)

le deformazioni &, &; sono funzioni lineari degli spostamenti generalizzati dei corpi C
5 ' ; =0 cui la
Se I’organo / & esterno, riguardando ad esempio C, come il 5{}010 ¢u =0, pzr e
deformazione & funzione lineare dei soli spostamenti generalizzati del corpo (; co
gato al suolo.
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(b)

Fig. 3 Cinematica dell’organo deformabile interno

* Osservazione 3. Si noti che le convenzioni di segno relative alle deformazion; €))
¢ (4) sono concordi a quelle del Cap.4. Infatti, introdotta una base locale
(e, =e, e, e, ) (Fig. 3b), si individua un nodo iniziale P, ed un nodo finale
P,/ - Ora, la deformazione ¢, che rappresenta lo spostamento relativo di £, rispetto
a P, in direzione e, ¢ positiva quando questo spostamento ¢ concorde all’asse e
Similmente, la deformazione «, che rappresenta la componente secondo e, delia
rotazione relativa di P,j rispetto a P, , ¢ positiva quando questa rotazione ¢ con-
corde all’asse e, . Si pud anche dire che &>0 quando I’organo si allunga e x>0
quando la molla volge la concavita nel verso di e 5, - E utile introdurre una volta
per tutte una convenzione per stabilire il verso di e;: numerati i corpli, se [ 'organo é
interno, si conviene di orientare e, da Ca Cj, con i<j, se l'organo é esterno, scelto
C=Cy come suolo, I'asse e, & entrante nel corpo. Se il sistema & piano, questa
convenzione fissa in modo univoco la base locale (levogira) (e, =e,,e ) econ-
seguentemente i segni delle deformazioni.

Raccogliendo le deformazioni di tutti gli organi nel vettore ¢ (Eq. 2), si ottiene:
£=Du (6)
Le (6) sono dette equazioni di congruenza del sistema, o anche equazioni implicite di

congruenza. In essa ¢, di dimensioni dx1, ¢ il vettore deformazione; u, di dimensioni

nx1 (Eq. 1), ¢ il vettore degli spostamenti generalizzati; D, di dimensioni dxn, & la
matrice di congruenza globale.

¢ Osservazione 4. La (6) ¢ formalmente analoga alla (4.7), che ¢ invece riferita al
singolo organo (equazione di congruenza locale). In esse, comunque, il simbolo u

assume un diverso significato.
* Osservazione 5. Il problema (6) ¢ formalmente analogo al problema cinematico
Au=s

valido per un sistema di corpi rigidi vincolato. Per quest’ultimo, infatti, sostituen-
do ai vincoli molteplici delle bielle e/o dei bipendoli, le equazioni di vincolo si
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scrivono:

ppure:
? (0]*0,)@,:5, (1:1,2,...,mz)

my+my=m molteplicita globale dei vincoli, ed e versore dell’/-esima biella o
i ie al bipendolo. Dal confronto delle precedenti con le (3) e (fl) emerge che se
g?elnreae molle estensionali (ovvero bipendoli e molle flessionali) sono in egual
numero (m=d) ed egualmente disposte, si ha:

D=A

ed inoltre:

£=8
In altre parole, dal momento che le deformazioni degli organi nel' prol‘)lema'cme-
matico sono assegnate, gli organi si comportano come vincoli i cui cedimenti sono
uguali alle deformazioni date.

2.3 Classificazione cinematica

1 problema cinematico ¢ governato dalle (6). Esso arfmm_ette so‘1u210netur-111]<zia; ts:rlr?li?]eatl())
¢ quadrata (d=n) ed ha rango massimo. Il problema ¢ glnematlcar?eg e inde rninato
se d<n ed impossibile se d>n. Corrispondent-emente il .SIStema ¢ 'ett.o cinen ca
mente determinato, indeterminato o impossibz.le. In partlcola're, se il §1stema‘e ci t
maticamente determinato, assegnate ad arbitrio le de‘forma'zmm degll'lor-gztlm, aezlsC iei
sempre un’unica configurazione in cui la congruenza ¢ spd@sfattg. Sfe i sn;S eqll o
nematicamente indeterminato (labile) queste configurazioni sono infinite. Se il siste-
ma ¢ cinematicamentz impossibile non esiste alcuna configurazione congruente in cul
le deformazioni assumono i valori assegnati.

Esercizio 1: Si formuli il problema cinematico per il sistema a deformabilita concentrata itlu-
strato in figura.

o MM R

NC e F .
2/ (1/ RN . -
$ f"'S"”‘; C 1
N Ty A Y A KLLLLL LD -

L D@ £ | _

=) < /»ij’ ';// 7~

oS -
- 1 - ..,-7'(,* l k/ k{ i .
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Il sistema ¢ costituito da due corpi nel piano (n,=2, n=6) e sette organi deformabili semplig;
(d=7). E quindi cinematicamente impossibile. Si scrivono dapprima le deformazioni in termipj
degli spostamenti dei nodi degli organi deformabili (Eq. 3 e 4):

EXZVA’ 52:u!1, 53:-11”, E, = Uy, Uy,
V2
85:7(14,,+vf4u,)-v,)), Kk, =6,-6, k,=6,

avendo orientato gli assi locali e; in accordo all’Osservazione 3 (cioé dal corpo 1 al corpo 2 per
gli organi interni, ¢ in direzione entrante nei corpi per quelli esterni).
Scelto 4=0, ed E=0, come poli di riduzione degli spostamenti si ha:

-0y,

vy =V, +0x;

Hp =y, .
l: 3

da cui le equazioni di congruenza si scrivono, in forma matriciale:

& . I’ . : ) o]
U,
& |
Vo,
& -1 2/ :
6
g =) -1 . . 1 ) .
& -[2— -‘/_5. -1_\/2 [% [% _[[‘3 “o,
s 2 2 2 2 2 2 v,
Ky -1 . ; 1 e
6,
K, )| -

La matrice dei coefficienti & la matrice di congruenza D.

2.4 Sistemi cinematicamente impossibili: le equazioni di compatibilita ci-
nematica

Si & detto che quando la molteplicita elastica globale d ¢ maggiore del numero dei
g.d.l. dei corpi n, il problema cinematico (6) ¢ impossibile, con grado di sovradeter-
minazione r=d-n. Tuttavia & noto dal teorema di Rouché-Capelli che se il vettore & ¢é
opportuno, il problema ammette egualmente soluzione. Le condizioni che devono es-
sere soddisfatte dalle deformazioni & perché il problema cinematicamente impossibile
ammetta egualmente soluzione sono note come equazioni di compatibilita cinematica,
o0 equazioni esplicite di congruenza. Pud anche dirsi che le equazioni di compatibilita
cinematica rappresentano le condizioni di solvibilita delle equazioni di congruenza.
Per ricavare queste condizioni pud procedersi come segue (si veda anche I’ Appendice
A.2). Nell’ipotesi che D abbia rango massimo #, si partiziona il sistema (6) in modo
da isolare un minore principale non nullo:

D, £

u=< o, detD, =0
D, &

(7

Risolvendo le prime n equazioni si ottiene u=D;'g,, che sostituita nelle rimanenti

L d
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: ioni fornisce:
ped-n €quaziont
& -D,D{'e =0 (8)
(8) sono le cercate condizioni di solvibilita. Esse possono porsi nella forma
5 Qé&=0 )
dove
Q:[~D2D{l 1] (10)

s Ja matrice di compatibilita cinematica, di dimensioni r><at (si IlOtl-l anglogml tra la
29) ¢ la (1.45), valida per i sistemi rigidi, dove si ¢ utilizzato il medesimo simbolo Q).

. Osservazione 6. Il procedimento illustrato ha un"immediatz} .interp-re;a?one Zr?oe;é
canica. Si pensi dapprima di sopprimere gli organi deformz}bm la.cul e :)rzineiEMi-
¢ &. Il sistema che ne risulta, detto sistemq principale, € cmemat{camden] e ; e
na{o; trova quindi una nuova conﬁguranone. congr.ue‘nte dgscn?ta z:i cfa.l 0}: a
spostamenti u=D;'¢,. In corrispondenza dei 'puntl di apphcazm?ef ieg ar;c._r, !
soppressi  si  verificano degll' spostamenti, assolutlf o rz af 1\r/rr,l aZFOm N
p,u=D,D;'¢, . Perché questi siano congruenti con le ef ettlved efor ot
seénate alle molle inizialmente soppresse deve essere D,u =&, , da cul .

Esercizio 2: Si scrivano le equazioni di compatibilita cinematicq per il S{stefnaldell’ rersi:rc(:)f:j(; I:t.e
Poiché r=d-n=1 si ha un’unica equaziope di gongruenza. Il mmor;: p;mfcg)'a e CS S'Op ndents
alle prime sei righe € colonne delia matrice D ¢ certamente non nul % Infa tll,l as; o s ﬁ{)c ime 8
molla numero 7, il sistema ¢ cinematicz{mente determinato (1! corpo 2 € n‘lumene

al corpo 1 che ¢ appoggiato al suolo). Risolvendo le prime sei equazioni st

6, :—217(52 +53)

iy =&y, Vo =61

1
(e, v 2w v s)
Uy =& +E Vo, TEHTE K +E &, +\[2_85, 0, =5\8 + 2K+ &
2 2 ’ 2
che sostituite nell’ultima equazione forniscono la condizione cercata:
1
—2—1(52 +2K61+£‘3) =K,

i ioni &+ la
Questa esprime I’eguaglianza della rotazione del corpo 2, dovuta alle deformazioni & +&, al
rotazione assegnata «y. -

2.5 Sistemi cinematicamente indeterminati: i modi rigidi

Se la molteplicita elastica globale d & minore del numero fiei g.d,l. dei corp1f fn, il pr;)(-)
blema cinematico & indeterminato, con grado di indeterminazione /=d-n. Effettuan

la partizione (si veda anche I’ Appendice A.1)

u
D,] ul ={g}, detD, #0

[D (n
1
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—
la soluzione pud scriversi nella forma
u=u, +Uq (12}
dove
D/’ ~D,'D,
u, = £, U= (13)
0 1

con q arbitrario. 11 vettore uq:=Uq rappresenta il generico spostamento rigido del .
stema, a cui & associato uno stato di deformazione nutlo. La (12) ¢ in analogia con |
(1.42), valida per i sistemi rigidi. La soluzione (12) ¢ somma di due termini: il primg,
u,, & una soluzione particolare del problema non omogeneo (&20); il secondo, ug:=Ug
¢ la soluzione generale del problema omogeneo (&=0). Le colonne di U descrivono |
modi rigidi del sistema labile, cio¢ particolari soluzioni del problema cinematico
omogeneo.

3. Statica: analisi globale della tensione

3.1 Il problema statico

Con riferimento al sistema in Fig. 1 si studiano gli aspetti statici (Fig. 4). Si consideri
un sistema di forze attive Fy applicate in punti PreC, (i=1,2,...,n.), le cui forze gene-
ralizzate sono fi={ X, Yo 02y s M, . M,, M, 7 (Eq. 2.17). 1l sistema di forze € quin-
di equivalente al vettore delle forze generalizzate

£={f.6...0, ] (14)

di lunghezza n=6n,, ovvero n=3n.. Si definisce la seguente grandezza:

(¢) Stato di tensione del sistema. E I'insieme delle tensioni agenti nei singoli organi
elastici. Detta o la tensione nell’l-esimo elemento (/=1,2,....d), supposto di molte-
plicita 1, lo stato di tensione ¢ descritto dal vettore

o‘z{al,az,...,od}T (15)

Lo stato di tensione & detto equilibrato con il dato sistema di forze attive se le equa-
zioni cardinali della statica sono soddisfatte per tutti i corpi rigidi.

Cid premesso si pone il seguente problema statico: assegnato un sistema di forze atli-
ve applicate ai corpi, determinare, se esiste, lo stato di tensione equilibrato.

e Osservazione 7. In accordo all’Osservazione 4.4 le condizioni di equilibrio dei
corpi vengono imposte nella configurazione indeformata del sistema. In realid,
perché le forze elastiche possano svilupparsi, gli organi elastici devono deformarsi
e, conseguentemente, la geometria del sistema deve cambiare. Tuttavia, se si am-
mette che le deformazioni degli organi siano piccole in rapporto alle dimensioni
dei corpi, si pud confondere la configurazione deformata (incognita) con quella in-
deformata (nota), ed imporre I’equilibrio in quest’ultima.
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Fig. 4 1l problema statico per i sistemi a deformabilita concentrata

» Osservazione 8. In base all’osservazione precedente, nel problema statico gli or-
gani deformabili scambiano con i corpi azioni di contatto, ma non si deformano
(pit precisamente, subiscono deformazioni trascurabili). Quindi, non sono neces-
sariamente elastici, in quanto le loro proprieta costitutive non sono coinvolte nel
problema dell’equilibrio. Si parlera quindi semplicemente di organi deformabili.

3.2 La matrice di equilibrio globale

Per definire il problema statico occorre scrivere le equazioni cardinali della statica di
ciascun corpo in termini delle tensioni che sollecitano ghi organi deformabili. Si di-
stinguono due passi logici:

L Per ciascun corpo si scrivono le equazioni cardinali della statica, tenuto conto
delle forze interne applicate da tutti gli organi collegati al corpo (equilibrio del
corpo).

1L Si esprimono le forze interne in funzione delle tensioni (equilibrio degli organi).

Sia / il generico organo interno che collega i punti F eC e £ e C, (Fig. 5a).

L’organo & sollecitato alle estremita da forze t,, t, € coppie m, ., m ; che rappre-

~ sentano I’azione di contatto esercitata dai corpi Ce JCJ (Fig. 5b); esse costituiscono le

forze interne al sistema. Per il principio di azione ¢ reazione 1’organo esercita sui cor-

pile forze —t,, —t, e le coppie ~m,, —m, . Per I’equilibrio del corpo C; devono
essere soddisfatte le équazioni cardinali della statica (passo [)
-3t +F, =0
!

(RN (16)
~YOP xt ~3>m +M =0
I 7

dove le sommatorie sono estese a tutti gli organi / applicati a C,. Per I’equilibrio degli




Proiettando le equazioni di e

156 Cap. S - Stati globali di deformazione e tensione

organi (passo II), se questi sono molle estensionali, & (Fig. 5¢):
t, =0, t,J =0, m; =0, m, =0 (13
G b l
mentre, se sono molle flessionali di asse e, , é:
“1
t, =0, t, = = =
] » by 0. m, H€y, My = e, (18

dove o ¢ lo sforzo normale della molla e u & il momento Slettente. Sostituendo le (13

e (18) nelle (16) si i iti .
si(()ni.) (16) si ottengono, in definitiva, equazioni di equilibrio lineari nelle

f/ ez (C)

Fig. 5 Statica dell’organo deformabile interno

8;s)er;zz;on;§ n90.08(; .noti che le convenzioni di segno relative alle tensioni (17) e
o mars o8 )r (; ia 5q:)elle del Cap. 4. Infatti, intro@otta una base locale
f'méle P, {é’teﬁsioni i. ’ e consegu.e'ntemente un nodo 1piziale P,’ ed un nodo
ol | O,h,o ¢ rensior corll f{, sono p.os1t‘1ve quandp le forze interne agenti sul nodo

glt assi. Si puo anche dire che ;>0 quando la tensione &

di trazione e ch ]
¢ 4 >0 quando inflette la molla i ]
o ; in modo ch e
nel verso positivo di e, . ¢ rivolga la concavita
il

quilibrio in una data base e raccogliendo le tensioni di

tutti gli organi nel vettore o (Eq. 15), si ottiene:

Edzf (:“)

Le (19) sono le equazioni di equilibrio del sistema. In esse o, di dimensioni dx] & il

€ lep

T
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vettore tensione; f, di dimensioni nx1 (Eq. 14), ¢ il vettore forze attive generalizzate;
¢ di dimensioni nxd ¢ la matrice di equilibrio del sistema.
£

. Osservazione 10. La (19) ¢ formalmente analoga alla (4.18), che rappresenta
I’equilibrio del singolo organo. Nella (19), comunque, compaiono le forze attive
generalizzate f, mentre nella (4.18) sono presenti le forze interne al sistema ¢, in

quanto forze esterne all’organo.
Osservazione 11. 11 sistema (19) ¢ formalmente analogo al problema statico

Br+f=0

valido per un sistema di corpi rigido vincolato. Per quest’ultimo, sostituendo i vin-
coli molteplici con bielle e/o dei bipendoli, le equazioni di equilibrio si scrivono:

>R, +F, =0
! (i=1,2,...,1.)
YOP xR, +3M, +M, =0

/ !

dove le sommatorie sono estese a tutti i vincoli applicati a C,. Inoltre, in forza della
caratterizzazione statica dei vincoli, per le bielle si ha:

R, =-Re, R, =Re, M, =0, M, =0

e per i bipendoli di asse e, si ha

R, =0, R// =0, M, =~pe,, le = e

Dal confronto delle precedenti con le (16+18) emerge che, se bielle ¢ molle esten-
sionali (ovvero bipendoli e molle flessionali) sono in egual numero (m=d) ed

egualmente disposte, si ha:

E=B
ed inoltre

o=-T

In altre parole, dal momento che non si tiene conto della deformazione nella scrit-
tura dell equilibrio, gli organi deformabili si comportano come vincoli, le cui ten-
sioni sono, a meno del segno, uguali alle reazioni vincolari.
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* Osservazione 12. La ragione del segno negativo che appare nell’uguaglianza
tensiont e reazioni si spiega come segue. Con riferimento ad una biella inge
(Fig. 6a), assunto il cedimento vincolare s positivo di allontanamento tra i cor;
allontanamento dal suolo, se si tratta di un vincolo esterno), € conveniente assu;
re positiva la reazione vincolare R che compie in esso lavoro virtuale vincol
positivo, L=Rs>0, in modo da preservare la dualita (c¢fr. Cap. 3). Con riferimen,
ad una molla interna (Fig. 6b), assunta positiva la deformazione & dj allungameny
€ conveniente assumere positiva la tensione o che compie in essa lavoro virtuale
interno positivo, L=0e>0; la tensione che agisce sul corpo ¢ quella uguale e cop.
traria. Dal confronto si vede che, mentre R ¢ positiva quando & entrante nel co Do,
o € positiva quando & uscente, cosi spiegando la differenza di segno. In altre parg-
le, mentre per i sistenii vincolati si privilegia il lavoro esterno, compiuto dalle e
azioni agenti sui corpi nello spostamento relativo, per i sistemi a deformabilit
concentrata si privilegia il lavoro interno, compiuto dalle tensioni agenti sugli or-
gani, piuttosto che dalle tensioni agenti sui corpi. Un analogo ragionamento pug
farsi per le molle flessional; e, piu in generale, per gli organi composti,

Yy Yl ) T/ T

/7 Q o
”\ /’7\\ /“‘\ o [ /\\
(a) R (b)

Fig. 6 (a) Cedimenti e reazioni vincolari positivi; (b) deformazioni e tensioni positive

-ha
I {o
ne.

re

3.3 Classificazione statica

Il problema statico-¢ governato dalle (19). Esso ammette soluzione unica solo se E &
quadrata (d=n) ed ha rango massimo. II problema ¢ staticamente indeterminato se d-n
ed impossibile se d<n. Corrispondentemente il sistema ¢ detto Staticamente determi-
nato, indeterminato (iperstatico) o impossibile. In particolare, se il sistema ¢ statica-
mente determinato, assegnate ad arbitrio le forze attive, esiste sempre un unico stato
di tensione equilibrato. Se il sistema & staticamente indeterminato gli stati di tensione
equilibrati sono infiniti. Se il sistema & staticamente impossibile, in generale non esi-
ste alcuno stato di tensione che possa equilibrare le forze assegnate.

Esercizio 3: Si formuli il problema statico per il sistema a deformabilita concentrata illustrato
in Fig. (a).

Si tratta dello stesso sistema dell’esercizio 1. Poiché d=7, n=6, il sistema ¢ staticamente inde-
terminato. Le forze scambiate tra organi e corpi sono illustrate in Fig. (b) con il loro segno po-
sitivo, avendo orientato gli assi locali dal corpo 1 al corpo 2, ovvero entranti nei corpi
(Osservazione 9). Scelti A=0y ed E=0, come poli di riduzione delle forze, le equazioni cardi-

§3 - Statica. analisi globale della tensione

statica dei due corpi si scrivono, in forma matriciale:

qali della i
g J2 |
S R | R
V2 o
1 2 - .
ol _[»\/—Z -1 . ! —FI
' 2 Ty =
V2
1 ,_2_, ,,,,, 05
\12 He
2
‘1'}/_5_ 1 1‘/"7
L. . . . 2 B

v

20

(a)

e
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3.4 Sistemi staticamente indeterminati: le incognite iperstatiche

Si ¢ detto che se la molteplicita elastica globale & maggiore del numero delle equazi,.
ni cardinali della statica (¢>n), il problema statico (19) ¢ indeterminato (sistema
statico di grado r=d-n). Esistono cioé o stati di tensione equilibrati; per determi.
narli puo procedersi come segue. Nell’ipotesi che E abbia rango massimo n, si irti-
ziona il sistema (19) in modo da isolare un minore principale non nullo (si veda anc}
I’Appendice A.1):

1€

g,
[E, Ez]{ }:f detE, # 0 (20,

o,

Le (20) possono essere risolte attribuendo alle » incognite eccedenti valori arbitrari
0,:= x . Si ottiene:

E; -E'E,
o= f+ “x 21
0 I
La (21) puo porsi nella forma compatta:
o=0,+8y (22)
avendo posto
3 -E'E,
Oy = f S= (2, )
0 |

Il vettore z, di dimensioni rx1, & detto vettore delle incognite iperstatiche; la matrice
S, di dimensioni dxr, ¢ detta matrice delle autotensioni. La (22) ¢ in analogia con la
(2.31), valida per i sistemi rigidi. Si noti che S non dipende da f, ma solo dalle pri-
pricta del sistema. La (22) mostra che lo stato di tensione equilibrato & ¢ somma di
due contributi:

(a) una soluzione particolare del problema non omogeneo, o,

una particolare scelta del minore principale E,);
(b) la soluzione generale del problema omogeneo

(in quanto associata ad

o,:=Sy (24)
che rappresenta il piu generico stato di tensione autoequilibrato (cioé in equilibrio
con forze attive nulle). Le &, sono dette autorensioni.

® Osservazione 13. La matrice S ¢ suscettibile della seguente interpretazione. Po-

nendo I'i-esima incognita iperstatica uguale ad 1 e tutte le altre uguali a zero, 1’i-

esima colonna di § si identifica con vettore . Quindi, posto y={y} e partizio-
nando 8 per colonne sj ha:

S:[ol’ o, e O ]

r

dove o/ ¢ un particolare stato di autotensione, in cui x=1 e y=0 per j=i. Il pit

T
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generico stato di autotensione (24) & espresso come combinazione lineare a coeffi-
cienti arbitrari y, degli 7 stati di autotensioni particolari o/,

.
o, =2 X0,
1=1
Tenuto conto delle forze attive si ha, in definitiva

,
I
O =0, +Z/Z:O'1

i=]

Osservazione 14. Il procedimento illustrato ha ut?’imm?diatg inte‘rpretam'one mec-
canica. Si pensi dapprima di sopprimere gl.i organi la cui Fensmne ¢oye di sostltgl—
re ad essi delle forze attive note oy=y. 1l sistema Fhe ne risulta, dettc? sistema pr;‘n—
cipale, ¢ staticamente determinato; esso € sol'lecnatf) dal.le forze attive Rropr;e .e
dalle incognite iperstatiche y che, ridotte ag!l stessi p(?ll Eiejlle'forze attl.ve,A olrm‘-
scono un contributo —E,y alle forze generahzzate;. P01‘che il sistema principale ¢
staticamente determinato, esiste un unico stato dllten‘smne oy equ1!1prato, Proc?-
dendo per sovrapposizione degli effetti, Ty = E;/f ¢lo stato ec-1u1l'1brato go}:] e
forze attive, e o, = ~E'E, y ¢ lo stato equilibrato con le incognite iperstatiche.

Esercizio 4: Si determinino gli stati di tensione equilibrati del sistema deil’esercizio 3.

Poiché r=d-n=1 si ha un’unica incognita iperstatica. Il minore principalfe 6.><6 cqmspo:;lc]l;niz
alle prime sei righe e colonne della matrice E ¢ certamente non nuilo. In dam, se s;rzo&psemma
molla numero 7, il sistema ¢ staticamentq de_tefmma}tg. l?ort_andc_) a se'con 0 mem

colonna di E moltiplicata per z#, le equazioni di equilibrio si scrivono:

o -1 -1 =22 o, F
A L
A . -12)2 -1]|e I L e -
] J2/2 . 1|9
J2/2 o
1221l - !

Risolvendo il sistema in corrispondenza delle sole forze attive (y=0) si trova:
: ! = =0 =0 (b)
G =0, 0'20:517’ 0‘30:'51:’ Op =0, 0y =0, p

Lo stato rappresenta uno degli infiniti stati equilibrati con le forze ﬁﬁive, ip partxcola_re q;lello
corrispondente a z4=0. Risolvendo il sistema in corrispondenza dell’incognita iperstatica (forze
attive nulle) si trova:
1 1 ~0. pyy = ©
= =— =——y, o, =0, o,=0, pu 4
0-11 -0’ 0-21 - 212” U}); 2ll 4y Sx ¥ .
Le precedenti rappresentano il pili generale stato di tensione autoequilibrato (autotensioni).
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Da esse si ricava la matrice delle autotensioni (23,):

T
S=[0 LI S 1} )

Sovrapponendo i due effetti (b) e (c) si ottiene il piu generale stato di tensione equilibrato con
le forze attive date.

3.5 Sistemi staticamente impossibili: le equazioni di compatibilita statica

Se la molteplicita elastica d ¢ minore del numero delle equazioni cardinali della stati-
ca, il problema dell’equilibrio (19) & impossibile, con grado di sovradeterminazione
I=n—d. Tuttavia il problema ammette egualmente soluzione se il vettore delle forze

generalizzate soddisfa le equazioni di compatibilita statica. Effettuata la partizione (si
veda anche I’ Appendice A .2):

E f
l: l}{a}:{ 1} detE, #0 (25)
E, f, ,

risolvendo le prime d equazioni e sostituendo nelle restanti /=n—d si ottiene
V=0 (26)
con

V:[‘ E,E 1] (27)

Le (26) sono le cercate condizioni di solvibilita (si noti I’analogia con le (2.34), rela-
tive ai sistemi rigidi, dove si ¢ utilizzato il medesimo simbolo V).

4. La dualita. 1l teorema dei lavori virtuali

4.1 Le proprieta di dualita

Si € gia osservato (Osservazioni 5 e 11) che i problemi cinematico e statico dei siste-
mi a deformabilita concentrata sono formalmente analoghi agli stessi problemi for-
mulati per i sistemi rigidi. In particolare, la matrice di congruenza D e la matrice di
equilibrio E possono essere identificate rispettivamente con la matrice di congruenza
A ¢ di equilibrio B di un sistema vincolato, ottenuto sostituendo agli organi deforma-
bili i vincoli corrispondenti:

D=A, E=B (28)

Quindi, tutto quanto osservato nel Cap. 3 circa la dualita tra il problema cinematico e
il problema statico dei sistemi rigidi continua a valere per i sistemi a deformabilita
concentrata. In particolare si ha (prima proprieta di dualita)

E=D" (29)
se sono soddisfatte tutte le condizioni precisate nel Cap. 3 circa le scelte dei poli di
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riduzione, delle basi, ¢ della numerazione di corpi ed organi. Le} proprieté (29) qu
essere verificata dal confronto delle matrici D ed E ottenute rispettivamente negli
esercizi | e 3. . .
Una seconda proprieta di dualita sussiste per i sistemi cinemat?ce.upente_ 1mpo§51b111/
staticamente indeterminati. Essa lega la matrice di compatibilita cinematica Q
(Eq. 10) alla matrice delle autotensioni S (Eq. 23;). Tenuto conto che per i sistemi
iperstatici é:

bl M e[, By G0)
D2

con Dy ed E; quadrate e (per ipotesi) non singolari, dalle (29) segue che:

E, =D/, E,=D, 31
Quindi, poiché nella (23,) ¢ E,'E, =(D,D;"), si ba (seconda proprieta di dualita o
dei sistemi iperstatici):

Q=s’ (32)
ciog, la matrice di compatibilita cinematica é la trasposta della matrice delle auto-
tensioni. La proprieta (32) puo essere verificata dal confronto delle matrici Q ed S
oftenute rispettivamente negli esercizi 2 e 4. ‘
Una terza proprieta di dualita sussiste per i sistemi cinematicamente indetermina-

ti/staticamente impossibili. Essa lega la matrice dei modi rigidi U (Eq. 1‘3.2) alla matri-
ce di compatibilita statica V (Eq. 27). Tenuto conto che per i sistemi labili ¢:

E]
p=[p, D, E-= (33)

e procedendo come sopra, si verifica che (terza proprieta di dualita, o dei sistemi la-
bili):

v=U' (34)
cioe, la matrice di compatibilita statica V é la trasposta della matrice dei modi rigidi

U. Le relazioni precedenti possono essere sintetizzate nel seguente quadro, analogo a
quello del Par. 3.1.4 relativo ai sistemi rigidi.

Cinematica Statica
Du=¢ D'o=f
Sistemi indeterminati u=u,+Ugq o=0,+Sy

Sistemi impossibili S'e=0 U'f=0
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4.2 Il teorema dei lavori virtuali

Un altro aspetto della dualita ¢ il teorema dei lavori virtuali (TLV). Si consideri us

campo di spostamenti e uno stato di deformazione congruenti, per i quali cioe siang

soddisfatte le equazioni di congruenza:
Du=¢ (35 )

Si consideri poi un sistema di forze ed uno stato di tensione equilibrati, per 1 quali
siano soddisfatte le equazioni di equilibrio:

Eo=f (36)
Tra i due stati non esiste in generale alcun nesso di causa ed effetro, nel senso che le

tensioni o non sono legate alle deformazioni ¢ da alcuna legge costituiva e corrispon
dentemente gli spostamenti u non conseguono all’applicazione delle forze f.

¢ Osservazione 15. Si vedra in seguito che alle deformazioni g, del problema (35;
corrispondono delle tensioni o, e che alle tensioni &, del problema (36) corri-
spondono delle deformazioni &, . Qui perd si ignorano le tensioni o, ¢ le defor
mazioni &, , e si fa riferimento soltanto alle deformazioni &, e alle tensioni o, .

Si calcola quindi il lavoro virtuale esterno compiuto dalle forze attive generalizzate f
negli spostamenti generalizzati u (uguale, per quanto visto nel Cap. 3, al lavoro com-
piuto dalle singole forze negli spostamenti dei corrispondenti punti di applicazione).
Si ha, utilizzando nell’ordine le (36), (29) e (35):

L =f'u=c"E'u=0"Du=0"c=1 (37)
avendo ricordato la definizione di lavoro virtuale interno (Eq. 4.26).
Il TLV si enuncia come segue: il lavoro virtuale esterno compiuto da un sistema di

Jorze in un campo di spostamenti, eguaglia il lavoro virtuale interno compiuto dallo

stato di tensione equilibrato con le forze nello stato di deformazione congruente con
gli spostamenti. In simboli:

= (38)
ovvero (equazione dei lavori virtuali, ELV):

flu=c'e (39
* Osservazione 16. Si osservino analogie e differenze tra la (38) e PELV (3.28) va-
lida per sistemi vincolati, L,=L +L,~0. Nel caso in esame il lavoro esterno ¢ co-
stituito dal solo lavoro attivo, in quanto non sono presenti vincoli. Tuttavia esso
non € uguale a zero, ma ¢ uguale al lavoro virtuale interno, che ¢ invece assente nei
sistemi vincolati. Quindi lo stesso lavoro esterno attivo L=L,~f"ué uguagliato in
un caso da L=0’¢, e nell’altro da —L,=—r's. Ora, se si assimilano gli organi defor-
mabili a vincoli, come si & visto nelle Osservazioni Selleeg=seo=-r, cosicché
L; e ~L, sono uguali. Detto in altre parole, lo stesso lavoro, nel caso dei sistemi
vincolati ¢ compiuto dalle reazioni (lavoro esterno), e nel caso dei sistemi a de-
formabilita concentrata & compiuto dalle tensioni (lavoro interno), e quindi appare

di segno opposto, come emerge chiaramente dalla Fig. 6.
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Osservazione 17. In accordo all’Osservazione 3.11, stante la dualité‘(29), il pro-
plema cinematico (6) e il problema statico (19) sono problemi aggiunti. 11 TLV
(39) rappresenta [ 'identita bilineare del problema.

43 [ corollari del teorema dei lavori virtuali

In analogia a quanto visto per i sistemi vincolati (cfr. Par. 3.2.5), sussistono due co-
rollari del TLV:

1’ corollario (degli spostamenti e deformazioni‘ virtuali): Dato un sister.na.di‘ forz;
attive e tensioni (f, 0), ed un campo arbitrariq di Spos'tqmentz e defor'mévzzwnll‘vlzrtua i
congruenti (du, 8¢), se le forze attive compiono nefglz.spostamentz vzr.tua_z ‘avm;(')
esterno uguale al lavoro interno compiuto dalle tensioni nelle deformazioni virtuali,
il sistema di forze e tensioni é equilibrato.

2’ corollario (delle forze e tensioni virtuali): Dato un campo .a’i iqustam?nti ¢ L?efor—
mazioni (u, €) ed un sistema arbitrario di forze attive e tenszgnl virtuali equllzbra;e
(&, 50), se le forze attive virtuali compiono negli spostamenti lc'rvo'ro' esterno uguale
al lavoro interno compiuto dalle tensioni virtuali nelle deformazioni, il campo di spo-
stamenti e deformazioni é congruente.

I corollari si dimostrano come segue.
Nelle ipotesi del 1° corollario é:

t su=d"6e V(o o) Dou=de (40)
Sostituendo a J¢ la sua espressione e ricordando che D=E’, si ha:
(f-Eo) u=0 ¥V Su (41)

da cui, stante I'arbitrarietd di du, deve valere la (19), cioe f e & sono equilibrati.

Nelle ipotesi del 2° corollario é:

KTu=8d¢ Y(H, o) Edo=5f (42)
Sostituendo a oF la sua espressione e ricordando che E’=D, si ha:
5 (e-Du)=0 Vo (43)

da cui, stante 1’arbitrarieta di 5o, deve valere la (6), cioe ¢ ed u sono congruenti.

o Osservazione 18. Tenuto conto del 7LV e dei suoi cqrollari pué affermars‘i che:
CNES per I’equilibrio ¢ che forze e tensioni compiano il medesmq layoro v1rtual-ej
rispettivamente in un campo arbitrario di spostament‘l e defonnaz‘lonhl‘congruent?,
CNES per la congruenza di un campo di spostamenti e fieforrpaglonl ¢ che un si-
stema arbitrario di forze e tensioni equilibrato compia in essi, rispettivamente, il
medesimo lavoro virtuale.
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* Osservazione 19. I due corollari rappresentano strumenti operativi che permetiop,
di trasformare un problema cinematico in un problema statico e viceversa. Valgg.
no a tal proposito le osservazioni gia fatte per i sistemi rigidi (Osservazioni 3.13 ,
3.14). In particolare, il primo corollario costituisce la formulazione integrl,
dell’equilibrio, e il secondo corollario la formulazione integrale della Congruen.

1
za.

4.4 La formula generale dello spostamento dei sistemi deformabili

Una conseguenza notevole del 7LV ¢ la formula generale dello spostamento dei si.

stemi deformabili (FGSD). Essa permette di calcolare una componente di spostarnents

di un punto materiale P secondo una data retta r (Fig. 7a), assegnato uno staro di de-

Jormazione & congruente. A tal fine si procede come segue.

(2) Si considera come problema virtuale il problema statico rappresentato da un’unics
forza attiva di intensita unitaria /'=1, che compie lavoro virtuale nella componente
di spostamento 7 incognita (Fig. 7b);

(b)Si determina (se esiste) un qualunque sistema di tensioni &' equilibrato con la
forza unitaria (Fig. 7b).

(¢) Poiché lo stato di deformazione & per ipotesi congruente e le forze e tensioni e qui-
librate, vale ’ELV; poiché L, =1-7n, L, =o'’ &, essa si scrive:

n=o'’e (44)
La (44) rappresenta la cercata FGSD.

vt (b)

Fig. 7 Formula generale dello spostamento dei sistemi deformabili; (a) sistema reale: & note,
77 incognito, (b) sistema virtuale

Nel problema algebrico qui trattato non compaiono ovviamente degli integrali, che invece
sono presenti quando si analizzano dei sistemi continui. Tuttavia, sia pure impropriamente, ma
per uniformita di linguaggio, si adottera questa dizione anche per i sistemi discreti.
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reizio 5: Utilizzando la FGSD si determini lo spostamento del punto D del sistema in
I‘g (a) conseguente alle deformazioni &, ed &, delle molle 1 e 2.

b N
\ = .
2
i ///
A // A0S
Y §
2 (a)

Accanto al sistema reale di Fig. (a) si considerano quelli virtuali dj Fig. (b) e (c) dove si asse-
ano nell’ordine le forze unitarie atte a determinare le componenti u e v_de}lo spostamento del
punto D. Con riferimento alle notazioni delle Fig. (d) ed (e), le equazioni di equilibrio del cor-

po forniscono nell’ordine
h , h ., h o=
O-{:;’ g, 2‘(14-‘), [oxs ‘—‘Z\/E,

2 ()
o/ =1, o,=0,=0
L’ELY si scrive, nei due casi:
l-u,=0] §+0, &
’ (b)
v, =0 &+0] &
Sostituendo a o e o, i valoritrovati, si ha:
h h 5
Up = 6~ 1+E £, V) =&
1
|
——
e A
Pad F
Q\/
O &
2 N ya
| P ATV <<’§ - \’§
£ /;l\\
(b) (¢)
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par. S

i leta di B i 21 € una conseguenza
\ , Osservazione 22. La proprieta dimostrata nell Osselrvazmne. e 2 iwg enza
] j ipersiatico, i uale con
del seguente teorema: in un sistema iperstatico, il a\foro lvzr . p
qutotensioni in uno stato di deformazione congruente ¢ nullo; in simbolr:

—
a; =0 VelQe=0
; /U; La dimostrazione & immediata. Stante la definizione (24) e la seconda proprieta di
—— lita (32):
dualita (32) 7‘ ,1, . .
O’£ O'z' o-zg:(sl) =y S E=y QE—
. " (e) Esercizio 6: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si calcoli la componente di spostamento v del
@ ) |

punto P.

¢ Osservazione 20. Se il sistema reale & cinematicamente determinato esiste un uni.

S

co stato di tensione ¢’ equilibrato con le forze virtuali. 1 : =0
Se ¢ cinematicamente impossibile, ma le deformazioni sono congruenti, cioé ri. 213 gzi‘;
spettano la (3), esistono infiniti stati di tensione o’ equilibrati. La FGSD richiede . 53_: 2/ ’
che si consideri uno qualunque di essi, in quanto il risultato non dipende dalla f IS ’(4:(')
scelta. Infatti, perché il 7LV possa essere applicato, lo stato o' deve soddisfare il -4 3 &

solo requisito dell’equilibrio (una dimostrazione piu diretta di questa proprieta, che L a2 )

a prima vista potrebbe apparire sorprendente, ¢ data nell’Osservazione 21). Da ug ’ / / ’

punto di vista operativo, & conveniente porre uguali a zero » componenti di tensio-
ne o' arbitrariamente prese, e determinare le rimanenti # (purché linearmente in-
dipendenti) dalle equazioni di equilibrio. Cid equivale a scegliere come stato cqui-
librato lo stato che si verifica in un sistema principale associato a quello reale (cfr.
Osservazione 14, e poi I’Esercizio 6).

Se infine il sistema ¢ cinematicamente indeterminato, la FGSD non & applicabile,
in quanto non esiste alcuno stato o' equilibrato.

Osservazione 21. Si consideri un sistema cinematicamente impossibile, a cui ven-
gono assegnate deformazioni £ congruenti; risultano quindi soddisfatte le equazio-
ni di compatibilita cinematica (9), Q¢ =0. Si considerino poi due differenti stati di
tensione equilibrati con la forza unitaria £'=1; per la (22) essi sono del tipo:

o) =05 +8y, 0}, =03 +Sy,, Xt # X2

avendo scelto la stessa soluzione particolare op. Utilizzando separatamente i due
stati equilibrati nella FGSD si ottiene:

¢ T

.
m=ol'e, m=0y'¢

che, sottratte membro a membro forniscono:
=1 =(o] ’0'2,)7'5:(2’1 “Z’z)TSTE:(Z] - Zz)TQE:O

avendo sfruttato la seconda proprieta di dualita (32) e I'ipotesi di congruenza. ¢

percio m=m,, ciog lo spostamento incognito non dipende dalla scelta dello stato i
tensione virtuale equilibrato.

E facile verificare che le deformazioni assegnate alle molle sono rispettose delle equazioni 31
compatibilita cinematica (9); ad esse infatti corrisponde la configurazione congruente Gl

Fig. (b) da cui ¢ facile verificare che vp=—3A/2.

i le sistema principale quello derivante
lendo calcolare v, mediante la FGSD, assunto quale : _
X;;la soppressione degli organi elastici 2 e 4 (Osservazione 20, Fig. ¢) ed applicata la forza

unitaria in P (Fig. d), ’equilibrio del corpo 4B fornisce:
1 3
oy :‘Z» T3 :'Z’ O
L ELV si scrive:
v, =056

il valore trovato, segue:

3
VI, Z——z“A

da cui, sostituendo a o

1\\~ = Al C -
‘Q};é
(b) (©)

=0

(a)

(b

(©)

(d)
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4.5 Le condizioni di compatibilita statica e cinematica

Analogamente a quanto visto per i sistemi rigidi (Par. 3.3.3), esistono due particolar
forme del TLV che forniscono le condizioni di compatibilita statica per un sistema
labile ¢ di compatibilitd cinematica per un sistema iperstatico. Esse si ottengono daj
due corollari del TLV (Par. 4.3) ponendo uguali a zero i termini noti del problema
virtuale.
(@) Equazioni di compatibilita statica
Si assume un campo di spostamenti virtuale du, congruente con deformazioni nulle
6e=0 (modi rigidi, cfr. Par. 2.5). Il primo corollario del 7LV si scrive:

fTﬁuq =0 Vdu,| Dou=0 (45)
Poiché (Eq.12) ¢ dug=Udu,, la (45) fornisce:

&q'Uf=0 V&g (46)

da cui seguono le equazioni di compatibilita statica U'f =0 .

(b) Equazioni di compatibilita cinematica
Si assume uno stato di tensione virtuale 6o, equilibrato con forze attive nulle =0
(autotensioni, cfr. Par. 3.4). 1l secondo corollario del TLV (detto anche teorema dei

lavori virtuali complementare, TLVC) si scrive:
Sc,6=0 Y 60,/ESG,=0 (47)

Poiché (Eq. 22) ¢ 60,=Sdy, ’equazione dei lavori virtuali complementare (£LVC)
fornisce:

5Y'S"e=0 Voy (48)

. . o no TI.0T0AR 0 5 T
da cui seguono le equazioni di compatibilita cinematica S’ £=0.

e Osservazione 23. Il teorema enunciato nell’Osservazione 22 puo anche essere vi-
sto come una conseguenza del TLVC.

Esercizio 7: Si riottenga Pequazione di compatibilita cinematica dell’Esercizio 2 applicando il
TLYVC.

L’ELVC si scrive:
5 7
250,65, + Lok, =0 (50,80,

Lo stato di autotensione (dc,,,0u,,) ¢ dato dalle (¢) dell’esercizio 4. Sostituendo nell’ ELVC
si ottiene:

1 1
(—-2—152—553-1% +K7)51=0 Yoy

per cui il coefficiente di &y deve annullarsi. Si ottiene cosi ’equazione di compatibilita cine-
matica.
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5. Il legame elastico

5.1 La matrice elastica globale

Tensioni e deformazioni degli organi deformabili, sino ad ora trattate come grandezze
indipendenti, sono in realta legate da equazioni costitutive. Limitandosi a considerare
organi ad elasticita lineare omogenea, la tensione oy agente nel generico organo sem-
plice € proporzionale alla deformazione &

o,=cg (=12,..4d) 49
dove ¢>0 ¢ la costante elastica dell’organo. Le (49) possono anche scriversi:
c=Ce¢ (50)
dove
C=diag{c;} S

¢ la matrice elastica globale, di dimensioni dxd. La matrice C & simmetrica (C=C")
ed é definita positiva (x’Cx>0 Yx#0, xeR?). E dunque anche invertibile, per
cui

e=Ho (52)
dove H:=C™' ¢ la matrice di deformabilita globale
H=diag{#;} (53)

con h1:1/61.

¢ Osservazione 24. La (50) ¢ formalmente analoga alla (4.28), valida per il singolo
organo elastico molteplice. Cosi, le proprieta della matrice elastica del sistema so-
no identiche a quelle della matrice elastica locale. Esse sono qui banalmente veri-
ficate, stante la semplice struttura diagonale della (51), in quanto si sono conside-
rati solo organi semplici. Comunque, anche nel caso pit generale di n, organi ela-
stici, ciascuno di molteplicita dy, d,, ..., a’,,e , esse continuano a valere. In tal caso
infatti C ¢ diagonale a blocchi, per cui la simmetria e la definitezza in segno dei
singoli blocchi sono preservate. Le stesse proprieta sono verificabili per la matrice
di deformabilita globale H.

Esercizio 8: Si determini la matrice elastica C e la matrice di deformabilita H per il sistema
dell’Esercizio 1, assunte le molle elastiche lineari di rigidezza estensionale c, e flessionale cr
Risulta: '

C=diag{ce ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ cf}

H=diag{l/c, 1/c, 1ic, lic, lic, U, /¢

5.2 L’energia potenziale elastica e I’energia complementare elastica

1’energia potenziale elastica del sistema ¢ uguale alla somma delle energie potenziali

elastiche di ciascun organo (cfr. 4.5.2):
d d A
=%, :Z%gfc,g, (54)

=] =1
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Stante le definizioni (2) e (51) puo anche scriversi:

D= % £'Ce (55)
formalmente analoga alla (4.37); inoltre ¢&:
o= 0”_@ (56)
e

analoga alla (4.34).
L’ energia complementare elastica del sistema ¢ uguale alla somma delle energie com-
plementari elastiche di ciascun organo (si veda il Par. 4.5.3):

d 7
Y=3%¥=)-0o/Ho (57)
1=1 =2
Stanti le definizioni (15) e (53) pud anche scriversi:

1

Y= 2 c'Ho (58)
formalmente analoga alle (4.41); inoltre ¢:
o= oY 4
- 03
Jo (59

analoga alla (4.40).

Come per il singolo organo, @ =d(e) e ¥ =Y¥(o) assumono, in un dato stato ela-
stico (&,0), il medesimo valore. E infatti:

1 1 _
@(5)=56[C5=58[G=%J[H0: ¥(o) (60)

identica alla (4.42).

énalogamente a quanto detto nel Par. 4.5.4, se sono presenti deformazioni anelastiche
¢ il legame si modifica come segue:

o= C(g - E) (61)
ovvero

c=¢+Ho (62)
Le energie potenziale e complementare elastica si scrivono:

@(g):%(g«z)Tc(g—E); ‘l’(a):%O'THO'JrO'TE (63)

Esercizio'9.: Scrivere I'energia potenziale elastica e complementare elastica per il sistema
dell’Esercizio 1, assunto il legame costitutivo dell’Esercizio 8.

Applicando la (54) si ha:

D= %ce(gl%rg_f +E g +552)+%Cf(’f62 *"(72)
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Applicando la (57) si ottiene:

5!/:'2—]66-(0,2 +o] +o) +o] +o§)+iﬁf””(#ﬁz +#72)

6. Sistemi con organi elastici molteplici

Sj ¢ detto, nel Par. 1, che organi molteplici possono essere sostituiti da piu organi
semplici, in numero pari alla molteplicita elastica; conseguentemente le analisi globa-
li, deformativa e tensionale, sono state sviluppate con riferimento a questi ultimi.
Tuttavia lo studio puo essere condotto operando direttamente sugli organi molteplici,
senza cio¢ sostituirli con organi equivalenti. In tal caso occorre procedere come segue.

(a) Problema cinematico

I.  Si scrivono le deformazioni degl organi in funzione degli spostamenti
dei nodi espressi nella base locale (equazioni di congruenza implicite lo-
cali).

II.  Si effettua un cambiamento di base, esprimendo gli spostamenti nella
base globale (che ¢ conveniente, anche se non necessario, assumere unica
per tutti i corpi).

III.  Si esprimono gli spostamenti dei nodi in funzione degli spostamenti ge-
neralizzati.

(b) Problema statico

I.  Siesprimono le forze di estremita degli organi (forze interne) in funzione
delle tensioni (si ricordi ad esempio la Fig. 4.4), assicurando cosi
I’equilibrio degli organi.

II.  Si applicano ai corpi le forze interne cambiate di segno e, considerate le
forze attive, si impone I'equilibrio di ciascun corpo.

(¢) Legame costitutivo
Si esprime il legame tensioni-deformazioni per ciascun organo.

L esercizio che segue servira a chiarire il procedimento.

Esercizio 10: Sia dato il sistema piano di Fig. (a), costituito da due corpi collegati da due travi
(d\=d»=3) e da un glifo elastico (d:=2). Si impostino i problemi cinematico e statico e si scriva-
no le equazioni costitutive, assunte le travi di rigidezze c,, ¢, ¢y e il glifo (simmetrico) di rigi-
dezze ¢, e cy.

(a) Problema cinematico
Le equazioni di congruenza delle travi deformabili sono date dalle (4.12). Esse forniscono
le deformazioni g, y, &7 (/=1,2) in funzione degli spostamenti nodali espressi nelle basi lo-
cali (e, ,e, ) (/=12)(Fig.b). (Si noti che la convenzione introdotta nell’Osservazione 3 ¢
rispettata). '
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/ Y2
2| / /\//// ”/ $
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a "4 3 Jm / T
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- F i
s a > ,2a u +4- ,g,,f: a - A T >i
(@ (b)
Tenuto conto che u,=0, ,=0, per la trave 1 si ha (passo I)
& =up, 71‘_“’1?’ Kl:@; &)
e per la trave 2:
& =up=ul, ¥y =vp-ve-0ia, Kk, =0;-6; (b)

dove gli indici 1 e 2 denotano la base locale. Analogamente, tenuto conto che uz=0, =0,
le deformazioni &; € k3 del glifo elastico nella base locale (e,,.e, ) sono

& =uy, x,=0; (c)
Esprimendo gli spostamenti dei punti B, C, D, E nella base (i, j) si ha (passo I):

£ =(uB +vB)\/5/2, 7 =(vB —uB)\/E/2, K, =0,

& =Up —Up, Y.=Vp~ve—0ca, x,=6,-6, (d)

& =V, K, =0,

Scelti B=0, ed E=0, come poli di riduzione degli spostamenti, le (d) si scrivono (passo I11):

& =(u01 +vol>‘/§/2’ Vi 2("'01 —uol)\/_2-/2, K, =6,

a a
& = Uy, ‘925 = u01—915

Y2 =(Voz ‘Bza)‘(vol +291a)_910’ K, =6, -6

& =v,, k; =6

(e)

Le (e) rappresentano le equazioni di congruenza globali.

(b) Problema statico
Si considerano generiche forze attive X,,» %, M, (i=1,2) ridotte ai poli O\=B ed O,=E.
Espresse le forze interne ty.sty,»my (H=B, C, D, E) in funzione delle tensioni o, 7,
(I=1,2,3) (imposto cioé I’equilibrio degli organi, passo 1), si ha la situazione illustrata in
Fig. (c).
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Le condizioni di equilibrio dei due corpi si scrivono (passo 1)

Equilibrio corpo 1 Equilibrio corpo 2
22
XO‘-TG‘+TT'+JZ:0’ X,, =0, =0,
43]
N NG Yy, —12 -0, =0,
)/01_701'7T1+T2:0’ a
M, t 50, ATy~ — =0,
a
M, -y, =50, +3ar, + u, =0,
Le (f) rappresentano le equazioni di equilibrio globali.
(¢) Legame costitutivo
Ricordando le matrici elastiche della trave (Eq. 4.49) si ha:
V2 V2
o, =C,E, T, =c,y, —¢ TIaky, Hy =6 ymay, teky, (@)
1 1
O, =¢85, Ty =€y =€, 5 Ky, Hy = =€, 5 ay, + /Ky,

Nella matrice elastica del glifo (Eq. 4.48), tenuto conto della simmetria (¢;=c;), i termini
fuori diagonale si annullano; dette c, € ¢, le costanti elastiche sulla diagonale si ha:

Oy =C,65, Ky =Cply (h)

Le (g) ed (h) costituiscono le equazioni del legame elastico globale.
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Il problema elastico

1. Formulazione del problema elastico
1.1 Posizione del problema

Nel capitolo precedente si sono analizzati separatamente gli aspetti cinematici, statici
e reologici della meccanica di un sistema rigido a deformabilita concentrata. In parti-
colare i problemi cinematico e statico sono stati formulati in modo indipendente,
ignorando che, a causa del legame costitutivo, alle deformazioni del problema cine-
matico corrispondono delle tensioni, e alle tensioni del problema statico corrispondo-
no delle deformazioni (si ricordi a tal proposito 1’Osservazione 5.15). In questo capi-
tolo si vuole formulare e risolvere il problema nella sua globalita, tenendo conto dei
tre aspetti del problema.

Con riferimento alla Fig. 1, si considera un sistema costituito da n. corpi rigidi (avente
quindi n=6n, g.d.l., oppure n=3n. g.d.I. nel piano) ed n, organi elastici, di molteplicita
globale d =d, +d,+..+d, ; come nel Cap. 5, di norma ci si riferira ad n,=d organi
semplici. Si considerano poi forze attive agenti esclusivamente sui corpi rigidi. Si as-
sume che le forze raggiungano il loro valore finale crescendo gradualmente di inten-
sita, e che questo processo di carico sia tanto lento da poter trascurare ogni effetto
dinamico (connesso cioe all’insorgere di accelerazioni, e quindi di forze d’inerzia). Si
parla in tal caso di applicazione quasi-statica delle forze e di problema elasto-statico.
Al crescere delle forze dallo zero, il sistema elastico muta la propria configurazione,
passando dallo stato naturale a quello finale attraverso una successione di stati con-
gruenti (in quanto le deformazioni degli organi e gli spostamenti dei corpi sono geo-
metricamente compatibili) ed equilibrati (in quanto le tensioni che si sviluppano a
causa delle deformazioni sono in equilibrio con le forze esterne). Ignorando le fasi
intermedie del processo di carico e facendo riferimento ai soli valori finali delle forze,
degli spostamenti, delle deformazioni e delle tensioni, si pone il seguente problema.
Problema elastico: assegnato un sistema di forze attive applicato ai corpi, determina-
re, se esistono: il campo degli spostamenti e lo stato di deformazione congruenti,
nonché lo stato di tensione equilibrato.
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e Osservazione 1. Si noti che, a differenza del problema cinematico, /o stato di de.
formazione non é noto, ma & un’incognita del problema.

Up
Py
Ehy Ky Opy Up A G
e ke _
»W/ L —
v h =
| n,
/
y
0,<uo, K,
9[, Mi

Fig. 11l problema elastico per i sistemi ad elasticita concentrata

1.2 Le equazioni del problema elastico
I1 problema elastico ¢ governato dalle seguenti tre equazioni vettoriali, ciascuna corri-
spondente ai tre diversi aspetti del problema.
(a) Equazioni di congruenza: legano lo stato di deformazione £ degli organi elastici al
campo di spostamenti u dei corpi rigidi. Si scrivono (Eq. 5.6)
£=Du (1
e costituiscono un sistema di d equazioni, in cui sia u che &£ sono incogniti; D ¢ la
matrice di congruenza del sistema.
(b) Equazioni di equilibrio: legano lo stato di tensione o degli organi elastici alle for-
ze attive f applicate ai corpi. Si scrivono (Eq. 5.19)
Dic=f (2)
avendo tenuto conto della proprieta di dualita (5.29). Le (2) costituiscono un si-

stema di n equazioni nelle d incognite &, essendo f noto; D’ ¢ la matrice di equili-
brio del sistema.

(¢) Equazioni costitutive (legame elastico): legano lo stato di deformazione ¢ e Io
stato di tensione o negli organi elastici. Si scrivono (Eq. 5.49)

o=Ceg 3)

e costituiscono un sistema di d equazioni in cui sia o che £ sono incogniti. C ¢ la

matrice elastica del sistema, avente come inversa la matrice di deformabilita
H=C".

Il problema elastico ¢ quindi governato da d equazioni di congruenza, » di equilibrio e
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di legame; in totale 2d+n equazioni. Le incognite del prqblema sono le n compo-
i nti dello spostamento u, le d componenti della deformazione £ e le d compone-:ntl‘
I(;61121 tensione o; in totale 2d+n incognite. Si ha quindi lo stesso numero di equazioni

e

di incognite. o '

ie equazioni (1)+(3) possono essere raggruppate e riscritte nella forma:

D -1 0]fu] [0

0 C 1 eb=20 @)

I

o o0 Do |f

ovvero Le=b (5)
dove
p -1 0 u 0
L= 0 C _.I " e=4E, b: 0 (6)
0 o D’ o f

sono rispettivamente la matrice del problema elastico L, il vettore de]lo S‘tqto elastzgo
e e il vettore termini noti b. La struttura della matrice dei coefficienti L & illustrata n

Fig. 2 per itre casi possibili.

nd . .d el Ay el d d
///// o 7& I
d 0 7, C ; 4 | A 4 | : 7
n 0 ;/ ,/}% i d" | L 7
d>n =n

Fig. 2 Struttura della matrice del problema elastico L: sistema iperstatico (d>n), isostatico
(d =n), labile (d<n)

o Osservazione 2. I fatto che il numero delle incognite del probl'ema elasn.cct)‘ s:;;
uguale al numero delle equazioni, € strettamente‘legatq allz} prima, P{:(;pne ae &
dualita E=D’. Infatti, se ad esempio il problema cmem.atlco e _1mp0551b; e, qu
statico & indeterminato, cosicché le equazioni eccedent del primo qul emablson(:l
bilanciate dalle incognite eccedenti del ‘ segondq problema. C;)Sl i blirto deemli
dell’equilibrio, che ammette infinite sol‘u2101}1 se si trascura la de orma Vle:j ?é uia
organi (che quindi si assimilano a dei vmcoh? gmmette invece, come Sl ,
soluzione unica quando gli organi sono elastici.

—
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Eserciziq 1: Si sc'rivano le equazioni del problema elastico per il sistema a deformabilita cop
centrata illustrato in Fig. (a). Si assuma ¢;=¢ (i=1,2,3), cdchzclz.

- [
: S 2p!
H —]Z“‘%’
) 1 Vo !
9/& ",
| B 35 [} 4 ll() . >
- = ol
o Gl
L @ ®)

Il SIS‘t‘er'na é cqstituitp da un unico corpo piano (#=3) e quattro organi elastici semplici (d=4): &
percio iperstatico di grado 1. Assunto 4=0 come polo di riduzione degli spostamenti e delle
forze le equazioni del problema elastico sono: .

o Lguazioni di congruenza

& =v, =& =V,
L3 3 1
N Uy Evﬁ :>gzz—2~(uo*26?l)—5v0 (a)
& =v, =g =v, +6/
K, =0 =K, =0
e Equazioni di equilibrio
V3
~——0, +2pl =0
2
1
-o',+50'2—0'3 =0 (b)
V3lo, ~lo, — i, —2pl* =0
e Equazioni di legame
o, =cE, 0, =cE, O, =c&, M =clk, (c)

Si hanno in Qeﬁnitiva 11 equa;ioni in 11 incognite (4 deformazioni, 4 tensioni, 3 spostamenti)
Le equazioni possono essere riscritte nella forma (4):
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. 1 e 1 u,
B2 o-y2 =3 -1 v,
1 L S B 0

1 . . ooo=1 £

c . . . =] . CRE = . (d)

c*| . . oo~ 0',‘
NEY- I P 2pl
Lo-y2 1 oy
31 ) 28

dove, in corrispondenza delle matrici nulle, non si € riportato alcun simbolo.

5

1.3 Teorema di esistenza ed unicita

Sussiste il seguente Teorema di esistenza ed unicita della soluzione del problema ela-
stico. Nelle ipotesi che

(a) x'Cx>0 Vx=0, xe®R’
(b)) Du=0 VYuz0, ucR’

il problema elastico ammette una ed una sola soluzione qualunque sia il vettore delle
forze. Se invece, ferma restando I’ipotesi (a), €

| (b;) Du, =0 Vu, el(q cR”

il problema elastico ammette soluzione se e solo se
T
flu, =0 Vu, €l @)

In tal caso la soluzione & unica in termini di tensioni e deformazioni, ma non in termi-
ni di spostamento.

¢ Osservazione 3. L’ipotesi (a) richiede che C sia definita positiva. L’ipotesi (by)
richiede che non esista alcun campo di spostamento a cui sia associata una defor-
mazione nulla degli organi. Questa ipotesi ¢ soddisfatta quando il sistema ¢ cine-
maticamente impossibile (d>n, rango(D)=n), oppure cinematicamente determi-
nato. L’ipotesi (by) si riferisce a sistemi cinematicamente indeterminati (5.2.5),
oppure degeneri per i quali esistono dei campi di spostamento rigidi u=u4 che non
comportano deformazione degli organi elastici. In tal caso, in generale, il problema
elastico non ammette soluzione, a meno che le forze non compiano lavoro virtuale
nullo negli spostamenti rigidi. Se I’ipotesi ¢ soddisfatta, esiste un unico stato di




182 Cap. 6 - Il problema elastico

tensione equilibrato ed un unico campo di deformazione congruente. Tuttavia g
spostamenti restano indeterminati, in quanto, trovata una soluzione, se al campg
degli spostamenti si somma uno spostamento rigido, le deformazioni, e quindj |

tensioni, non cambiano, cosicché la congruenza e Iequilibrio sono ancora sodd;.
sfatti.

Per dimostrare la prima parte del teorema occorre dimostrare che la matrice del pro-

blema elastico L ¢ non singolare. Facendo combinazioni lineari tra le righe & possibile
riscrivere le (4) nella forma:

D'CD 0 0 |[u f
D -1 0 Ket=140 (8)
0 C “Illo 0

in cui la seconda e la terza equazione sono rimaste immutate, mentre la prima & stata
ottenuta dalla somma della (43), della (4,) premoltiplicata per D', e della (4,) premiol-
tiplicata per D'C; alternativamente la (81) puo essere ottenuta per sostituzioni succes-
sive. Dal momento che la matrice dei coefficienti dell’equazione (8) & triangolare a
blocchi, e che i blocchi sulla diagonale sono quadrati, il suo determinante & uguale al
prodotto dei determinanti dei blocchi sulla diagonale, cioé¢ & det(D'CD). Poiché, stanti
le ipotesi (a) e (b;), la forma quadratica uT(DTCD)uE(Du)TC(Du)>O Vu, la matrice
D'CD ¢ definita positiva, cioé det(DTCD)>O. La matrice del problema elastico L &
quindi non singolare, cosicché il problema ha soluzione unica.
Per dimostrare la seconda parte del teorema si consideri la (8,) :

(D'CD)u=f )
Ora, stante I’ipotesi (b,), la matrice D'CD ¢ singolare, in quanto il problema omoge-
neo (D'CD)uy=0 ammette soluzioni non banali uy=ug4, con uqe I 1l sistema (9) &
quindi impossibile. Tuttavia, & noto dal teorema di Rouché-Capelli che esso ammetie
egualmente soluzione se il termine noto & ortogonale alle soluzioni del problema
omogeneo trasposto (si veda I’Osservazione 1.15 e le Appendici A3 e A4). Siccoine
D'CD ¢ simmetrica, la condizione di solvibilita & data dalla (7). Se questa & soddi-
sfatta, la (9) ammette infinite soluzioni del tipo

u=ul+auq ut el(ql, Va eR, Yu, eZ{q (10)

dove u*, appartenente al supplemento ortogonale di 4, ¢ univocamente determina-
to. Sostituendo il campo di spostamenti (10) nelle (8,), tenuto conto che Duy=0, si

. l . . . . . .
ottiene ¢=Du~, e dalla (8;) si ricava o = CDu". Deformazioni e tensioni sono
quindi determinate univocamente. Il teorema & cosi dimostrato.

* Osservazione 4. Generalmente nel seguito, si riterra soddisfatta I’ipotesi (b)) e si
parlera di soluzione unica. Infatti, se esistono spostamenti rigidi ug e le forze sod
disfano le condizioni di solvibilita (7), gli stessi spostamenti rigidi (che restano in-
determinati) possono essere soppressi con opportuni vincoli addizionali che eser-
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citano reazioni nulle, e non alterano quindi lo stato di defgqnazmne e tensione. La
uestione verra chiarita nel prossimo capitolo (cfr. Esercizi 7.12, 7.14 e Osserva-

zione 7.22).

(.4 Metodi di soluzione del problema elastico

La soluzione del problema elastico richiede l’inversiope della matrice L. Tuttavu; lfa
dimensioni, (2d+n)x(2d+n), sono piuttosto gran41 aqc\:he per probleml semplici,

i I’Esercizio 1 ha messo in evidenza. Risulta percio piu conven‘le.:nte cqmbmare le

zzgfzioni (4) in modo tale da pervenire ad un numero piu piccolo d1'1ncogn1te.

Una prima metodologia & offerta ‘dalla forrqa (8) de'l problema elastico, ottenuta com

pinando direttamente le equazioni, che qui si riscrive

D'CD 0 0 |[u f

D -1 0 Ker=40 (1D
0

0 C -1l|o

Questa & pill vantaggiosa della forma originaria (4? in quanto, a differenza di qug,i;l:;
la matrice dei coefficienti possiede blocchi sulla d¥ag9nale chg sono sempre qu:ta rac
(e non singolari), indipendentemente dal fat?o.che‘ll 51stem'a sia 1perstaFlco, 1soi a e
o labile (si ricordi la Fig. 2). E quindi possibile rlsolyere il problema in czlilsca a, dei_
terminando prima u dalla (11,), poi € dalla (1 12} e m{me O'-da.lla (1 }3).' proce
mento richiede quindi I’inversione della sola matrice D CD, di dlmeps.lom HXH. I(Ql}e:
sto metodo di soluzione prende il nome di metf)do degli spf)stamentz, in qlilaltlto gnlanti
cognite primarie del problema sono appunto gli spostamenti, che vengono determi

b . .
%er: I;Z,lcl:l(l)ndo metodo privilegia invece le tensioni, e per .que'sto ¢ (1mpropr11amentle)
detto metodo delle forze. Si fa riferimento allg forma originaria (4) del problema ela-
stico, in cui perd il legame costitutivo € invertito (Eq.5.51):

D -1 0 {{u] |0

0 -1 HYleb=10 (12)

0 0 DTiol |f

Si vede che I’equazione (123) contiene le sole inc‘ogni‘te o. Essa .é perd 1nSOlubll'i, Iio:i(i
se D' e quadrata, cio¢ solo se il sistema é isgstatzco; in tal ct,aso 11‘1fatt1 1\? iquam o
equilibrio sono da sole sufficienti a determmar'e lp stato di tensmnlez, 0 oHO',rE;CCdi_
dendo per sostituzioni successive, dalla (12;) st r'10avaT &, € dalla ( d.,) ud.' e;:{ o
mento richiede quindi I’inversione della sola matrice D (ovyero D)‘, ior c11nt n;in.are
Spesso perd i sistemi sono iperstatici, cosicché la (125) non ¢ sufficiente a : edc?cato are
in modo univoco lo stato di tensione. Occorre .per.tanto procedere ;:ome 1Tn 11) 2

Par. 5.3.4, partizionando cio¢ la matrice di equilibrio nella for{na {) = [1:tl \io Iie] ,dc;)lr;
D, matrice quadrata di ordine 7 non singolare. Effettuando un’analoga partiz
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equazioni di congruenza (12,) (identica a quella del Par. 5.2.4), e conseguente

del legame costitutivo (12;), le equazioni del problema elastico si scrivono o
D, -I 0 0 O |fu 0
D, 0 -1 0 0 |ig 0
0 -T 0 H,, H, g =<0 (13)
0 0 -I H, H,l o 0
0 0 0 D/ DIjg f

dove y:=o, sono le r=d-n incognite iperstatiche del sistema ¢ H, (i, j=1,2) sono
sottomatrici di H. Ora, portando a secondo membro y e riarrangiando righe e colopne
le (13) si scrivono:

D, -1 0 0 0 0
111
0 -1 H,, 0 0 -H,
&
0 0 DI o =.fr+-DI by (14)
. | o,
0 0 H, -1 0 -H,,
&
D, 0 0 ~-1] 0 0

Nelle (14) le prime tre equazioni sono la prima, terza e quinta delle (13); le ultime due
equazioni, la quarta e la seconda delle (13). In altre parole si sono isolate le equazioni
che contengono &, cosi come si sono portate a secondo membro le tensioni oz=7. La
parte superiore del sistema (14) ¢ formalmente analoga alle equazioni (12), dove ora i
blocchi sulla diagonale sono quadrati, come nel caso dei sistemi isostatici. L unica
differenza risiede nel fatto che a secondo membro compaiono, oltre alle forze attive.
anche le incognite iperstatiche. Procedendo come nel caso dei sistemi isostatici &
pertanto possibile calcolare oy, &, ed u come funzioni lineari non omogenee delle in-
cognite iperstatiche y. Poiché anche la (14,) permette di esprimere & in funzione di 2,
sostituendo u ed & nella (145) si ottiene finalmente un sistema non omogeneo di »
equazioni nelle sole r incognite y. Queste costituiscono quindi le incognite primarie
del metodo delle forze. Noto y si calcolano tutte le altre grandezze. Il procedimento
quindi richiede prima I’inversione della matrice D, di ordine », e poi I’inversione di
una matrice di ordine r; € quindi pil oneroso del metodo degli spostamenti. Tuttavia é

in qualche caso preferito a quello, in quanto fornisce le tensioni come incognite pri-
marie.

¢ Osservazione 5. Le (145) in cui u sia stato espresso in funzione di &, tramite le
(14), rappresenta /'equazione di compatibilita cinematica (cfr. Eq. 5.9); essa co-
stituisce I’equazione risolutiva del metodo delle forze.
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gsercizio 2: Si riscrivano le equazioni del problema elastico dell’Esercizio 1 nella forma (11)
metodo degli spostamenti). ‘ ‘ '
nall’esame delle relazioni (a), (b) e (¢) dell’Esercizio 1 € immediato rlc?noscere gh (‘)per.'ato'n
u congruenza D, di legame C e di equilibrio D’. Svolgendo il prodotto D CD la (11) si scrive:

34 -3lac 324 o 2pl
~3/ac s/4c 2+2\/§ cl Vo
-3/2cl 2 +2\/§ cd 5’ 0 o
e .
L B2 -2 =3l | . -1 &
1 ! S = &=
1 -1 o
! c | ~1 2]
’, . » o,
i c | O3
e* . 5 .= Ha

Esercizio 3: Si riscrivano le equazioni del problema elastico dell’Esercizio 1 nella forma (14)
{metodo delle forze).

Poiché n=3 e d=4 il sistema & una volta iperstatico. Scelto 1:=7), la (14) assume la forma:

32 -2 -3 -1 ' fa
o -1 ‘
Lo
I =] e
] b O
-1 ljc % & 0
~1 1/¢ ;
| &
~-1f . el | B a0
| : £ K,
| % -1
-2 1 i
: o,
NN Rl ==
___________________________________________ T A 1
0 0 0 1 o /c
L 1 :.-1“
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I due metodi illustrati, oltre che a presentare notevoli vantaggi computazionali, trady.
cono due approcci al problema densi di significato meccanico, tanto che si parla spes.
so di “spirito” del metodo degli spostamenti e delle forze, volendo con cid sottolines.
re una diversa filosofia di soluzione. Nel seguito i due metodi vengono descritti pith
approfonditamente, sottolineando il loro significato meccanico.

2. Il metodo degli spostamenti

2.1 Lo spirito del metodo

Le equazioni risolutive del problema elastico secondo il metodo degli spostament
sono equazioni di equilibrio espresse in termini di spostamenti generalizzati. 1l meto-
do si basa sulla seguente logica. Esistono «” configurazioni congruenti, ciascuna cor-
rispondente ad una diversa scelta delle n variabili di spostamento u. A ciascuna di
queste configurazioni corrisponde, tramite le equazioni di congruenza, un diversg
stato di deformazione & e, tramite il legame costitutivo, un diverso stato di tensione o
Assegnati ad arbitrio gli spostamenti generalizzati, lo stato di tensione ad essi asso-
ciato non é in generale equilibrato con le forze attive; & cioé uno stato congruente, ma
non equilibrato. Esiste infatti uno ed un solo stato che, oltre ad essere congruente, ¢
anche equilibrato; in questo stato le variabili u, s e o risolvono le equazioni del pro-
blema elastico. Il metodo degli spostamenti consiste nel ricercare fra rutte le configu-
razioni congruenti 'unica che é anche equilibrata. La ricerca viene effettuata espri-
mendo prima le deformazioni e poi le tensioni in termini di spostamenti ed imponendo
che queste ultime equilibrino le forze attive.

* Osservazione 6. Per comprendere pili a fondo lo spirito del metodo degli sposta-
menti si pensi di effettuare la seguente, semplice, esperienza meccanica. Si appli-
chino ad un sistema elastico delle forze attive, ad esempio i pesi propri dei corpi,
ma si impediscano gli spostamenti dei corpi stessi mediante dei vincoli addizionali.
Si deformi poi il sistema spostando i corpi in posizioni arbitrarie e si rilascino
istantaneamente tutti i vincoli introdotti. In generale, nel sistema si ingenerano
oscillazioni, in quanto, nella configurazione in cui il sistema & stato portato, le for-
ze interne che gli organi elastici applicano ai corpi non sono in equilibrio con le
forze attive. Si ripeta allora I’esperimento modificando la configurazione. In gene-
rale & necessario effettuare " tentativi, prima di determinare quell’unica configu-
razione in cui il sistema, liberato dai vincoli, resta in quiete nella posizione in cui &
stato lasciato. Lo spirito del metodo consiste allora nell’imporre Iequilibrio in
funzione degli spostamenti incogniti, piuttosto che temtare di soddisfare
Iequilibrio, modificando gli spostamenti ad arbitrio.

* Osservazione 7. Non ci si lasci fuorviare dal fatto che, nella teoria lineare qui
sviluppata, I’equilibrio viene imposto nella configurazione indeformata. Come gid
detto nelle osservazioni 4.4 ¢ 5.7, si tratta solo di un’approssimazione di comodo,
in quanto I’equilibrio si verifica sempre nella configurazione deformata. Nella teo-
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ria lineare si tiene conto del cambiamento di configurazione nel calcolo Qelle forze
interne elastiche (che altrimenti non si svilupperebbero) ma non se ne tiene conto
nell’esprimere le condizioni di equilibrio.

2.2 11 metodo diretto

per ottenere le equazioni di equilibrio in termini di spostamento bisogna procedere
come indicato nel diagramma di flusso illustrato in Fig. 3, e precisamente:

(5] ¢ [c] 2 v}

. . K

O™

Fig. 3 Diagramma di flusso del metodo degli spostamenti

1. assegnati gli spostamenti, attraverso le equazioni di congruenza (1) si calcolano
le deformazioni:

£=Du (15)

II. utilizzando il legame costitutivo (3) si determinano le tensioni associate ai dati
spostamenti

o =CDu (16)

I si impone che le tensioni, funzione degli spostamenti, siano equilibrate con le
forze attive (Eq. 2). Si ottiene:
Ku=f a7n
dove
K=D'CD (18)
¢ la matrice di rigidezza del sistema, #i dimensioni nxn. Le (17) costituiscono le
cercate equazioni di equilibrio espresse in termini di spostamento.
La matrice di rigidezza gode di due importanti proprieta:
(a) K é simmetrica: K=K’
(b) K ¢ definita positiva: u'Ku>0, Vuz0, ucR” o '
La proprieta (a) segue dalla definizione (18) stessa.e dgl fatto che C.e_s\lmmetnca; la
proprieta (b) & stata dimostrata nel teorema dll esistenza e, unicita _(Par. 1.3),
nell’ipotesi che non sussistano spostamenti rigidi (si veda anche | Osservazmn.e‘ 4).
Dal momento che K & non singolare & pure invertibile. La (17) ammette perci0 la so-
luzione unica:

u=K'f (19)

che individua la configurazione di equilibrio. Sostituendo la (19) Prima nella (15) e
poi nella (16) si ricavano deformazioni e tensioni, risolvendo cosi il problema elasti-
co.
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Esercizio 4: Si risolva il problema elastico dell’Esercizio 1 applicando il metodo degli Sposty

menti.

I campo degli spostamenti & u={u, v,, H}T; le (a) dell’Esercizio 1 forniscono le deform aZiont

associate (passo 1). Utilizzando il legame costitutivo (¢) si ha (passo 1I)

0 = v, 0y =3 [V3-200 -] o=y, +0l), g =0

Sostituendo le precedenti nelle equazioni di equilibrio (b) si ha (passo 1I)

.
%[\/g(uo - 260 -vo]~23 =2pl; cv, - %[\/g(uo =200 - v, |+ v, +61) = 0

5
- —2201[\/5(% 260~ vy|+ cllv, + 01) + ¢,6 = <2 pF*

ovvero, in forma matriciale
34 -3/
c|~V3/4 94
(-32) (V3/2+1)

(=320 |(u,
(V3/2+1)i kv,
s1° 0

2pl

= 0

(1]

-2pl*

La matrice dei coefficienti ¢ la matrice di rigidezza K del sistema. Risolvendo, si ottiene:

uO

pl
Vo [=730
o

52/3-243
4/J3-2
(4-2/V3)

che sostituite nelle (a) forniscono lo stato di deformazione

&
&0 2pl
& 3¢
Ky

2/V3 -1
2V3
1/43 +1

(2~1/\/§)/‘l

e sostituite nelle (e) forniscono lo stato di tensione

o,

2| 2pl
o, 3
Hy

2/43-1
243
1743 +1
(2»1/\/5)1

(h)

(i)

o7, 6.2 - 1l metodo degli spostamenti 189

13 I coefficienti di rigidezza

' coefficienti della matrice di rigidezza sono suscettibili di una interessante interpreta-
Jione meccanica che pud essere assunta quale definizione dei coefficienti stessi. In-
witi la j-esima colonna della matrice K coincide con il vettore dei termini noti f se
tii gli elementi di u sono nulli, tranne il j-esimo elemento, uguale ad 1. In simboli,

posto K:[klj]a ll:{ll,'}, f:{ﬁ}a e
0 h=j

uh:

| h=j

ky =f, se (20)

percio la j-esima colonna di K rappresenta il sistema di forze attive che bisogna ap-
sficare al sistema affinché questo subisca uno spostamento di componente j-esima
uguale ad 1, e tutte le altre componenti uguali a zero. Piu in particolare, k; rappre-
senta la forza attiva che é necessario applicare in i (cioé in i-esima posizione del
vettore ) affinché si abbia uno spostamento unitario in j (cio¢ in j-esima posizione
del vettore u) e rutti gli altri spostamenti nulli.

» Osservazione 8. La (17) puo essere interpretata come sovrapposizione di effetti.
Affinché si abbia uno spostamento u & necessario sovrapporre n sistemi di forze (le
colonne di K), ognuno dei quali produce un diverso spostamento unitario, amplifi-
cando ciascun sistema dell’effettivo valore u; che si vuole assegnare alle compo-
nenti di spostamento.

Esercizio 5: Si costruisca la matrice di rigidezza del sistema dell’Esercizio 1 applicando la de-
finizione di coefficiente di rigidezza.

Si attiva solo una componente di spostamento per volta, assegnando alle altre valori nulli. Si
ottengono i campi di spostamento in figura. Le forze generalizzate applicate in 4 sono i coeffi-
cienti di rigidezza rispettivamente delle prima, seconda e terza colonna di K. Essi si calcolano
imponendo equilibrio con le forze elastiche che si sviluppano a seguito degli stessi sposta-
menti, pure indicate in figura.

Si ha:
3 J3 3
k”~ZC=0, kyy + 4 c=0, k31+_2_d:0;
V3 9 V3 _
k12+—4‘l5:0» kzz“zczos kyy = 7+1 el =0;

3 V3 )
k13+5C/=0, k23—(7+]JC[:05 ki =5cl” =0

da cui si ottengono i coefficienti gia determinati nell’Esercizio 4. Si notino le proprieta di sim-
metria k, =k, ed il loro significato meccanico.
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2.4 Formulazione integrale: Pequazione dei lavori virtuali

La formulazione diretta richiede la scrittura delle equazioni di equilibrio. Questa puo
tuttavia essere evitata se si utilizza il primo corollario del 7LV (cfr. 5.4.3) che, come si
¢ detto, fornisce una condizione di equilibrio. 11 corollario si scrive:

O o=cu't V(5e, Su)| Se=D Su (21)

Essq ric‘:hied'e che 'ELV sia soddisfatta per ogni du e 5 congruenti. Esprimendo le

te'nsmql regll o in termini di spostamenti reali u attraverso la (16), e le deformazioni
virtuali oz in termini di spostamenti virtuali Su, la (21) si scrive

su'(D'CDu-NH=0 Véu (22

dg cui si ottengono le equazioni di equilibrio (17) in termini di spostamenti. Il proce-

dimento descritto costituisce la formulazione integrale dell’equilibrio. In' definitiva,

nelle applicazioni, occorre eseguire i seguenti passi:
I.  Siscrive PELV (21).

IL.  Si studia la cinematica del sistema reale e si scrivono le equazioni di congruenza,
£=Du.

HI. Siesprimono le tensioni in funzione degli spostamenti, o = CDu.
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{v. Sistudia la cinematica del sistema virtuale; poiché questa é formalmente analoga
a quella del sistema reale, si scrive semplicemente oe=Ddu; nello stesso modo,
gli spostamenti virtuali dei punti di applicazione delle forze si ottengono dalla
FGSR.

y. Si sostituisce nell’ELV e si impone che questa valga per ogni du; i coefficienti
dei singoli spostamenti virtuali, eguagliati a zero, costituiscono le cercate equa-
zioni di equilibrio in termini di spostamenti reali.

. Osservazione 9. Non si confondano le grandezze cinematiche reali (u, &) con
quelle virtuali (du, J¢). Anche se, formalmente, esse sono legate dalle stesse equa-
zioni di congruenza, assumono un significato profondamente diverso. Infatti, le
prime sono le grandezze (incognite) che descrivono la configurazione variata e lo
stato di deformazione del sistema nello stato equilibrato; le seconde sono le gran-
dezze (arbitrarie ma note) relative ad un problema cinematico virtuale, considerato
al solo fine di eseguire un test sull’equilibrio, nello spirito del TLV. Se il test (cioe
I’ELV) & soddisfatto, lo stato ¢ equilibrato, altrimenti ¢ solo congruente ma non
equilibrato.

o Osservazione 10. I passi Il e III del procedimento integrale sono identici a quelli (I
e 11) del metodo diretto. Il passo IV non richiede alcuno studio aggiuntivo, doven-
dosi solo applicare I’operatore & alle equazioni di congruenza gia ottenute. I due
metodi differiscono solo nella scrittura delle condizioni di equilibrio che, in un ca-
so sono ottenute in forma diretta, € nell’altro dall’ELV.

Esercizio 6: Considerando ancora il sistema dell’Esercizio 1, si ottengano le equazioni di equi-
librio in termini di spostamento applicando la formulazione integrale.

L’ELV (21) si scrive (passo I):

0,06, + 0,06, + 0,08, + 1,0k, =2plouy
avendo espresso il lavoro delle forze attive come il prodotto della risultante 2p/ per lo sposta-
mento Suy del punto di applicazione. Le tensioni reali si esprimono in funzione degli sposta-
menti reali attraverso le (e) dell’Esercizio 4 (passi II e III, comuni al metodo diretto). Appli-

cando poi formalmente 1’operatore & alle equazioni di congruenza (Eq. (a) dell’Esercizio 1) si
ha immediatamente (passo IV)

V3
Y
Inoltre, dalla FGSR si ha:

1
¢, = v,, O€ (S ~2160) = Bv,, O, = v, +150, Ox, =50

Suy, =du, —160
L’ELV si scrive dunque (passo V)

c{v(,&vo + %[\E (uy ~216) = v, |3 (6u, ~2156) - v, |+ (v, +16)(v, + 150)}

+cl*056 2 pl(Su, ~186) = 0 (6, 5v,,56)
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Raccogliendo st ottiene

3 33 B9 V3
Zcu0*7w0~5019~2p1 Su, + —Ty Gt vt 7+1 cld |dv,

3 V3 . .
+ *Eclu0+ 7+1 clvy +5c¢°6+2pl* |60 =0

da cui, eguagliando separatamente a zero i coefficienti di duy, v, e 56, si ottengono le cquazin.
ni cercate, identiche alle (g) dell’Eserscizio 4.

* Osservazione 11. Questo procedimento, che qui pud apparire pit oneroso def
metodo diretto, rappresenta invece il metodo pit conveniente quando il sistems

elastico € vincolato, come si vedra nel capitolo successivo.

2.5 Formulazione variazionale: il teorema di stazionarieta dell’energiy
potenziale totale

Un procedimento alternativo, sostanzialmente equivalente alla formulazione integrale
¢ offerto dalla formulazione variazionale. Per descriverlo occorre introdurre una nuo-
va grandezza. Si definisce energia potenziale totale (EPT) la funzione
U(g,u):lf:TCg~fTu (23)
2
Nei due contributi dell’ £PT si riconoscono: Ienergia potenziale elastica @ del siste-
ma (cfr. 5.5.2) e il lavoro cambiato di segno compiuto dalle forze attive f (assunte in-
dipendenti da u) negli spostamenti associati. Limitandosi a considerare stati con
gruentl, £ pud essere espressa tramite le equazioni di congruenza (1) in termini di spo-
stamenti. L’ EPT diviene allora

U(u) = 1D’ cpu- f'u
2 (24)
= 1 u'Ku—f"u
2
avendo introdotto la posizione (18).

* Osservazione 12. L’EPT é uno scalare, dipendente da u, che associa ad ogni con-

figurazione congruente un certo numero. Variando la configurazione si modifica il
valore assunto dalla funzione U.

Vale il seguente, fondamentale teorema.

Teorema di stazionarieta dell’energia potenziale totale: CNES per I'equilibrio di un
sistema elastico & che l'energia potenziale totale sia stazionaria nell’insieme delle

configurazioni congruenti. Nello stato equilibrato ['energia potenziale totale cssume
un minimo isolato.

* Osservazione 13. Una funzione di n variabili é stazionaria in un punto se in ¢s50 81
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annullano tutte le sue derivate parziali. Da un punto di vis.ta geometrico ciod vuo‘l
dire che la funzione & “localmente piatta”, nel senso f:he il suo piano tangente &
orizzontale. Un punto di stazionarieta non ¢ necessariamente un punto e‘strem‘al?
(cioé di minimo o di massimo): si pensi ad esempio a}l’umco punto di stazionarieta
di un paraboloide iperbolico (o a sella) dove la funzione cresce in una direzione e
decresce nella direzione ortogonale.

Osservazione 14. La prima parte del teorema afferma che,‘se si‘ varia} la configura-
zione congruente del sistema e si ricerca quella configurazione in cui U assume un
valore stazionario si individua la configurazione equilibrata. Vlce\‘/e.rs'a, se ‘la con-
figurazione, oltre ad essere congruente € anche equllll?rata,‘l’EP.T g 1}/1 stazionaria.
La seconda parte del teorema afferma che il punto di stazionarieta & anche punto
estremale.

| eorema si dimostra come segue. Se si considera uno stato u+du adiacente allo stato
u inesso PEPT ¢

Uu + du) = Uu) + 8U(u) + %52U(u) (25)

dove

U=’ (Ku-f), &U()=s"Kéu (26)

sono rispettivamente la variazione prima e seconda della funzione U(u). Esse rappre-
sentano la parte del primo e del secondo ordine dello sviluppo in serie di Taylor di U
nefl’intorno di u, & cioe

U =% LY 5o 27

W(u)-;g;&u,, 5*U(u) ;;@M‘j Ou, (27

Ora, se lo stato, oltre ad essere congruente & anche equilibrato, vale la (17), e dunqug

170 V Su, cioé U & stazionaria. Se viceversa U ¢ stazionaria ¢ SU=0 Vou, ¢ quindi
vale la (17), cioé lo stato ¢ equilibrato. E cosi dimostrata la prima parte del teogema.

Per dimostrare la seconda basta osservare che, poiché K & definita positiva, ¢ 6°U>0

/&, cioé il punto di stazionarieta & anche un punto di minimo. ‘

Il teorema di stazionarieta dell’ EPT costituisce uno strumento operativo altematlv_o

all’ ELV per ricavare, nello spirito del metodo degli spostamenti, le equazioni di equi-

librio del sistema: esso costituisce la formulazione variazionale dell equilibrio.

Nelle applicazioni occorre procedere come segue: o ‘

I Siscrive I’espressione dell’ EPT, sommando le energie elastiche di tutti gli organi
e sottraendo il lavoro delle forze attive.

IL Sistudia la cinematica del sistema e si esprimono le deformazioni degli organi in
funzione degli spostamenti, ¢ =Du, nonché gli spostamenti dei punti di applica-
zione delle forze in funzione di u. _

I11. Si impone la stazionarieta di U, le derivate parziali di U r-ispetto .a.gli .sp.ostamepq
generalizzati, eguagliate a zero, costituiscono le equazioni di equilibrio in termini
di spostamento.
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* Osservazione 1S. Rispetto alla formulazione integrale, quella variazionale offre il
vantaggio di un maggiore automatismo. Non ¢ infatti necessario porre attenzione al
segno dei vari contributi al lavoro virtuale interno, né distinguere il campo degli
spostamenti reali da quello virtuale. Tuttavia, la variazione SU dell’EPT (Eq. 26)),
Jornisce la stessa ELV (22) scritta direttamente con la Jormulazione integrale.
Quindi la formulazione variazionale & equivalente a quella integrale, ma ¢ pit one.
rosa, perché richiede un’operazione di derivazione in piu.

Esercizio 7: Si risolva il problema elastico relativo al sistema dell’Esercizio 1 applicando j|
teorema dell’ EPT.

L’EPT del sistema ¢ (passo I)

1
=‘2—c[e,2 +& +¢f +12xf]——2pluh.

dove uy ¢ lo spostamento del punto di applicazione della risultante delle forze distribuite. Le
equazioni di congruenza (Eq. (a) dell’es. 1) e la FGSR permettono di esprimere. U come fun-
zione dei soli spostamenti generalizzati (passo IT)

2

Imponendo la stazionarieta rispetto ad u={uy, vo, B si ha:
SU = c{voﬁvo + i-[ﬁ(uo ~216) -, [V3(8u, - 2166) - vy |+ (v, + 16)(3v, + 1(59)}

+¢cl*6560 - 2 pl(Su, —166) = 0 V(Suy, 6v,,56)

Questa coincide con la condizione trovata nella formulazione integrale (Esercizio 6). Da qui in
poi, dunque, il procedimento si sviluppa nello stesso modo.

3. Il metodo delle forze

3.1 Lo spirito del metodo

Le equazioni risolutive del problema elastico secondo il metodo delle forze sono
equazioni di compatibilita cinematica espresse in termini delle incognite iperstatiche.
Il metodo si basa sulla seguente logica. In un sistema iperstatico di grado r=d-n esi-
stono oo stati di tensione equilibrati, ciascuno corrispondente ad una diversa scelta
delle incognite iperstatiche y. A ciascuno di questi stati corrisponde, tramite il legame
costitutivo, un diverso stato di deformazione & che non é in generale .congruente, nel
senso che le equazioni di congruenza non possono essere risolte per quel dato stato di
deformazione. Esiste infatti uno ed un solo stato che, oltre ad essere equilibrato, & an-
che congruente. Il metodo delle forze consiste nel ricercare fra futti gli stati di tensio-
ne equilibrati I'unico che é anche congruente. La ricerca viene effettuata esprimendo
prima le tensioni e poi le deformazioni in termini delle incognite iperstatiche ed im-
ponendo poi che queste soddisfino le equazioni di compatibilita cinematica (cioé le
condizioni di solvibilita del problema cinematico).

‘ﬂ’
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Osservazione 16. Per comprendere piu a fondo lo spirito del metodo delle fqrze si
’ ensi di effettuare la seguente, semplice, esperienza meccaplca. ]')E}tf) un swterr;a
Ii)perstatico ad elasticita concentrata, si taglino r=d-n grganl elast10.1 in n}odf) tale
che, attraverso le sconnessioni operat.e, non ppssano pilu.trasmet‘tem ten51.on1, renl;
dendo quindi inefficaci gli organi. 1 rlm'ane'nt} n organi siano .tall da solszrlmerAe gto
gpostamenti rigidi del sistema, che qum.dl & stato reso sta}tlc?ment§l e;ermmz:t 0
(sistema principale, si ricordi l’OssewaZ}one 5.14). Si apphch'mo poi le o¥zela lle
ve. Queste sono equilibrate dagli sforzi delle n molle del‘ sistema prlpcllpa ert'
quali, deformandosi, danno luogo ad un campo non nu}lo d} spostamenti. In parti-
colare, in corrispondenza delle sconnessioni operate, si v'erlﬁcano spostamenti 1;7-
lativi, di avvicinamento o allontanamento del-le parti ‘tagllat'e. Qra, apphcandg alle
estremitd degli organi tagliati delle forze arbitrarie (incognite 1pe:rstat1<':h‘e) si c:lgr-
chi di ripristinare la continuita originari.a, producendo s;zostamentl. relativi uguali e
contrari a quelli prodotti dalle forze attive. In g'eneral§ ¢ necessario effettgarg t?o
tentativi, prima di determinare I’insieme d.elle incognite ’1.perstatlche che ripris ina
la congruenza. Lo spirito del metodo consiste allora nell imporre la cfongrulenza in
funzione delle incognite iperstatiche, piuttosto che tentare di soddisfare la con-
gruenza, modificando le incognite ad arbitrio.

3.2 Il metodo diretto

Per ottenere le equazioni di compatibilita cinematica in termini Qi incognit.e ip_erstatl-
che bisogna procedere come indicato nel diagramma di flusso illustrato in Fig. 4, e

precisamente:

g, £ -7

,,,,,,,, ,é% S » Ai’* -4 H 7<,>l— ST ,,>_(X)‘,
\' i
" ,,,,,,,, > F - s

Fig. 4 Diagramma di flusso del metodo delle forze

I scelte le incognite iperstatiche, attraverso le equazioni di equilibrio si.calcolano
le tensioni (Eq. 5.22)
o=0,+Sy (28)

II. invertendo il legame costitutivo (3) si determinano le deformazioni associate alle

incognite iperstatiche

¢=Ho, +HSy (29)

IIL. si impone che le deformazioni, funzione delle incognitf: iperstatiche, sodd;sﬁx;o
le equazioni (5.9) di compatibilita cinematica, Q&=0. Ricordando che Q=S" (cfr.
Eq. 5.32), si ottiene:

Fy+n,=0 (30)
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dove

F=S"HS, p,=$"Ho,

F, di dimensioni rxr, & detta marrice di Messibilita del sistema; 1, & il vettore dej
termini noti, di dimensioni rx1. Le (30) costituiscono le cercate equazion| g

compatibilita cinematica espresse in termini delle incognite iperstatiche.

¢ Osservazione 17. Ricordando che, dall’Osservazione 5. 13, ¢

o) ]
dove o/ ¢ lo stato di autotensione in cui x=1 e x=0 per j=i, posto
F=[n,], n={ne}

_ t I
S= [0'1 o,

si ha

T T -
=0, Ho), m=0]" Hoy (32

Le espressioni (32) sono di grande utilita nelle applicazioni (si veda piu avany

I’Osservazione 18 e I’Esercizio 9).

La matrice di flessibilita gode di due importanti proprieta:

(a) F é simmetrica: F=F"

(b) F é definita positiva: ' Fp>0, V 320, ye R’

La proprieta (a) segue dalla definizione (31y) stessa e dal fatto che H ¢ simmetrica. |

H, come C, ¢ definita positiva, & ;gTFZ >0Vy, cioé anche F ¢ definita positiva.
Invertendo la matrice non singolare F, dalle (30) si ottiene la soluzione (unica)
-1
x=-F"'n,
che individua lo stato congruente. Sostituendo le (33) prima nella (28) e poi nella (29)
si determinano tensioni e deformazioni. Infine, per ricavare gli spostamenti generaliz-
zati, occorre risolvere il problema cinematico (1), essendo le & ormai note. Questo,
pur essendo impossibile, ammette certamente soluzione, in quanto le deformazioni

rispettano le equazioni di compatibilita cinematica Qe=0. E quindi sufficiente isolare

nelle (1) un minore non nullo di ordine # e risolvere le equazioni corrispondenti, igno-
rando le restanti r equazioni.

Esercizio 8: Sirisolva il problema elastico dell’Esercizio 1 applicando il metodo delle forze.

I sistema ¢ una volta iperstatico. Si assume 01 come incognita iperstatica, y;:=g;. Le equazion!
di equilibrio (b) dell’Esercizio 1 si scrivono:

V32 0 0l(s, 2pl 0
“12 1 0Fo,b=1 0 b4y dioi
=3 || -2pr? 0

i}ji

A

proprieta (b) segue dal fatto che, per la (31)), ¢ 2'Fr=Sy)"HSy). O,
Sy=0, #0 V=0, in quanto Oy rappresenta uno stato di autotensione conseguente
all’applicazione di incognite iperstatiche su un sistema principale isostatico. Poiché

(33)

L #
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b e =

Pa

do portato a secondo membro I’incognita iperstatica e avendg las.ciato a primo membro ll;n
e 2§on nullo. Cid equivale a scegliere il sistema prmmpale in Fxg (a), ottenuto Id? quello
I?;ario disconnettendo la molla 1. Il generico stato di tensione equilibrato & (passo I):
orig

- 0 ]
2/3 0
g
Lo 3pr + 1
. 1/3 -1
4 (ﬁ - 1)1 /3 I

i due contributi del quale sono rappresentati nelle Figg. (b) e (c), rispettivamente. Ad esso cor-
risponde lo stato di deformazione (passo II):

g 0 1
2/3 0
& / 1
=2\/§£‘ +; e
83 ¢ 1/3 -1
- (V3-1)'/3 I

Per scrivere I’equazione di compatibilita cinematica si procede come nell’Esermzm 5.3,_R11§§;-
vendo le ultime tre equazioni di congruenza (Eq. (a), es.1) si ricavano gli spostamenti in
zione delle deformazioni:

uoz’?[zgz-{’g} +(2\/§-1)I’(4]> v0=83-l(4l, 9:K4

Sostituendo gli spostamenti trovati nella prima equazione di congruenza si ottiene I’'equazione

~di compatibilita cinematica:

£ —&+lk, =0

!
yyﬂ G T 1 4/ \/gpl A T
=Y a e —— () d ?
‘ 4300 > J/
: - BE | > 2/l
. >
A
1 i | - )
. I 4 _ 12 ]
Ll 7 I Ar\z(l 1/\/§)p ~ T 4
} o
2 = = F y4l
1Y Xish

A @) (b) ©
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(Si noti che la dualita Q=(10~1/)=S" ¢ soddisfatta). Sostituendo alle deformazioni
espressioni in funzione dell’incognita iperstatica si ha (passo III)

¢ lorg
2
37,-5(2V3-3)pi =0
Risolvendo si ricava I’incognita iperstatica

P2 :%(2\/5-3),)1

Conseguentemente deformazioni e tensioni valgono

£ 2/J3 -1 o, 2/3 -1
&, 2pl 2\/§ o, _ZP_I 2\/5

& 3| Y1 |1 e 3 ] /B4l
K, (2—1/\/5)1"‘ " (2—1/\/5)1

Note le deformazioni, dalle espressioni gia trovate si determinano gli spostamenti:
1, 52/3-243

[
vop=to1 432

0 (4-2/V3)
completando cosi la soluzione del problema, identica a quella dell’Esercizio 4.

¢ Osservazione 18. L’interpretazione meccanica del metodo delle forze descritta
nell’Osservazione 16, e I’espressione (32) dei coefficienti della matrice di flessibi-
lita e dei termini noti, suggerisce di effettuare i calcoli come segue, al fine di au-
tomatizzare il procedimento.

I.  Si effettuano nel sistema r=d-n sconnessioni di organi elastici e si individua
il sistema principale associato.

IL.  Si applicano separatamente al sistema principale r+1 sistemi di forze: il si-
stema 0 ¢ costituito dalle sole forze attive; il sistema i (i=1,2,...,r) & costituito
dalla i-esima incognita iperstatica posta uguale ad 1 e le altre incognite iper-
statiche poste uguali a zero; si determinano corrispondentemente gli statj di
tensione o, 0y ,...,o!.

HI. Siapplicano le (32) per costruire la matrice F e il vettore -

Calcolate le incognite iperstatiche si determina lo stato di tensione sovrappo-
nendo gli effetti (cfr. Osservazione 5.13)

.
o =04+ 3 %0/

1=

L’esercizio che segue illustra il procedimento.
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sio 9: Si determini lo stato di tensione del sistema in Fig. (a) applicando il metodo delle

E “rt Isia ¢ la rigidezza delle molle.
foree

P

o o o et s ‘ ; '
. \LVAL, RVRRY P W N N N p

- )| D —q . - ]
‘ 7 C D 1 1
5A §B S § ,,,* Xll'j E XzJ'?: §
M el il 1@ E T
Y -NEN & A & A
Ao ! —— 17 ek J ¥
(a) b

poiché n=3, d=5, il sistema & due volte iperstatico. Si intrqduconp due sconnessioni nelle.molle
\ l:3 e si ottiene il sistema principale (Fig. b; passo I). Si applicano separatamente al 51stemla
srincipale tre sistemi di forze: le forze attive (sistema 0), I’incognita iperstatica gl p;)staoxilgellxlaé z
'.d 1 (sistema 1), e I’incognita iperstat}ca X2 posta uguale_ ad 1 (sistema 2). Imp
Pequilibrio si determinano gli stati di tensione illustrati nella Fig. (c).

Sistema 0 Sistema 1 Sistema 2
w11y 1lllr |
;o
Tpl Ly 1\3/2 12 12 1 12
©
£ quindi (passo II):

o, = {O, -pl, 0,0, O,}T, o/

T T
3 1 1 1 }
= . - ;= Os‘_719'——50
"{1’ 230’2a0}’ 02 { 2 2

Utilizzando le (32) si ha (passo HI):

1 T o - __1017'0/ :L 77 =——J’TJ, S
771|:‘C‘O' o, ZZC’ 7712"7721“6_ 1 02 5 m T %2 % 2
L ,r 3pl 1 :l 4
7710:‘6‘0' 0'0":5 e Uzo‘caz Ty 5

Le equazioni di compatibilita cinematica (30) si scrivono dunque
1 7 1 X . ﬂ 3 _ 0
2¢l1 3|lg,) 2¢(1] o

2 1 /
y4 :"EPL X2 :"gp

Risolvendo si ha:

Lo stato di tensione si ottiene sovrapponendo gli effetti dei tre sistemi di forze (passo IV):

I
o=0,+ 1 0] + X0

ovvero

__p 3 1 !
0'———5—{2 5
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3.3 11 significato geometrico delle equazioni di compatibilita cinem

la formula generale dello spostamento dei sistemi deformabili e
La form ..
dare a“euia gen‘era.l © Fiello SpO_St_afﬂento dei sistemi deformabili (Eq. 5.44) perme
e quazmln'l di compatibilita cinematica (30) un notevole signiﬁcats g:"qtu di
) a con |’interpretazione meccanica d Comelr
. el metodo. Dat i : -
ed associato ad esso un si o : 0 un sistema iperstatic
stema principale ottenuto eff: alico
molle i e j i . . o effettuando delle sconnesci..
Eienza o tJanleilla Flgi. 5a), si vogllono calcolare gli spostamenti relativi in col-r sol
smmmmﬁQgﬁe?mmum“%”Am“wwémhwmmmmmx5ym
S co'o i uno stato di tensione virtuale equilibrato con una frj ; Jug-
> sita unitaria, che compie lavoro nello spostamento incognito Ne]- Za Vir
. LdSD In

) 11l

es 1A ’ . 5 <
tremita dell’organo sezionato di cui si ale

vuole calcolare lo spostamento relative

(Fig. 5b).
N
N ATl
N A& “
J ) »&\Xﬁ(/i ’
4]
%}» : W“;h\ --C “4/7) /277[ Y
; RN 7 %
lr
= Z
@ 3
B ® .
FES

Fig. 5 (a) Sistema principale (reale), (b) sistema virtuale

77 t 1 11 i fi 1,. ()g i a i r

n=o;/ Te (i=1,2,....d-n) }
dove o/ 3

{ {Crl } S 1 sion

vono anche
n=8"¢ (35
dove n={n,}. Sostituendo infine le (29) si ha: |

La (36) attribuisce un notevole si 77'~ e (36)
(30), 7.:=Fg ed ESS.e\‘/ofe s.Igmﬁcato geometrico ai due addendi dell’equazione
cano inlcorris d . | infatti rap présentano gli spostamenti relativi che si

pondenza delle sconnessioni presenti nel sistema principale Srli;;gti

f

n,+1,=0
v (37)
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, Osst rvazione 19. Questa interpretazione viene spesso utilizzata nelle applicazioni
come metodo risolutivo. Invece cioe di fare riferimento all’equazione di compati-
Jilita cinematica 8' & =0 come condizione di solvibilita del problema cinematico,
;i preferisce imporre la condizione (equivalente) 7=0, attribuendo  cosi
Jilequazione risolutiva del metodo delle forze un significato meno astratto ¢ di pin
facile interpretazione meccanica.

cgercizio 10: Applicando la FGSD, si riottenga I’equazione di compatibilita cinematica

_:._-:'_’Esercizio 8.

. atta di calcolare lo spostamento 7, che si verifica nell’unica sconnessione presente nel si-

Lema in Fig. (2) dell’Esercizio 8. Applicando due forze unitarie uguali e contrarie all’estremita
/la sconnessione si ingenera lo stato di tensione (virtuale)

of ={1 0 -1 4}
wuale a quello della Fig. (¢) dell’Esercizio 8, diviso per 7. La FGSD si scrive
11 = 07, + &0y + &% Kk
= &= & +IK,
imponendo che sia 77;=0 si ha
g -&+ik, =0

e costituisce 1’equazione di compatibilita cinematica, identica a quella trovata nell’Esercizio
8.
o Osservazione 20. L’esercizio precedente ha messo in rilievo che, nell’utilizzare la

FGSD, lo stato di tensione virtuale equilibrato con la forza unitaria & proporzionale

allo stato di tensione (reale) equilibrato con I’incognita iperstatica. Questa circo-

stanza & ovviamente generale, e dipende dall’eguaglianza formale (ma non sostan-
ziale) tra le incognite iperstatiche (reali) e le forze unitarie (virtuali).

3.4 1 coefficienti di flessibilita

I coefficienti della matrice di flessibilita sono suscettibili di una interessante inter-

pretazione meccanica. Si & detto che

n, =¥Fx (38)
¢ il vettore degli spostamenti relativi che si verificano nei punti di sconnessione a cau-
sa delle incognite iperstatiche. Ora, se tutti gli elementi di y sono nulli, ad eccezione
del j-esimo elemento che & uguale ad 1, la j-esima colonna di F coincide con 77,. In
simboli, posto F=[7;1, m={m, }, =1} €
0 h=j
My =My, S¢ Xn=™ , (39)
1 h=j
Percid la j-esima colonna di F rappresenta gli spostamenti dei punti di sconnessione
quando sul sistema principale agisce la j-esima incognita iperstatica, posta uguale ad
1. Piu in particolare, 7, ¢ lo spostamento in i (cioé in i-esima posizione nel vettore 77,)
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conseguente all’applicazione di una coppia di forze unitarie posta in j (cioe in i
esima posizione del vettore z) e tutte le altre forze uguali a zero. La Fig. 6 illusirg il

significato dei coefficienti 7, per un sistema due volte iperstatico. Si noti che, stany,
la simmetria di F, & m,=17,,.

%:I 7 MKy q = j %Yf MMy L - = ____':

17 = 2L z 1o = 2} 5 01

e = = =1
///A:
P

P 2 i

T By T

i /// T

// h

Fig. 6 Coefficienti di flessibilita

® Osservazione 21. | coefficienti di flessibilita sono anche detti coefficienti di in-
fluenza. Essi infatti rappresentano I'influenza esercitata dalle forze sugli sposta-
menti dei punti, cioé I'effetto (lo spostamento) che si risente in un dato punto
quando la causa (la forza di intensita unitaria), € applicata in un altro punto. Cop-
seguentemente la (38) puo essere interpretata come sovrapposizione di effetti. Lo

spostamento 7, € la somma degli effetti ny dovuti alle forze unitarie, ciascuno
amplificato dell’effettivo valore y, delle forze.

Osservazione 22. Deve essere osservato che, in generale, la matrice di flessibilita
F e la matrice di rigidezza K non sono I'inversa I'una dell ‘altra. Per convincerse-
ne basta pensare che mentre K ha dimensioni nxn, F ha dimensioni rxr. Infatti,
mentre la matrice K mette in relazione le forze attive e gli spostamenti generaliz-
zati, la matrice F mette in relazione le incognite iperstatiche agenti sul sistema
principale e gli spostamenti corrispondenti. Data la matrice F ¢ sempre possibile
determinare I’inversa F™'; questa, fornendo % in funzione di 7, ha si il significato
di una matrice di rigidezza, perd non ¢ la matrice di rigidezza del sistema in
quanto opera su variabili di spostamento che possono essere insufficienti oppure
esuberanti rispetto a quelle strettamente necessarie ad individuare la configurazio-
ne variata del sistema. Si noti ancora che mentre F & sempre invertibile (perché per
definizione ¢ legata ad un sistema principale isostatico) K ¢ invertibile solo se so-
no stati soppressi gli spostamenti rigidi.

3.5  caleolo degli spostamenti nei sistemi iperstatici mediante la FGSD

Quando si opera con il metodo delle forze, il calcolo degli spostamenti rappresenta
Iultimo passo del procedimento: dopo aver determinato prima le tensioni e poi le de-
formazioni occorre risolvere il problema cinematico. Tuttavia spesso non si ¢ interes-

T
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. . determinare I’intero campo di spostamenti, ma solo 'le componenti di sposta-
. di pochi punti; in tal caso & opportuno rinunciare a risolvere il problen'la cine-
!m”'to 1dputilizzare i,nvece la FGSD. Questa richiede il calcolo di uno stato di tepsno-
mﬂn?o : le equilibrato con un’unica forza attiva, di intensita unitaria, che cqmple lg-
E vuﬂlﬁo S ci)stamento incognito. Comunque, dal momento che il sistema & 1pfersFat1-
e r'letonoi;nﬁniti stati di tensione equilibrati con la forza unitaria; la F GSD richiede
f;Srllziderare uno qualunque di essi, dal momento ch.e il risultato' non dipende da
. scelta (si ricordino le osservazioni 5.20 ¢ 5.21). Si possono quindi assegnare a_d
e valori noti, ad esempio nulli, a r tensioni arbitrariamente scelte (purchg lg ri-
R iano line;rmente indipendenti) e ricavare dall’equilibrio le altre tensioni. Iq
r‘Im‘j'entllaie ud essere comodo (ma assolutamente non necessario) sviluppar.e i calco!l
F-:i !-lcgo rif::)rimento allo stesso sistema principale che si ¢ utilizzato per rlsol.vere il
I‘Merrlna iperstatico. Detta 7, la componente di spostamento del punto P‘ che si vuole?
:Ilicolare, compatibile con la deformazione‘ nojca .s::{‘sf}, e detto o={ o, } 'lo stato di
rensione virtuale equilibrato con la forza unitaria F (Fig. 7), la FGSD si scrive

ln,=0"¢ (40)
sostituendo ad £ la sua espressione (29) e tenuto conto della (33) si ha:
e = o H(o, - SF'n,) (41)

A

{
N S

. A

e

e \

@ (b)
Fig. 7 Applicazione della FGSD: (a) stato di deformazione reale; (b) stato di tensione virtuale
[ due addendi della (41) rappresentano rispettivamente il contributo allo spostamento
np dovuto ai soli carichi e alle sole incognite iperstatiche.

Esercizio 11: Si calcoli con la FGSD lo spostamento orizzontalf; del punto H, del sistema
izio 1, gia ri i 1I’Esercizio 8.

dell’Esercizio 1, gia risolto con il metodo delle forze ne . ’ N ‘

Nell’Esercizio Sgsi ¢ determinato il seguente stato di deformazione, funzione dell’incognita

iperstatica y:=a.

2pl lip 1
& =", & i}i & ——p——-ll_, ’(4=2(1_—)?+ Z

c 2\/50, 3_\/56 c \/5 cl

i di
Applicata una forza unitaria orizzontale nel punto H occorre determinare un qualunque stato
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tensione equilibrato. Nella Fig. (a) & rappresentato lo stato

SN

che si ottiene ponendo o, =0 (cio¢ lo stato che si i inci i
, e o 0 che si ha nel sistema principale utiliz:
nell’Esercizio 8); nella Fig. (b) ¢ rappresentato lo stato 5

¥

Q
Sl
Sl

che si ottiene ponendo invece o, = 0.

~B 3

30° W 30°
LN RN
1-43/3)1
/\( ) /\1
(@) w VB

La FGSD si scrive
. 5 5 .
Uy =016 +0,6, +0,6 + K,

da cui, come ¢ facile verificare, indi
, : pendentemente dalla scelta dello stato equilib :
per uy la stessa espressione ) e

Uy =%(10—x/§)££

[

Questo ¢ in accordo con i risultati dell’Esercizio 8, potendosi verificare che u n=uy, 6
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1.6 Formulazione integrale: I’equazione dei lavori virtuali complementare

. a formulazione diretta richiede la scrittura delle equazioni di compatibilita cinemati-
-2, Questa puo tuttavia essere evitata se si utilizza il secondo corollario del TLV, nella
forma complementare, gia discussa nel Par. 5.4.5 che, come si & detto, fornisce
Pequazione di compatibilita cinematica. Il corollario si scrive:

So,£=0  Véo,|Esc,~0 (42)

Esso richiede che I’ELVC sia soddisfatta per ogni do, autoequilibrato. Ora, poiché le
tensioni o, non sono arbitrarie, dovendo soddisfare I’equilibrio, e conveniente
esprimerle nella forma 5o,=SJy, dove &y ¢ un vettore di parametri arbitrari (incognite
iperstatiche virtuali). Esprimendo inoltre le deformazioni reali ¢ in termini delle inco-
gnite iperstatiche y attraverso le (29), la (42) si scrive

Sy'S"(Ho, +HSy)=0 Voy (43)

da cui si ottengono le equazioni di congruenza (30) in termini delle incognite ipersta-
tiche. 11 procedimento descritto costituisce la formulazione integrale della congruen-
za. In definitiva, nelle applicazioni, occorre eseguire i seguenti passi:

I. Siscrive 'ELVC (42).

II. Si studia la statica del sistema reale € si ottiene il piu generale stato di tensione,
c=0,+8y.

II. Si esprimono le deformazioni in termini delle incognite iperstatiche,
c¢=Ho, +HSy .

IV. Si studia la statica del sistema virtuale; poiché questa é formalmente analoga a
quella del sistema reale, si scrive semplicemente 5o, =Sdy.

V. Si sostituisce nell’ ELVC e si impone che questa valga per ogni Jy; i coefficienti
dei singoli parametri arbitrari di tensione Jy, eguagliati a zero, costituiscono le
cercate equazioni di compatibilita cinematica in termini di incognite iperstatiche
(reali).

¢ Osservazione 23. Non si confondano le incognite iperstatiche reali ¥ con quelle
virtuali y. Esse descrivono infatti due stati di autotensione formalmente analoghi
ma dal diverso significato: le prime (incognite) si riferiscono allo stato reale con-
gruente; le seconde (arbitrarie, ma note) si riferiscono ad uno stato virtuale, consi-
derato al solo fine di eseguire un test sulla congruenza, nello spirito del metodo
delle forze. Se il test (cio¢ I’ELVC) ¢ soddisfatto, lo stato ¢ congruente, altrimenti
¢ solo equilibrato ma non € congruente.

e QOsservazione 24. | passi Il e III del procedimento integrale sono identici a quelli (I
e I1) del metodo diretto. 11 passo IV non richiede alcuno studio aggiuntivo, doven-
dosi solo applicare I’operatore & allo stato di autotensione gia ottenuto. I due me-
todi differiscono solo nella scrittura delle condizioni di compatibilita cinematica
che, in un caso sono ottenute in forma diretta, e nell’altro dall’ ELVC.
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¢ Osservazione 25. Si osservi che questo metodo € molto simile a quello che fa yg,
della FGSD (Par. 3.3; si confrontino in particolare le osservazioni 20 e 23). | utta-
via qui, a fronte dell’automatismo del procedimento, viene meno Iinterpretazione
meccanica della congruenza data in quella sede.

Esercizio 12: Considerando il sistema dell’Esercizio 9, si ottengano le equazioni di compatibi.
lita cinematica in termini di incognite iperstatiche applicando la formulazione integrale.

L’ELVC (42) si scrive (passo I)
250',15, =0
11 generico stato (reale) di tensione autoequilibrato & (passo 1)
0 1 0
-pl ~-3/2 -1/2
o=3 0 r+3 0 px,+9 1 y,
0 1/2 -1/2
0 0 0

avendo scelto ,:=0y, y,=03, come nell’Esercizio 9. Corrispondentemente le deformazioni sono
(passo 1II):

0 1 0
-pl -3/2 ~-1/2
e=4 0 l+ 0 LZL+ 1 43

c ¢ c
0 1/2 —-1/2
0 0 0

Lo stato di aytotensioqe virtuale 5o, pud ottenersi formalmente da o ponendo i carichi uguali a
zero ed applicando poi I’operatore 6. Si ottiene (passo 1V)

1 0
~3/2 -1/2
o4 0 oy, +4 1 6y,
1/2 -1/2
0 0

Sostituendo nell’ ELV'C e raccogliendo si ha (passo V)
(72 + 22 +3p)6x, +(2, +32, + pl)Sy, =0

Doven.do.ql.lesta valere per 8y, Sy, arbitrari devono annullarsi separatamente i termini in pa-
rentesi. Si riottengono cosi le equazioni di compatibilita cinematica dell’Esercizio 9.
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17 Formulazione variazionale: il teorema di stazionarieta dell’energia
complementare elastica

UJn procedimento alternativo, sostanzialmente equivalente alla formulazione integrale,
s offerto dalla formulazione variazionale. Si ricordi che, nel Par. 5.5.2, si & introdotta
a grandezza energia complementare elastica (ECE), definita come

V(o) = %o”HO' (44)

smzione dello stato di tensione. Limitandosi a considerare stati equilibrati, o deve
essere espressa, tramite la (28), in termini di incognite iperstatiche y (che sono i pa-
rametri liberi dello stato tensionale equilibrato). L’ ECE diviene allora funzione delle
sole incognite iperstatiche

W(y)= %(oo +87) H(o, +S7)

= -;—);TSTHSZ + y'S™Ho,, + ¥(0) (45)

I ,
= EZTFZ +x"ny + P(0)

dove si sono introdotte le posizioni (31); inoltre ¥(0)=1/20{Ho, rappresenta
I’energia complementare elastica associata ad incognite iperstatiche nulle.

e Osservazione 26. L’ECE ¢é uno scalare, dipendente da g, che associa ad ogni stato
di tensione equilibrato un certo numero. Variando lo stato di tensione si modifica
il valore assunto dalla funzione ¥.

Vale il seguente, fondamentale teorema.

Teorema di stazionarieta dell’energia complementare elastica: CNES per la con-
gruenza di un sistema elastico é che I'energia complementare elastica sia stazionaria
nell’insieme degli stati equilibrati. Nello stato congruente [’energia complementare
elastica assume un minimo isolato.

o Osservazione 27. La prima parte del teorema afferma che, se si varia lo stato di
tensione equilibrato del sistema e si ricerca quello stato in cui ¥ assume un valore
stazionario si individua lo stato congruente. Viceversa, se lo stato, oltre ad essere
equilibrato ¢ anche congruente, I’ ECE ¢ ivi stazionaria. La seconda parte del teo-
rema afferma che il punto di stazionarieta ¢ anche punto estremale.

Il teorema si dimostra come segue. Se si considera uno stato y+Jy adiacente allo stato
7. inesso 'ECE ¢

Wy + 1) = 5"(1)+55”(1)+—;-52 Y(z) (46)

dove

SY(x)=0xT(Fy+my), 8*¥W(x)=0x"Foy (47)
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=
sono rispettivamente la variazione prima e seconda della funzione ¥{y). Esse rappre.
sentano la parte del primo e del secondo ordine dello sviluppo in serie di Taylor g w
nell’intorno di g, € cioé
L OV L& O
O¥(y)= Za‘&,, SFP(=YYy 5%,

(4
i=1 O i=1 j=1 51’152']‘ Y

Ora, se lo stato, oltre ad essere equilibrato ¢ anche congruente, vale la (30), e

iunquc
S¥=0 V oy, cioe ¥e stazionaria. Se viceversa ¥ ¢ stazionaria & 5¥=0 VS, € quing:
vale la (30), cioe lo stato ¢ congruente. E cosi dimostrata la prima parte del teoreg,

Per dimostrare la seconda basta osservare che, poiché F ¢ definita positiva, ¢ & ¥y
V &y, cioe il punto di stazionarieta ¢ anche un punto di minimo. Si noti che la c. stante
#10) ¢ inessenziale, cosicché puod porsi ¥/0)=0.
I teorema di stazionarieta dell’ ECE costituisce uno strumento operativo alternatiy,
all’ ELVC per ricavare, nello spirito del metodo delle forze, le equazioni di compatij.

lita cinematica del sistema: esso costituisce /g Jormulazione variazionale della
gruenza.

Nelle applicazioni occorre procedere come segue:

con-

L. Si scrive ’espressione dell’ ECE, sommando le energie complementari elastiche
di tutti gli organi;

IL.  Si studia ’equilibrio del sistema e si esprimono le tensioni degli organi in fup-
zione delle incognite iperstatiche, o = o, +Sy;

II1.

si impone la stazionarieta di ¥, Le derivate parziali di ¥ rispetto alle incognite

iperstatiche, eguagliate a zero, costituiscono le equazioni di compatibilita cine-
matica in termini di incognite iperstatiche.

Osservazione 28. Rispetto alla formulazione integrale, quella variazionale offre il
vantaggio di un maggiore automatismo. Non ¢ infatti necessario porre attenzione al
segno dei vari contributi al lavoro virtuale complementare, né distinguere il campo
degli spostamenti reali da quello virtuale. Tuttavia, la variazione ¥ dell’ ECE
(Eq. 47)), fornisce la stessa ELVC (43) scritta direttamente con la formulazione
integrale. Quindi la formulazione variazionale & equivalente a quella integrale, ma
¢ pit onerosa, perché richiede un’operazione (di derivazione) in pit.

Esercizio 13: Si risolva il problema elastico relativo al sistem
teorema dell’ ECE.

L’ECE del sistema ¢ (passo I)

a dell’Esercizio 9 applicando il

oy -3 0
2c =
Il generico stato di tensione equilibrato & (passo II)
3 1 1 !
Uz{ll “p1~‘2'l|“‘2'2'2 X 5(2’1“2’2) 0}
avendo scelto y;:=a, y,:=03, come negli esercizi 9 e 12. L’ ECE si scrive dunque:

1(7 3
Pl 1) = ;(515 +p 1 +3ply, + ply, + 1,1, +5,‘c’22)

; - ) 209
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.

jiando a zero la variazione prima si ha:
Fguaf

§¥= '21‘[(711 + 20 +3p0)oz, + (1 + 32 +pl)oz] =0 v(o2.57:)
4

coincide con "ELVC ottenuta nell’Esercizio 12, da cgi seguono le equazioni di compa-
cinematica dell’Esercizio 9. Si procede quindi come gia illustrato.

4. Glistati di coazione

41 Le equazioni del problema

| sroblema elastico, formulato e risolto nei precedenti paragraﬁ, puo essgre destesto
|""l’;la,nalisi degli effetti di deformazioni imposte di tipo anela.lstlco, ad esempio ovute
4 ariazioni termiche degli organi deformabili, a difetti di montaggio (si veda poi
t \ . . . . . .

| i i distorsiont.

()sservazione 30), o ad altri tipi di ‘ . ‘ - 3 _
\l . 7 il vettore delle deformazioni anelastiche imposte agli organi deformabili. Ii le
-'-_Im.-ue costitutivo (3) si modifica come segue

o=C(s-§) (49)

infatti, come gia si & detto nel Par. 4.'5 .4. a prqposito de_l siqg?lo lorgax;o, lzztie:nsilcigi
sono proporzionali alle sole defonnazmm‘elastl_che £~ &, cloc (z;l e de or::lza e
wli £ depurate delle deformazioni anelastiche & . Le equaziom di congru
stano invariate - bu 0
in quanto nel problema cinematico sono coinvolte le deformazion .totz}lil 2 n‘;ciillg;?(;
dentemente dalla loro origine, elastica oppure no. Infine, le equazioni d1 eq
(2), in assenza di forze attive, diventano omogenee:

D'oc=0 (51)
Si consideri dapprima un sistema cinematicamente/staticam.ente ditefmm?tgn :0(11:3:
la (51) ammette solo la soluzione banale 0‘:0, dalle (49) si ha E=E ,t: ,,i?c,'nemati_
(50) u=D""£. Si conclude che deformazioni anelastzchg ggentz in sst. | cimematt-
camente/staticamente determinati producono solo'ejf'ettz‘ czner‘n.atz.cz. i consi :
un sistema staticamente indeterminato. Le equa210n‘1'd1 gqulllbrlo (5‘1) amme or;lo
soluzioni non banali, cioé stati di tensione autoequll}bratl. 'Tra questi Eilo ¢ alr;cstie-
congruente (si veda poi I’Osservazione 29), ede qu1n§1 SOIU?IOHC ;i.el proluc:;:i ]e]:e o
co (49)=(51); questo stato di tensione € dgttg stato.dz coazione. 51 (‘:l;)'?ic;sta[jcamente
formazioni anelastiche agenti in siste.n?z Ijznefnetzztclzr;ente impossibi
; inati producono effetti sia staticl che cin . . o
;’f eetcj:gg:il I(Z;))+(51) reJZgono il problema di c:oazione elas‘tic;z. (I;Ie;: s;(g)grl;leto, si ri-
solve il problema sia nello spirito del metodo degli spostamenti che delle .

e Osservazione 29. Il teorema di esistenza ed unicita della soluzione, .dimos.trato I}el
Par. 1.3 nel caso di sole forze attive, si applica anche al problerqa di coazione e lzll—
stic;i. Le (49)+(51), infatti, differiscono dalle (1)+(3) solo per 1 termini noti, che
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non sono influenti ai fini del teorema. Anzi, anche nell’ipotesi (by) (sistemi labil;
degeneri), la condizione di solvibilita (7) & sempre soddisfatta, essendo f=),

Osservazione 30. Un particolare tipo di deformazione anelastica & costity
cosiddetti difetti di montaggio. Questi consistono in piccole imperfezioni Zeome.
triche degli organi rispetto a quelli di progetto (ad esempio, eccesso o difetty di
lunghezza &£ delle molle estensionali, oppure curvatura iniziale © delle molje
flessionali). Da un punto di vista meccanico, all’atto del montaggio della SUruttyr
¢ necessario applicare delle forze che deformino gli organi annullando i difey;
consentendo cosi I’assemblaggio. Conseguentemente si ingenera nel siste
stato di coazione che in generale interessa tutti gli organi, anche quelli pri
fetti. Problemi di questo tipo possono essere trattati considerando gli orga
idealmente perfetti ma assegnando ad essi deformazioni anelastiche ugu
Jetti di montaggio. Cosi, ad esempio, se una molla estensionale ha lunghe
riore a quella di progetto ( £>0) si imporra alla molla perfetta una defo
anelastica di allungamento. L’Esercizio 15 illustrera il procedimento.

ito da

-Ma ung
vi di dj.
ni come
ali ai dj.
ZZ4 Supe.
rmazione

Osservazione 31. Se sul sistema agiscono anche forze attive, stante la linearita del
problema, puo procedersi per sovrapposizione di effetti. La soluzione € perciy

somma delle soluzioni corrispondenti alle forze attive e alle deformazioni anelasti-
che.

4.2 1l metodo degli spostamenti

Combinando le (49) e (50) si ottengono le tensioni in termini di spostamenti
oc=CDu-C¢ (52)
Sostituendole nelle equazioni di equilibrio (51) si ha:

Ku=f (53)
dove K ¢ la matrice di rigidezza (18) ¢
f=D"Cz (54)
¢ il vettore delle forze di coazione. Le deformazioni imposte, dunque, ai fini
dell’equilibrio, equivalgono a forze fittizie (o equivalenti) f (che si sommano a
quelle attive, se presenti). Determinata la configurazione equilibrata u = K™'f, dalla
(50) si ottiene lo stato di deformazione &, e dalla (49) lo stato di tensione o.

* Osservazione 32. Le (52)+(54) possono essere interpretate con un ragionamento

di tipo meccanico, che ha il pregio di attribuire un significato notevole alle forze
f. Ii procedimento si sviluppa nello spirito del metodo di sovrapposizione degli
effetti, come illustrato in F ig. 8. Si pensi innanzitutto di introdurre nel sistema dei
vincoli addizionali (un incastro per ciascun corpo) che impediscono tutti gli spo-
stamenti e di fare quindi agire le deformazioni anelastiche £ (fase I, corpi blocca-
ti). Poiché i corpi non possono spostarsi, la deformazione totale degli organi deve
essere nulla, devono cioé aversi deformazioni elastiche uguali e contrarie a quelle
anelastiche; si ingenera quindi negli organi uno stato di tensione ¢ = -Cz. Per

e . -
Par 6.4 - Gli stati di coazione
ar. 2

Tibr ] i1 vi i izionali devono esercitare reazioni
gssicurare l’equ11.1br110n tciie; ;erili)lT ;/-IPC:OED%dg?Ogi B -
S e'quwaee in quanto non presenti nel sistema griginari-o. St ehmmano
g §§Sefe rlI_TlOS§ ’ licano al sistema delle forze attive f uguali e contrarie a’lle
qumdl ! s C—Oh o ipll;TCE La condizione di equilibrio del sistema (senza.vm-
rea;ionl - 1~1f f;rze f :.—f * & data dall’equazione (53); essa permette di de-'
COll)ingf ?lttcoazipeo degli spostamenti u (che infatti & nullo neflla‘fase D). L? statcé ?
e i effetti relativi alle due fasi: 0, =0 =-
t'.3]]1?io?;see IdaetoadaliaCsl())rlIIm:;I?: %:s: flﬁ, I’equazione (52) esprime appunto questa
neila » bij

somma.

- g z e O'Z
A 1r ie
j - S

f 0',' fase | fase I1

Fig. 8 Interpretazione meccanica delle equazioni (52)+(54)

in Fi i ini i coazione indotto da
Esercizio 14: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si determini lo stato di co
una variazione termica AT agente sulla molla 2.

== o
a4l .

JNVLW 5 ——9

/ Vo i ”
13

. e} . l
A7 uy B Cgi la o o
[ e ]
g Y ©is Z121+AT

Ci=C— C (i:1,2’354)
I}

#«»~~-~lm—/~?~—~~ ¥ =T cl
(a) (b)
Scelto O=4, le equazioni di congruenza (50) si scrivono , (a)
£ =Vy, & =Vo+208, & =—Uy, &, =—u, +10, Ks=
Il legame costitutivo (49) & | - X
o, =C§, O, = 0(32 —aaAT), O, =C&, Oy =CE&, fs =cl K (b)
1 s
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equilibrio si scrivono (Fig. b):
oy,+0, =0, 0,+0,=0, 2o, +lo, + 1, =0
Sostituendo le (a) nelle (b) si ha:

g, =V, O, = c(vo +2[0—aaAT), oy =—Cly, O,= c(- u, +19), Ks=cl*o
che, sostituite nelle (¢) forniscono:

“2uy +0H =0, 2vy+210 = aAT, —u,+2v, +610 = 2aaAT ®
avendo diviso per c. Nelle (e), caaA T rappresenta la forza di coazione, applicata in C ¢ direty
verso I'alto. Risolvendo:

1 3 2 qaAT
u0=;aaAT, vO:TzaaAT, Hz—ggl—~ (o

Le (a) e (b) corrispondentemente forniscono:

'
g:“"AT{z LI 21'}

7 12 2
T @
o=C2AT 3 3y
7 12 2

E facile interpretare la soluzione secondo il procedimento descritto nell’Osservazione 30,

Esercizio 15: I! sistema dell’Esercizio 14 ¢ sede dei seguenti difetti di montaggio: la molla | ha
lunghezza a—~Aa con 0<Aa<<a; i bracci della molla 5 formano un angolo Ap<<1 come in figy
ra, Si determini lo stato di coazione indotto nel sistema dal montaggio forzato degli organi,
ottenuto congiungendo A’ ad 4 e B’ a B.

D 4

s N
> AR ,@

89S, RIS i

v - g <

Aa ’ BL\*@A C o
o M

Si considera il sistema privo di difetti (perfetto, o ideale) quale quello dell’Esercizio 14; si im-
pone quindi che la molla 1 subisca una deformazione anelastica & =~-Aa<0 elamolla 5 una
curvatura anelastica x5 = Ap >0 (si ricordi la convenzione adottata nell’Osservazione 5.3). Le

equazioni di congruenza (a) e di equilibrio (b) restano invariate, mentre quelle di legame (c) si
modificano come segue:

- - - - - 2
0'1—4'(£,+Aa), 0, =C&, Oy=c&, O,=c&, pH,=cl (K5~A¢7)

(Si noti che i contributi alle tensioni cAa e ~cl?A

@, nello spirito dell’Osservazione 32, corri-

spondono alle tensioni che bisogna applicare rispettivamente alle molle 1 e 5 per eliminare il
difetto). Procedendo come nell’Esercizio 14 si trovano le seguenti equazioni di equilibrio in

termini di spostamenti (divise per ¢):
“2u,+# =0, 2v,+20=Aa,

~Uy +2vy + 418 = ~IAgp

. 64-Glistati di coazione 113

soluzione &:

' 1 7 ) P Z(A‘LM,)
uO:E(Aa—lA(p), vozg(—EAMz,A(Pa =3

. .aii di deformazione e di tensione risultano essere:

1
7 2 1,2 = —{-Aa+IAp),
g‘::w—gAa"Fé—lAw, 52"6Aa 31A¢’ & 3( )

1 Z2[ha )
54:5(A0*1A¢), KS—E( [ A(D

1
1 2 R ) o, =Cc— ‘Aa+1Ag0),
gl::(-gAa+§1A¢], O'2~5(6Aa 3[A(p, 3 3(
1 1 _
o, = cg(Aa-lAq;), s = 5cz(zAa 51Ap)

13 Il metodo delle forze

| senerico stato di tensione autoequilibrato, soluzione della (5‘1), ¢ dato dalla (28) in
% ;la soluzione particolare oy ¢ assente, in quanto il problema ¢ omogenco:

o =8y (55)
avertendo il legame costitutivo (49) si ha
e=¢+Ho (56)
da cui, per la (55),
e=¢£+HSy (57)

|’equazione di compatibilita cinematica S’£=0, con la (57) si puo esprimere 1n termi-
71 di incognite iperstatiche; si ottiene:
Fy+n=0 (58)

dove F ¢ la matrice di flessibilita (31;) ed
7=8"¢ (59)

¢ il vettore degli spostamenti di coazione. Ricordando l’interpretafione geomi:irlcl?
del termine noto delle equazioni (30) data nel Par. 3.3 (cfr‘ Eq. 35)', n rap]i;ese?i a%le
spostamenti che si verificano nelle sconnessioni del sistema principale dovu

deformazioni anelastiche.

+ Osservazione 33. Procedendo come nell’Osservazione 17 si ha, in analogia alle
(32):
m=0¢ (60)

!
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Determinato lo stato congruente, y=-F'7, le (55) e (57) forniscono rispettiyg
mente le tensioni e deformazioni.

Esercizio 16: Sirisolva il problema elastico dell’Esercizio 14 applicando il metodo delle forze

1

o
1
s 4
172 12 l )
1721 1724
Sisterna 1 Sistema 2
(@) (b)

Si progede come indicato nell’Osservazione 18. Si sceglie il sistema principale in Fig. (a), otte.
nuto dlscgr}nettt?ndo le molle 3 e 5. Sipone y:=03 e yy:=ps. Si determinano poi gli stati di tep.
sione equilibrati con =1, y,=0 (sistema 1) e =0, y,=1 (sistema 2) (Fig. b); si ottiene:

, 11 4 / / T
ol = —5,5,1,—1,0 , O = 5,_5—’0’071

Il pit generico stato di autotensione o = y, o+, o5 € percio:
1 1

0'1:5(12“/1’!)’ 0'2:2(,1’,—,’(2), O3 =X1» Oy ==X, H=7,

I coefficienti di flessibilita espressi dalle (32,) si scrivono:
. . 1 T
_ » 7 T - _ 17 ' 3
i = o, Ho| 5 e =T = Oy Ho, ST o 2= 0 HGZ:EQT
Gli spostamenti si calcolano con la (60) :

. _ 1 . B
UI:GI'Tg:ECZaAT’ 772:0'2'15‘:—

1 aaAT
2

Le equazioni (58) si scrivono:
. =
Ay s S 7 aaar
2l 3 g, | L] 2

1 2
X = ‘;CGGAT, X, = ;caaAT[

Risolvendo si ottiene:

*

Lo stato di tensione congruente ¢ dunque:

caaAT{?» 3 g
o= - -= =11 2
7 2 2

e le deformazioni corrispondenti

aaAT (3 11 e
£= SR B3
7 2 2

6.4 - Gli stati di coazione 215

Par.

44 Le formulazioni integrali e variazionali

|| problema di coazione elastica (49)+(51) pud anche essere formulato in termini inte-
L . . . PR 2

4li o variazionali, analogamente a quanto visto per le forze attive. Qui si da un breve
'"..;nno sui procedimenti.

() Formulazioni integrali
L’ELV (21) (metodo degli spostamenti), essendo £=0, si scrive

86 =0 V(8g,6u)| 5e=D Su (61)
Facendo uso della (52) si ha:
D (CDu-C£)=0 Véu (62)

da cui segue la (53).
L ELVC (42) (metodo delle forze) resta invariata:

Sole=0 Vo, |Edo=0 (63)
Facendo uso della (57), ed essendo 5o,=Sdy rispettoso dell’equilibrio, si ha:
Sy'ST(HSy +2)=0 VY& (64)

da cui segue la (58).

(b) Formulazioni variazionali
L’energia potenziale elastica (metodo degli spostamenti) & data dalla (5.63,)

@ = l(g- £) C(e - &)
: (65)
1

= —2~STC£ ~ £"CE + cost
Poiché le forze attive sono nulle, I EPT coincide con I’energia potenziale elastica,
U=@. Sostituendo la (50) si ha:

Uu) = ! u"D’CDu-u'DICE
. (66)

luTKu—qu

avendo usato le posizioni (18) e (54). Imponendo che oU=0 YV &u si riottiene la

(53).

L energia complementare elastica (metodo delle forze) ¢ data dalla (5.63,)

(o) Z%O"THO' +o'E (67)
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Sostituendo la (55) si ha:
| .
Y(y) = 51157}15;”;/8%‘

| (6
:EZ[FZ+ZT77 ]xl

avendo usato le posizioni (31 iri
o p 1 (31)) e (59). Imponendo che S¥=0 V oy si riottiene la

7

Il problema elastico
per i sistemi vincolati

1. Le grandezze lagrangiane

1.1 Premessa

1l problema elastico ¢ stato sino ad ora formulato e risolto per i sistemi a deformabilita
concentrata non vincolati. Spesso perd nei sistemi sono presenti dei vincoli (interni
¢/o esterni) che assegnano spostamenti noti ed applicano reazioni vincolari incognite
ai punti dei corpi cui sono collegati. Occorre pertanto modificare le equazioni del
problema elastico per tenere conto dei vincoli. Qui viene preliminarmente discussa la
problematica generale relativa ai problemi cinematico e statico; nei successivi para-
grafi si procedera alla formulazione dei due problemi.

1.2 I parametri lagrangiani

Per un sistema a deformabilita concentrata, vincolato, puo porsi il seguénte problema
cinematico: assegnate le deformazioni degli organi ed i cedimenti dei vincoli, deter-
minare la configurazione del sistema. Detta d la molteplicita elastica, m la moltepli-
cita dei vincoli ed # il numero dei g.d.l dei corpi, il problema ¢ determinato (o dege-
nere) se d+m=n, indeterminato se d+m<n, ¢ impossibile se d+m>n. Occorre dunque
confrontare la somma delle molteplicita elastica e dei vincoli con il numero degli spo-
stamenti generalizzati. Da questo punto di vista, come si & gia detto nell’Osservazione
5.5, non ¢’¢ differenza tra deformazioni assegnate ¢ cedimenti vincolari. Cosi ad
esempio per il sistema in Fig. la si hanno m=7 vincoli, d=3 organi elastici semplici e
n=9 spostamenti generalizzati; il problema ¢ impossibile di grado .

Tuttavia, in vista della formulazione del problema elastico, & pit conveniente distin-
guere le equazioni che esprimono la compatibilita tra organi e corpi (equazioni di
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—~——

congruenza) dalle equazioni che esprimono la com

corpi e suo ioni di vi i
nan;t)i ‘ pm:)(l)eﬁgu(iz(;;r: :Cxczzjncolo).' LF prime SOno assunte come equazioni gy
e s e‘perll 51sten'11~non vincolati) mentre le second: S0 !
sumibili dal sistema. L effetto ‘(;IZIC (\)/iﬁc’:l?tglzge o Cﬁ”ﬁ§ i :1
variabili libere di configurazione, ovvero degli I;que ment g ndur're it I G
vaniabil ' . > degli spostamenti generalizzati. Infatti, g :
e ’ziis’lelgevgr;%?lsitzi?geml dg:enerallzzatlie la molteplicita globale dei \E/l.'s.::;} ]
A ere di conﬁguraznone SONo /=n—m, cioé sono in n!_m. o i
ilita del sistema privato degli organi elastici (che verra dL-r;:,L :;

seguito sistema rigi 'SOCH
A igido ass.oczato). Esse assumono il significato di parametri |

I, nel senso loro dato in Meccanica Analitica. Le ¢ 22 el
percio mettere in relazione le d deformazioni de

lagrangiani i i
grangiani. [l problema cinematico posto risulta essere determinato (o degen:

g . . o
eseII,nInideterml‘nat(.) se d<{, 1mp0551blle se d>I, in accordo con quanto prim

pio, per il sistema in Fig. la, si hanno »n=9 calizaati’ i
devono soddisfare m=7 [ or o
giani € [=n

patibilita tra corpi vincolat; 01
- MR

quazioni di congruenza deyeg,,

gli organi elastici con gl [ parameyy;

re) se
oot ' t0. Ad
g la, si ostamenti generalizzati che pe
e a]rlzla}zg)'rll‘lt ‘dld vlmcolo, per cui il numero dei parametri I pero
=2, abilita del sistema quando si si i e
‘ A siano )
Occor.rer‘a 'per.tanto esprimere le tre deformazioni in fun Ry
grangiani: il sistema & impossibile di grado |

gran-
. ) 10lle.
zione dei due parametri |a.

()

(b)

—>

YAT Xa

Fig. 1 Sistema ad elasticita concentrata, vincolato

gd.l., m=2p, non restano al sistema I‘igido parametri liberi, cosicché
3 >

7
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par.

assegnati 1 cedimenti vincolari, esiste al pil un’unica configurazione con. essi
compatibile, che & perd generalmente incompatibile con le deformazioni date. Pid
in generale, nell’ambito del problema elastico, casi di questo genere non hanno
interesse perché deformazioni e tensioni non sono esprimibili in termini di sposta-
menti generalizzati. I} sistema si comporta percio a tutti gli effetti come rigido, con
tutti i limiti del modello discussi nel Par. 4.1.1. L’unico caso d’interesse ¢ quello
in cui m<n, che si verifica quando il sistema rigido associato é labile.
1.3 Le equazioni lagrangiane di equilibrio

per il sistema in questione puo porsi il seguente problema statico: assegnate le forze
attive determinare le tensioni negli organi deformabili e le reazioni dei vincoli. Poi-
ché le tensioni sono in numero pari alla molteplicita elastica d, le reazioni in numero
pari alla molteplicita dei vincoli m, e le equazioni cardinali della statica sono n, il
problema ¢ determinato (o degenere) se d+m=n, indeterminato se d+m>n, € impossi-
bile se d+m<n. In accordo all’Osservazione 5.11, ai fini dell’equilibrio, non ¢’¢é diffe-
renza tra tensioni e reazioni vincolari. Ad esempio, per il sistema in Fig. 1b si hanno
4=3 tensioni, m=7 reazioni vincolari e n=9 equazioni di equilibrio; il problema ¢ in-
determinato (iperstatico) di grado 1. Tuttavia, in vista della formulazione del proble-
ma elastico, & pill conveniente distinguere le incognite tensione dalle incognite re-
azioni vincolari. In particolare ¢ opportuno riarrangiare le equazioni di equilibrio in
modo tale da ottenere delle equazioni in cui compaiano solo le tensioni, come accade
per i sistemi non vincolati. Infatti, mentre le tensioni sono associate alle deformazioni
dal legame costitutivo, le reazioni vincolari sono indipendenti da qualunque grandez-
7a cinematica, non essendo associate ad alcun legame costitutivo. L’operazione di
climinazione delle m reazioni vincolari (detta anche di condensazione delle equazioni
di equilibrio) pud essere compiuta, almeno in linea di principio, utilizzando m equa-
zioni (ad esempio procedendo per sostituzione successive, oppure facendo opportune
combinazioni lineari). Ci si riduce cosi a sole /=n—m equazioni in d tensioni incognite;
le / equazioni sono dette equazioni lagrangiane di equilibrio. 1} problema statico po-
sto risulta essere determinato (o degenere) se d=/, indeterminato se &>I, impossibile se
d<l, in accordo a quanto prima trovato. Ad esempio, per il sistema in Fig. 1b, si hanno
n=9 condizioni di equilibrio in d+m=10 incognite; utilizzandone m=7 per eliminare le
sette reazioni vincolari restano /=n—m=2 equazioni di equilibrio nelle 4=3 incognite di
tensione: il sistema ¢ indeterminato di grado 1.

e Osservazione 2. Nel caso m=>n (che si ¢ gia detto nell’Osservazione 1 essere privo
di interesse) non & possibile formulare il problema dell’equilibrio in termini di sole
tensioni in quanto non ¢ possibile eliminare tutte le reazioni vincolari.

e Osservazione 3. Si notino le dimensioni dei due problemi: il problema cinematico
& governato da d equazioni (di congruenza) in / incognite (parametri lagrangiani);
il problema statico ¢ governato da / equazioni (lagrangiane di equilibrio) in d inco-
gnite (tensioni).
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2. Analisi della deformazione

2.1 Le equazioni di congruenza

Si consideri un sistema a deformabilita concentrata costituito da n, corpi ed n, organi
elastici. Sia #=6n. (oppure n=3n,) il numero dej gd.l deicorpiedla molteplicita e,
stica globale degli organi (Fig. 2). Le equazioni di congruenza si scrivono (Eq. 6.1)

£=Du (1)

dove ¢¢ il vettore dx |1 delle deformazioni, u ¢ il vettore nx1 degli spostamenti gene.
ralizzati e D & la matrice dxn di congruenza del sistema non vincolato.

\Sh

Fig. 2 Il problema cinematico per i sistemi a deformabilita concentrata vincolati

Nel sistema siano presenti #, vincoli aventi molteplicita globale m<n. Le relative
equazioni di vincolo si scrivono (Eq. 1.39)

Au=s 2)
dove s & il vettore mx1 dei cedimenti vincolari ed A ¢ la matrice mxn di congruenza
del sistema rigido associato. Le equazioni (2), come si ¢ detto precedentemente, pos-
sono essere considerate come relazioni di vincolo che restringono I’insieme delle con-
figurazioni cinematicamente ammissibili del sistema. Esse stabiliscono m condizioni
di legame tra gli n spostamenti generalizzati, cosicché solo /=n—m di questi sono li-
nearmente indipendenti. Per poterli esplicitare occorre risolvere le m equazioni di vin-
- colo in funzione delle / variabili assunte quali parametri lagrangiani. Questa operazio-

ne puo essere eseguita isolando in A un minore non nullo A, (assunto di ordine mas-
simo m, sistema principale isocinematico, A=[A|, A;], cfr. Par. 1.3.3) e risolvendo le
(2) rispetto alle incognite associate. S ottiene (Eq. 1.42) la seguente espressione:

u=u, +Uq 3)

dove u={ A;’s,0}7 ¢ il campo degli spostamenti prodotto nel sistema principale dai
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dimenti vincolari; U=[~A'A,, 11" ¢ la matrice modale, di dimensioni nxl; q & il
ce . . - . . - - . .
vettore dei parametri liberi, o lagrangiani, di dimensioni /x1.

» Osservazione 4. La (3) si scrive anche

u=u,+ Z[: g’
i=1
dove u], i-esima colonna di U, rappresenta un modo cinem.atic‘o dg} sistema rigido
associato. L’espressione ¢ in analogia con quella ghe descrive il piu generale stato
di tensione in un sistema iperstatico (cfr. Osservazione 5.13).

sostituendo la (3) nelle (1) s1 ottiene:

Dg=c-¢, 4)

Ve
4 D=DU (5)
“ g, =Du, (6)

Le (4) costituiscono le equazioni di congruenza c'lel sistema vincola{o; esse esprimono
la deformazione & come somma di due coqtrlbutlz uno, &, dgvutg ai cedlmeptc} v[m‘c?_
lari, Ialtro, ﬁq, funzione della conﬁgurazmne-, La matrice D ,Adl dln}en§10n1 x/, & la
matrice di congruenza del sistema vincolato; il vettore Igs', di dlanSlOH? dx1, rap.pre‘-
senta la deformazione che si verifica negli organi elastl'm.qua.ndo nel sistema princi-
pale hanno luogo i cedimenti vincolari. Risolto (se posmblle) il problema c1n§matlco,
e determinati 1 parametri lagrangiani, la (3) fornisce il campo degli spostamenti.

Esercizio 1: Si scrivano le equazioni di congruenza per il sistema vincolato in Fig. (a).

e D 450' C: ‘l,\f{\% \é
' uO L
= 3

(@) ¢ -
= <A
do

SAT
) a W

Si ha n=3, m=1, d=3. 1l sistema & cinematicamente impossibile. Assunto O=B, le equazioni di
congruenza (1) si scrivono:

J2/2 =V2/2 olfu,) e
-1 0 0V, =18 (@)
0 1 aj| é &
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L’equazione di vincolo relativa alla biella in A ¢é:
uO
[0 1 —a] Vo =S, (b)
2

Siassumono quali parametri lagrangiani g,:=uq, go:=0 e si risolve la (b) rispetto a vy:
Vo =5,+q,a

Si ottiene quindi, nella forma (3):

w| o) [1 0
Vor=35,r+10 «a (

q
el ol o 1I'7

]

a.

Gli spostamenti descritti dal vettore u, ¢ dalle colonne della matrice U (modi cinematici) song
illustrati nelle Fig. (b,+b;). I due modi (Fig. by, by) rappresentano una traslazione orizzontaie ed
una rotazione intorno a D, entrambe di ampiezza unitaria. La generica configurazione compat.
bile ¢ una combinazione lineare dei tre campi di spostamento illustrati in Fig. (b), con i due
modi amplificati dai valori arbitrari ¢, ¢ g,.

La matrice D e il vettore & si ottengono eseguendo i prodotti (5) e (6):

202 —a2)2 (-V2/2
0 2a 1

per cui le equazioni di congruenza (4) si scrivono:

\/—2—/2 —a\/z/2 £ -8, \/5/2
=i 0 {q[}: £t~ 0 0
0 2a 0 e S3

Le colonne di D rappresentano le deformazioni nelle molle associate ai due modi in Fig. (bs5)
e il termine noto rappresenta le deformazioni associate al cedimento vincolare (Fig. b;).

/
N -

Pss
(by) T (b)) (bs)

* Osservazione 5. Qualora si vogliano impiegare i metodi della cinematica grafica,
ricordando il procedimento impiegato nella soluzione dell’Esercizio 1.12, e tenen-
do conto dei commenti dell’Esercizio 1, occorre procedere come segue.

L Si sceglie un sistema principale isocinematico, ottenuto introducendo nel si-
stema rigido associato / vincoli addizionali; si scelgono “i cedimenti” dei vin-
coli addizionali quali parametri lagrangiani.
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11. Sistudiano /+1 cinematismi rigidi del sistema principale, conseguenti a:
e cinematismo 0: cedimenti vincolari assegnati (eventualmente sovrappo-
nendo piu effetti);
s cinematismo /: cedimento vincolare unitario associato al vincolo addizio-
nale i (i=1,2,...,/), con tutti gli altri vincoli addizionali non cedevoli.
1. Per ciascuno degli /+1 cinematismi rigidi si calcolano le deformazioni degli
organi e si sovrappongono gli effetti.
["esercizio che segue esemplifica il procedimento.

Esercizio 2: (a) Si ottengano le equazioni di congruenza per il sistema in Fig. (a), applicando il
metodo descritto nell’Osservazione 5. (b) Si determini la matrice modale.

uo; 4{ u,,

[ 8]

(]]

() (b)

(a) St ha n=9, m=7, d=3. 1l sistema ¢ cinematicamente impossibi!e: II sistema rigido associato
ha grado di labilitad /=2. Si introducono (passo 1) /=2 vincoli addizionali in D, trasfprmando 1!
carrello in un incastro, e si rende il sistema isocinematico (Fig. b); si assumono quali parametri
lagrangiani i cedimenti ¢, e ¢, dei vincoli addizionali. Si studia 'la ;inematica del.sistemq ?n
Fig. (b) sovrapponendo gli effetti (passo II); si ottengono i campi di spostamento illustrati in
Fig. (¢).

¥ @
(c) G2<-

q I
s/l > s
q>
511// qz
\LS —

Cinematismo 0 Cinematismo 1 G Cinematismo 2

Le equazioni di congruenza si scrivono:

&= Uy, K =6,-0, x,=0,-6 @
Nel cinematismo 0 si ha:
s s
g =0, K‘2=7, K3=—7 (b)



224 Cap. 7 - 1l problema elastico per i sistemi vincolati

Nel cinematismo 1 si ha:

& ==q,, kK=", Kk;=0

Nel cinematismo 2 si ha:
& =0, k,=-2q,, x,=2q,
Sovrapponendo gli effetti (passo I1I):

& 0) -1 o
q

K, r=9 s/l p+{ 11 -2{ l} (o)
q

) l-si] oo 2 |17

Le precedenti costituiscono le equazioni di congruenza del sistema.

(b) Per scrivere la matrice modale occorre scegliere gli spostamenti generahzzatl dei singoli
corpi; si sceglie O1=4, 0,=B, 0;=C (Fig. b). Le colonne di U elencano i valori assunti daj nove
spostamenti generalizzati nei due modi di Fig. (c,3), con g;=1 e ¢,=1; si ha:

w1/1100100}

UT: ()
00 | -/ 0 1 -/ —I 1

2.2 Sistemi cinematicamente impossibili: le equazioni di compatibilita
cinematica

Se d>1 il sistema ¢ cinematicamente impossibile di grado r=d~/. Perché il problema
cinematico (4) ammetta soluzione, il vettore dei termini noti, ¢, deve soddisfare
I’equazione di compatibilita cinematica (si veda I’ Appendice A.2):

Q(E"SS)ZO (7)

dove

~

Q:[‘ﬁzﬁrl I] (8)

¢ la matrice di compatibilita cinematica del sistema vincolato, di dimensioni rxd. ¢
D e D, sono partizioni di D ,con detD, #0.

* Osservazione 6. La (7) ¢ analoga alla (5. 9), valida per i sistemi non vincolati, sal-
vo sostituire D a D €, conseguentemente, Q a Q. L’aspetto nuovo & rappresentato
dalleffetto dei cedimenti vincolari. La (7) esprime il fatto che la condizione di
solvibilita coinvolge le deformazioni totali & depurate degli effetti & dei cedimentr;
queste ultime sono infatti sempre compatibili, perché legate a cedimenti del siste-
ma principale isocinematico.

Esercizio 3: Scrivere I’equazione di compatibilita cinematica per il sistema dell’Esercizio 1.
Risolvendo le ultime due equazioni (f) si ha:

1
G =8, G, =Z(53 ‘5,4)
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sostituite nella prima forniscono I’equazione cereata:

V2 1 s V2
S maTgnry)mar g

Jella forma (7) si ha:
& +5, \/5/2

& ={
2 4 ?

2

si determina cosi la matrice Q (si noti che le colonne sono scambiate rispetto alle (8), in
,uanto non si sono riordinate le equazioni (£)).

2.3 Sistemi cinematicamente indeterminati: i modi rigidi

Se d</ il sistema ¢ cinematicamente indeterminato (cioé gli organi elastici sono in
numero insufficiente a rimuovere la labilita del sistema rigido associato). Il problema
cinematico (4) ammette o'~ soluzioni del tipo 5.12 (si veda anche I’Appendice A.1):

q=q, +Up )
dove:
- . |-DD
D, 0= 1 21 (10)
-

A

con peR4 arbitrario. Le colonne di U sono i modi rigidi del sistema; q,=Up ¢
il pitt generico spostamento rigido.

3. Analisi della tensione

3.1 Le equazioni di equilibrio

Per lo stesso sistema di Fig. 2 si pone il problema dell’equilibrio. Si considerino forze
attive staticamente equivalenti al vettore nx1 delle forze attive generalizzate f, ridotte
ai poli O; (Fig. 3). Esse sono equilibrate dalle reazioni vincolari Ry, € dal‘le tensmn{ Oi.
Detto f, il vettore nx1 delle forze generalizzate staticamente equivalenti alle reazioni
vincolari, e detto f, il vettore nx1 delle forze generalizzate staticamente equivalenti
alle forze elastiche, tutte ridotte agli stessi poli O,, per I’equilibrio deve essere:

f,+f, +f=0 (i
Ricordando che, dalla statica dei sistemi rigidi, & (Osservazione 2.18)
f, =Br (12)
e che, dalla statica dei sistemi a deformabilita concentrata, ¢ (Eq. 5.19)
f =-Fo (13)

4
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le equazioni di equilibrio (9) si scrivono:

Br-Eoc+f=0

(14)

; T --/ ‘ \\ h
x/*y/ X
M‘\ R,

= " A

oy

Fig. 3 Il problema statico per i sistemi a deformabilitd concentrata vincolati

Esse .costituiscono un sistema di » equazioni in m+d incognite. Volendo ottenere, co-
me si & c'letto nel Par. 1.3, un sistema di equazioni nelle sole incognite di tensior;c. e
necessario condensare le Eq. (14), utilizzando m di esse per eliminare le m reazioni
vincolari. Questa operazione, concettualmente semplice, ¢ in pratica piuttosto on:fo—

sa, cosicché risulta conveniente seguire un altro metodo, che conduce allo stesso ri-
sultato. Si riscrivono le (14) nella forma

—-Br=f-E¢o (15)

considerando cio¢ le tensioni come “termini noti”, alla stregua delle forze attive f. Le
(15) hanno un significato meccanico notevole: esse rappresentano le equazion} ('ﬁ
equilibrio del sistema rigido associato (privato cioé degli organi elastici) sqttoposto
a_ll’azi(?ne di forze esterne, in parte attive e in parte trasmesse dagli organi deformabi-
li. Ma il sistema rigido ¢ per ipotesi labile, cosicché I’equilibrio puo sussistere solo se

le_ f.0.r2e esterne soddisfano le condizioni di compatibilita statica (o condizioni di sol-
vibilita, cfr. Eq. 2.34):

Vf-Eo)=0 (16)
dove V=[-B,B;" I]=U’ ha dimensioni Ixn. La (16) si scrive anche:
Eo=p 17
avendo posto
E=U'E (18)
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p=U'f (19)

| e (17) costituiscono le equazioni di equilibrio condensate del sistema vincolato, in
-ui le reazioni r sono state eliminate. E ¢ la matrice /xd di equilibrio del sistema vin-
-olato e p ¢ il vettore Ix1 delle forze lagrangiane, nel senso loro dato neila Meccanica
Analitica. Infatti la i-esima componente di p rappresenta il lavoro virtuale compiuto
dalle forze attive f nell’i-esimo modo del sistema rigido associato, conseguente cioe a

gFle q,=0 per j#i.

» Osservazione 7. Poiché U (f~Ec)=0, ¢ anche U'Br=0, cosicché le (17) possono
essere ottenute premoltiplicando tutti i termini della (14) per la matrice U, in
quanto il contributo delle reazioni vincolari ¢ nullo. L’operazione di premoltiplica-
zione fornisce quindi direttamente una delle infinite combinazioni lineari suffi-
cienti ad eliminare r.

¢ Osservazione 8. L’espressione U’Br=0 puo anche scriversi U’f,=0, che mette
maggiormente in evidenza il suo profondo significato meccanico. Essa stabilisce
che il lavoro virtuale compiuto dalle reazioni vincolari nei modi cinematici del si-
stema rigido associato ¢ uguale a zero. Questi modi, infatti, rappresentano campi
di spostamento compatibili con cedimenti vincolari nulli. La condizione esprime
dunque in altra forma il postulato dei vincoli introdotto nel Cap. 2 (Osservazione
2.15).

e Osservazione 9. La costruzione diretta della matrice V richiede I’imposizione
delle condizioni di solvibilita di un problema impossibile (si veda I’Appendice
A.2). Quando si operi in via analitica, I’onere computazionale ¢ identico a quello
necessario alla costruzione della matrice U, che richiede la soluzione di un pro-
blema indeterminato. Tuttavia, nei casi in cui & agevole far uso della cinematica
grafica, la costruzione di U & molto piu conveniente.

Risolto, se possibile, il sistema statico e determinate quindi le tensioni, le (15) forni-
scono, se di interesse, le reazioni vincolari r. Le equazioni sono infatti certamente
risolubili, in quanto o é stata determinata proprio dalla relativa condizione di solvibi-
litd. Partizionando le (15) si ha:

—Bl f1 El
r= - o
—B2 f2 E2

detB, #0 (20)

da cui, ignorando la parte inferiore del sistema, si ottiene:

r=Bi'(E,o-f)) @n
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Esercizio 4: Scrivere le equazioni di equilibrio per il sistema dell’Esercizio 1, sottoposto un
carico verticale ripartito sul tratto BC.

Le tensioni trasmesse dagli organi deformabili al corpo, la reazione del vincolo ed il carjeqs
sono indicati in Fig. (a).

/\Aﬂ\/\/\/\f\mp

(23] IS
X -

N
! B H l
ﬁ oy
al
a
(a) L y
R,
a a
T : & Fi

Scelto O=B come polo di riduzione delle forze, le equazioni di equilibrio si scrivono:

0 [-v2/2 1 o0 |[g 0 0
R, 1 ¢+ \/5/2 0 ~1ho,r+9 pa =40 (a)
-a 0 0 -ajf|o pa’ |2 0

Il sistema ¢ staticamente indeterminato (#=1). Nel caso in esame & facile eliminare R, operando
per sostituzioni successive. Dalla seconda si ha:

2
RA:—;7(1—~2—C)',+0'3 (b)
che sostituita nelle altre due fornisce
(o2
-2 1 o 0 0
o, ¢+ ) = {c)
av2/2 0 -2a 3pat/2] |0
0,

Le (c) sono le equazioni di equilibrio condensate. Alternativamente, poiché dall’Esércizio 1 ¢

vour |t oo ‘
U T e o

premoltiplicando le (a) per la matrice V (cfr. Osservazione 7) si ottiene:

R(O} Y I { 0 }{o}
"io Navi 0 -24]|% 3pat 2] = o ©

3

cio¢ le (c).
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gsercizio 5: Scrivere le equazioni lagrangiane di equilibrio dell’Esercizio 2, sottoposto ad un
sistema di forze come in Fig. (a).

Yz m
T) =
Xp 1h \L Y,
Y,
? l’ X B YC T XC
T4 N
J4 Ve H M
£ Lo
[ i //_?
( 1 i oi
# > . J\I;f;“ff H @ 4 —D ——
gy s P X, T
i / ) / /) Y, Yp
(a) (b)

Le equazioni cardinali di equilibrio sono »n=9. Esse coinvolgono le Td:3 t.er‘lsioni
o=1{01, b, 15}" e le m=7 reazioni vincolari r={ X ,,Y,, X,,¥,, X, Y-, ¥,} . Scelti i poli
0,=4, O=B, 0;=C esse si scrivono:

X, =Xy +pl/2=0, Y, ~Y,=0, Xpl+p, ~pl*/6=0

Xp-Xc=0, Yy-Y-=0, -Yl=p +5=0 (a)

o+ X.=0, Y,+Y.=0, of+V,l-=0

ovvero, nella forma (14):

-1 .1 . S pl/2
~1 1 X, 0
-1 Y, -1 —-pl* /6
-1 1 Xp o 0
-1 1 Yy b+ =4 0 (b)
o1 X, 1 =1y 0
-1 . lrg |- 0
-1 —1{| Y, S 0
-1 - .1 0

La matrice modale U ¢ %iz‘l stata calcolata nell’Esercizio 2. Premoltiplicando le precedenti per
U’ tenendo conto che U'Br=0, si ha:

g

-1y ol "t [ plfe

[0 -2 2] e ‘{—pl%} ©
Hy

che costituiscono le equazioni lagrangiane di equilibrio.
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3.2 Sistemi staticamente indeterminati: stati di autotenso-reazione

Se d>1 il sistema ¢ staticamente indeterminato di grado r=d-/. Il problema staticg ( 17)
ammette infinite soluzioni equilibrate del tipo (si veda I’ Appendice A.1)
O =0, + Sz (22)

dove op € una soluzione particolare del problema non omogeneo,

é:{_E;]Ez:I i-H
I <2)

¢ la martrice delle autotensioni del problema vincolato, di dimensioni dxr, e
vettore delle incognite iperstatiche, di dimensioni rx1. Nella (23), E ed E, song
partizioni di E, con detE #0. La (22) ¢ analoga alla (5.22), con S in luogo di §.
Note le tensioni, dalle (21) si calcolano le reazioni vincolari. Si ha:

reil

r=r,+Ry (24)
in cui
~-RB-! , “1R Q :
r, =B; (E10'0~f1), R=B'E,S (25)
Le (24) esprimono le reazioni vincolari come somma di uno stato particolare ro equi-
librato con le tensioni oy e con le forze attive f, ed uno stato di reazione, r,.=Ry,

equilibrato con quello di tensione o,= Sz Tensioni o, e reazioni r, cost1tu1scnno
uno stato equilibrato di tenso- reazzone o stato di autotenso -reazione.

Esercizio 6: Determinare tensioni e reazioni equilibrate nel sistema dell’Esercizio 4. Ilustrare
lo stato di tenso-reazione.

A /. ANANTA A A » 2’
B ‘ \ V2 /2y

v
(@) 3/4pa NG / 4y

y V4pa ‘Lﬁ/4l

Si risolvono le equazioni di equilibrio (¢) assumendo y,:=0 come incognita iperstatica. Si ot-
tiene:

o, =7, 022721, 03=Zpa+«?—x
ovvero, nella forma (22):
o, 0 1
oyp=1 0 b+{J2/2by

o, 3pa/a \/5/4

che individua oy ed S (si noti che le righe sono scambiate rispetto alle Eq. 23). Per determinare
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, reazione vincolare Ry si puo risolvere indifferentemente una delle (ay), (a;) oppure (b). Si

attiene:
R —-._.l amﬂ_.%
A 4p 4 X

& ]npo (24). Lo stato di tenso-reazione ¢ rappresentato in Fig. (a) come sovrapposizione di uno
.to particolare (y,:=01=0) e del pi generale stato autoequilibrato.

3.3 Sistemi staticamente impossibili: le equazioni di compatibilita statica

e d</ il sistema ¢ staticamente impossibile (cioe¢ le tensioni applicate dagli organi
slastici sono in numero insufficiente a garantire ’equilibrio del sistema rigido asso-
ciato labile). Affinché il problema statico (17) ammetta egualmente soluzione, le forze
devono soddisfare le equazioni di compatibilita statica, del tipo 5.26 (si veda anche
I’Appendice A.2):

Vp=0 (26)
con:

A

‘V:[—Ezﬁﬂ 1] Q7)
4. Dualita e teorema dei lavori virtuali

4.1 Le proprieta di dualita

Trale matrici D, E e Q, S dei sistemi vincolati valgono proprieta analoghe a quelle
discusse nel Par. 5.4.1 a proposito dei sistemi non vincolati. In particolare ¢ (prima
proprieta di dualita):

E=D’ (28)
in quanto, per le definizioni (5) e (18) ¢
E=U'E=U'D’ =(DU)" =D’ (29)

dal momento che E=D’. Si confrontino le matrici degli esercizi 1 e 2 con quelle degli
esercizi4 e 5.

e Osservazione 10. La proprieta (28) non ¢ assicurata quando si operi sulle equa-
zioni di equilibrio mediante trasformazioni successive. Le equazioni cui si pervie-
ne sono generalmente combinazioni lineari di quelle che soddisfano la dualita.

La seconda proprieta di dualita si scrive

Q=87 (30)
ed & conseguenza delle definizioni (8) ¢ (23) e della proprieta (28). Si confrontino le
matrici degli esercizi 3 e 6, facendo attenzione alle modalita con cui sono state otte-
nute.

Analogamente si verifica la terza proprieta di dualita,

V=07 (31)
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come conseguenza delle definizioni (10) e (27) e della proprieta (28).
Le relazioni precedenti sono sintetizzate nel quadro che segue (cfr. Par. 3.1.4 ¢ § 4.1y

Cinematica Statica ]

ﬁq:£~£s lA)TO':p
Sistemi indeterminati q=q, + U Yo o=0,+ S 4 _ﬁ
Sistemi impossibili éT(E - gs) =0 lAJTp =0 B

4.2 1l teorema dei lavori virtuali nella forma estesa

Sia dato un sistema (u, s, ), rispettivamente di spostamenti, cedimenti e deformazie.

ni. Il sistema sia congruente, cioé le equazioni (1) e (2) siano soddisfatte; esse si

SCri-
vono nella forma:

ot

Sia P01‘dato un sistema (f, r, o), rispettivamente di forze attive, reazioni vincolari e
tensioni. Il sistema sia equilibrato, cioé le equazioni (14) siano soddisfatte; esse si

riscrivono nella forma:
-r
B = 33

POiCl"lé i due problemi (32) e (33) sono aggiunti (in quanto B=A" ed E=D’, cfr. Ap-
pendice A.4) sussiste la seguente identita bilineare:

fTu:{— el UT}{Z} (34)

ovvero:

flurr’s=c"¢ (35)
La (35) costituisce /’equazione dei lavori virtuali dei sistemi vincolati nella Jorma
estesa. Essa puo anche leggersi come

e =L, +L, =1L, (36)

dove L, ¢ il lavoro virtuale delle forze esterne, somma di due contributi: il lavoro vir-
tuale attivo L,:=f"u e il lavoro virtuale vincolare L,:=r's. Il lavoro virtuale esterno L
uguaglia il lavoro virtuale interno L,=0" ¢ La (36) contiene come casi particolari
VELV per i sistemi rigidi, L;+L,=0, e PELV per i sistemi elastici non vincolati. [ =/

(si ricordi anche I'Osservazione 5.16). ’H

o 7.4 - Dualita e teorema dei lavori virtuali 233

.| TLV sussistono i seguenti due corollari, analoghi a quelli visti nel Par. 5.4.3.
.p, imo corollario (degli spostamenti, cedimenti e deformazioni virtuali): Nell’ipotesi
e valga ' ELV per ogni (du, &, O¢) congruenti, che sia cioe
f'oa+r ss=0c'd¢ V(5u,§s,5g)!A5u = ¢os, Dou = d¢ 37
' sistema (£, r, 0) & equilibrato. Infatti, sostituendo a & e J¢ le loro espressioni e te-
.uto conto che D=E/, A=B’, si ha:
(f+Br-Eo) su=0 Véu (38)

.r cui valgono le (14), cioe il sistema ¢ equilibrato.

secondo corollario (delle forze, reazioni e fensioni virtuali): Nell’ipotesi che valga
PELV per ogni (Y, 8r, 5o) equilibrati, che sia cioé

st'u+or’s=dc'e  V(of.0r,60)0f = Edo - Bor (39)

1 sistema (u, s, £) & congruente. Infatti, sostituendo a JF la sua espressione ¢ tenuto
conto che E'=D, B'=A, si ha:

5r7'(s~Au)+50'T(Du~£):O V(&r,&a) (40)

per cui valgono le (1) e (2), ciog il sistema ¢ congruente.

4.3 1l teorema dei lavori virtuali nella forma lagrangiana

il teorema dei lavori virtuali pud anche essere formulato in termini di grandezze la-
grangiane, come identita bilineare dei due problemi aggiunti

ﬁq:£~gs, ﬁa:p (41)
In tal caso si scrive: -
p'q=0'(c-¢) (42)

e si enuncia: il lavoro virtuale compiuto dalle forze lagrangiane nei corrispondenti
parametri lagrangiani eguaglia il lavoro virtuale compiuto dalle tensioni equilibrate
nelle deformazioni congruenti depurate del contributo associato ai cedimenti vincola-
Fi.

o Osservazione 11. Nelle (42) il prodotto p’q, ricordando il significato delle forzg
lagrangiane, rappresenta il lavoro virtuale compiuto dalle forze attive nei soli mpdl
del sistema rigido. 1l lavoro virtuale interno corrispondente € quindi compiuto
dalle tensioni nella sola parte delle deformazioni che ¢ associata ai modi, che non
dipende dai cedimenti vincolari.

e Osservazione 12. L’ELV nella forma lagrangiana (42) puo anche ess'ereAdedotta
dalla forma estesa (35). Assunto un campo di spostamenti e deformazioni (v, &)
congruenti con cedimenti s, la (35) si scrive:

flu, = —r's+o’ e,



.‘
Sottraendo membro a membro la (35) e la precedente si eliminano le reazion; Vin. |
colari:
f'(u- u) =o' (e £,)
Ma, per le (3) e (19) é:
f'(u-u)=f"Uq=q"U'f = q’p
da cui segue la (42).

4.4 Le condizioni di compatibilita statica e cinematica

Le due particolari forme del TLV, gia viste nei Par. 3.3.3 ¢ 5.4.5., che forniscong le
condizioni di compatibilita per i sistemi impossibili, si specializzano come segue nel
caso di sistemi deformabili vincolati. Si assume come sistema staticamente mposs;.
bile il sistema labile rigido associato (1° corollario) e come sistema cinematicamene
impossibile il sistema iperstatico effettivo (2° corollario).

(@) 1l teorema degli Spostamenti e deformazioni virtuali congruenti. E una formg

particolare del primo corollario del TLV, in cui si assumono cedimenti virtygly
nulli, &=0. L’ELV (37) si scrive allora:

f'6u, = o’ s, V(Suy. 2, ) Adu, =0, Dou, = J¢, (43)

in cui (Sug, 5g,) ¢ un campo congruente con cedimenti nulli. Poiché sistema rj-
gido associato ¢ labile ¢, dalla (3)

du, = Udq (44)
€ quindi
o, =DUsq (45)
Sostituendo le (44) e (45) nell’ ELV si ha:
5qTU7'(f~DTa): 0 Vg (46)

da cui seguono le equazioni dj equilibrio lagrangiane (1 7).

* Osservazione 13. Si confronti la (46) con la (3.51), 7 UTf =0 Vq . relativa ad
un sistema rigido labile.

Osservazione 14. 1l teorema degli spostamenti e defo
rappresenta un utilissimo strumento di calcolo per ottenere direttamente le equa-

zioni di equilibrio lagrangiane del sistema vincolato, senza dover scrivere preven- |
tivamente le equazioni cardinali della statica. Infatti, PELV (43), essendo =0, |

rmazioni virtuali congruenti

sistema reale, non compiono lavoro in questo campo di spostamenti, come si & gia
detto nell’Osservazione 7. Nel problema elastico il corollario & alla base della for
mulazione integrale del metodo degli spostamenti (cfr Par. 5.4.3).

| - . . 235
. 1.4 - Dualita e teorema dei lavori virtuali

izio 7: Si ottengano le equazioni lagrangiane di equilibrio del sistema dell’Esercizio 5
sercizio 7
!.,‘f-;licando il TLYV.

ELV si scrive (omettendo I’indice q):

%lﬁuh, = 0,08, + 1,0k, + [1,0K

. . ) ‘
Suy & lo spostamento virtuale orizzontale del punto H, ‘d1 apph(;azu;ne deillsla'rlsultan e
: Eﬁe for}z{e ripartite. Dalle (e) dell’Esercizio 2, omettendo il cedimento vincolare, si ha:

e, =—-&q,, Ok, = %&[1 -28q,, Ok, =24,
qoltre, sovrapponendo gli effetti dei due modi (Fig. (¢) Esercizio 2):
by = 80, ~ 80
Sostituendo nell’ ELV e raccogliendo, si ha: 1
(01 —%,uz +éplj5q, +(2;¢2 -2, ~gp12)5q2 =0
da cui seguono le equazioni di equilibrio lagrangiane gia trovate nell’Esercizio 5.

b) Il teorema delle tensioni e reazioni virtuali autgequilibrate. E una fc')rma'ptaml-‘
( éolare del secondo corollario del 7LV, in cui si assumono forze attive virtuali
nulle, 1=0. L’ ELV (39) si scrive allora

| = 47
orys=do,e  V(dr,,d0,)Edo, =Bdr, (47)

in cui (dr,, 60,) € uno stato equilibrato con forze attive n}llle; essa é anc?hIe) dgt;z
equazionepdei favori virtuali complementare (ELVC) dei sistemi vincolati. Poic
(Eq.22e24)¢

5o, = Séy, or,= RSy (48)
PELVC, si scrive:
sy (876 -R7g) =0, vy (@)
da cui R . 50)
STe-R's=0 (

. R _ ST -1 . _
Tenuto conto della (25,) e delle prop;ietz‘i di dualita ¢ R”s =S8'D,A;'s. Ricor
dando che &=Du,, con u;={ A,‘ls 0} éanche

A

R's=8"¢ (51)
La (50) coincide dunque con la (7).

i ¢ i ta osservando che la (50) vale
¢ Osservazione 15. La (51) puo anche essc;:re (c)l;n;o(s;gaesmono B L
j / zione congruente c ,
D o e i iani). | rticolare, scelto e=¢&,, vale
i ibili i dei tri lagrangiani). In pa ,
sono i possibili valori dei parame : ¢
la (5 1I;. Si confronti questo ragionamento con quello, analogo, fatt
nell’Osservazione 12.
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e Osservazione 16. Si confronti la (49) con la (3.49), 5y'R"s=0 V&, relativa ag .l
sistema rigido iperstatico, ovvero 8y'S =0 Vdy , relativa ad un sisterms de.
formabile iperstatico non vincolato. |

* Osservazione 17. Il teorema delle tensioni e reazioni virtuali autoequilibrage
(TLVC)) rappresenta un utilissimo strumento di calcolo per ottenere le equazion; d;
compatibilita cinematica del sistema vincolato, senza dover prima scrivere le equg.
zioni di congruenza. 11 procedimento inoltre, non richiede la preventiva condensa.
zione delle equazioni di equilibrio del problema virtuale, in quanto lo stato dj g
totenso-reazione (dr,, do,) puo essere ottenuto risolvendo direttamente le equazio.
ni di equilibrio ~Bdr+Eo=0. Nel problema elastico il corollario ¢ alla base della
formulazione integrale del metodo delle forze (cfr. Par. 5.4.3).

Esercizio 8: Si ottenga dal TLVC I’equazione di compatibilita cinematica del sistemg
dell’Esercizio 1.

L’ELVC (47) si scrive:
OR,, s, =00 ¢ +00,, 6, + 00, &,

Il generico stato di autotenso-reazione ¢ stato ottenuto nell’Esercizio 6:

V2 V2 V2
60, =0y, oo, = 3—51, do,, = TdZ’ OR,, = “75,1’,

Sostituendo nell’ELVC si ha:

[ 2 2 2

S t——& +—E +——5,10r=0
IR I Aj /4
da cui segue ’equazione di compatibilita cinematica dell’Esercizio 3.

45 La formula generale dello spostamento dei sistemi deformabili
vincolati

Conseguenza del 7LV & la FGSD. Sia noto uno stato di deformazione & congruente
con cedimenti vincolari s e si voglia calcolare una componente di spostamento 77 di un
punto P secondo una data retta r (Fig.4a). Considerato un sistema virtuale su cui agi-
sce una forza attiva F' d’intensita F'=1 che compie lavoro nello spostamento 7, e de-
terminato lo stato di tenso-reazione (r’, ') equilibrato con la forza F' (Fig. 4b), 'ELV
(35) fornisce immediatamente

n=c'"g-r'"s (52)

La (52) costituisce la FGSD per i sistemi vincolati (la si confronti con la 5.44).
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n 4
S8
St x (a) Ry, ™ (b)
/' V24 / 77770

Fig. 4 La formula generale dello spostamento per sistemi deformabili vincolati

Esercizio 9: Con riferimento al sistema in Fig. (a), assegnato il cedimento s e le deformazioni
£ € Ky, determinare la rotazione del corpo 4D utilizzando la FGSD.

v01 v V
17 [; ,U, y'
025 | \ : Uy, l}; (jé
~ ' X XN
2 ¥
) @ )
VO) | »
OIEA Xel B |4 )5\ 1. / \ i__
e »\,\\1
AN u N '
im " ik Y, 5
s () A (b)
~ ! ~ ! ~

Si considera il sistema virtuale di Fig. (b) ottenuto applicando una c‘oppia-un'itaria sul cox’fpo A'D_
che compie lavoro nella rotazione 6. Con riferimento alle notazioni di Fig. (b), dall’analisi

dell’equilibrio si ha:

1 1 1
iy T e e g T e e (a)
Yazgp 91=gp #7735
La FGSD si scrive:
1.6, =ae, +px, - Yi(-5) ' (b)
da cui, sostituendo le (a), segue:
1 1 |
=565kt ©
6, 2151 2zr2+21s
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To—
5. Il problema elastico
5.1 Le equazioni del problema
Per un sistema a deformabilita concentrata, vincolato, sottoposto a forze attive, g ge.

dimenti vincolari e a deformazioni imposte, il problema elastico si pone nell

guente .forma generale: dato un sistema di forze attive f, cedimenti vincolari s -
Jormazioni anelastiche &, determinare, se esistono, il campo degli spostament'L o
stato di deformazione ¢, lo stato di tensione o e lo stato reattivo r. 1l problemal UE::J

vernato dalle seguenti equazioni, rispettivamente di congruenza, di equilibrio ¢ dj e
game, tutte espresse in termini di grandezze lagrangiane: 8

- . ~
Dg=¢-¢,, D o=p, 0'=C(8—8) (53)
dove
& =Du, :DIA;IS, p=U7'f (54)
P o= ]’l .M, 4 L
/§\ Yos B ‘ N a"'.
/X§ M /2‘,/ T ‘..-//
=4 N SiRy vl -

Fig. 5 1l problema elastico per i sistemi ad elasticita concentrata vincolati

:;e (5:’;) ?ogtltuiscono un problema algebrico nelle incognite (q, & o). Si hanno
Szluazu?nldl congruenza, ! equazioni di equilibrio e d equazioni di legame negli / spd-
menti lagrangiani q, ¢ deformazioni ¢ e d tensioni o complessivamente 2d+/

equazioni in altrettantg in‘cognite. Determinata (se esiste) la soluzione (q, & o), ghi
spostamenti u ¢ le reazioni r si calcolano dalle B)e(21): oo e

n=u,+Uq, r=B/(Ec-f) (55)

Per i .
Str;{g prloll;lema (53) va.le.un teorema di esistenza e unicita analogo a quello dimo-
nel Par. 6.1.3 per i sistemi non vincolati (e in assenza di deformazioni imposte)
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¢ (53) possono infatti scriversi in una forma analoga alla (6.4):

D -1 0 |fq - &
0 C -IRker=<Cs (56)
0 0 Do P
sioe (cfr. Eq. 6.5)
Lé=b (57)

Se quindi Dq#0 Vq=0, se cioé non esistono modi rigidi (del sistema elastico), Le¢
qon singolare e la soluzione € unica. Si osservi che cedimenti vincolari e deformazioni
anelastiche modificano solo i termini noti del problema elastico (cfr. Osservazione
6.29). Se invece il sistema ¢ labile (cfr. Par. 2.3) o degenere, se cioe Dq, =0 per
qualche q,,, affinché le (57) ammettano soluzione deve essere p'q , =0, cio¢ le for-
ze lagrangiane devono compiere lavoro nullo nei modi rigidi. In tal caso la soluzione
esiste ma non € unica in termini di spostamento. Tuttavia, se si introducono nel siste-
ma vincoli addizionali strettamente sufficienti ad eliminare i modi rigidi, questa arbi-
trarieta viene rimossa senza alterare tensioni e reazioni (s ricordi I’Osservazione 6.4);
pitt avanti gli Esercizi 12 ¢ 14 e ’Osservazione 21 chiariranno il problema.

Nel seguito si risolve il problema elastico secondo i metodi degli spostamenti ¢ delle
forze. Nella formulazione diretta si assumera che le equazioni del problema siano gia
state ridotte alla forma lagrangiana (57); i procedimenti sono allora quelli gia descritti
nei Par. 6.2 e 6.3 per i sistemi non vincolati, salvo considerare gli ulteriori effetti dei
cedimenti vincolari e delle deformazioni anelastiche. Nelle formulazioni integrali ¢
variazionali, invece, la riduzione alle variabili lagrangiane sara ottenuta contestual-
mente alle equazioni risolutive del problema. Si fara infatti riferimento alla forma
estesa del TLV (Par. 4.2) e suoi corollari, piuttosto che alla forma lagrangiana (Par.
4.3) (il cui utilizzo condurrebbe a dei procedimenti sostanzialmente identici a quelli
relativi ai sistemi non vincolati). Il procedimento integrale o variazionale ¢ quindi uti-
lizzato come strumento per ottenere anche la forma lagrangiana, senza necessita quin-
di di costruirla preventivamente.

5.2 1l metodo degli spostamenti

Si seguono gli stessi passi logici del Par. 6.2.2.

I.  Assegnati i parametri lagrangiani, attraverso le equazioni di congruenza (53) si
calcolano le deformazioni

e=¢, +Dq (58)
II. Utilizzando il legame costitutivo (533) si determinano le tensioni associate

o=CDq+Ceg, -Cé (59)
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II. Si impone che le tensioni, funzione degli spostamenti, siano equilibrate cop le
forze lagrangiane (Eq. 53,); si ottiene:

Kq=p+p, +p (60)

dove:
K=Db'ch (61)
P, :—ﬁTCgS, p=D'Cs (62)

Nella (61) K ¢ la matrice di rigidezza del sistema vincolato, di dimensioni /« l
Come la matrice K del sisterpa non vincolato & simmetrica ed & definita positivg
(infatti & qTKq >0 Vq,se Dg+#0 Yq=0, se cio si sono eliminati i modi rigi-
di) ed & quindi anche invertibile; p ¢ il vettore Ix1 delle Jorze associate ai cedi.
menti vincolari; p ¢& il vettore Ix1 delle forze associate alle deformazioni anelg-
stiche; entrambe queste forze si sommano alle forze attive p-

* Osservazione 18. Tra le matrici K e K, relative allo stesso sistema, in presenza
oppure no di vincoli, sussiste la relazione notevole

K=U’KU

* Osservazione 19. [ vettori forza p; e P Ppossono interpretarsi con un ragionamento
identico a quello fatto nell’Osservazione 6.32. Essi rappresentano forze statica-
mente equivalenti alle reazioni, cambiate di segno, esercitate da / vincoli addizio-
nali che eliminano la labilita del sistema rigido associato, quando negli organi gi-
scano le deformazioni anelastiche £ e le deformazioni & prodotte dai cedimenti
dei vincoli. Per questo motivo anche i cedimenti vincolari, come le deformazioni
anelastiche, inducono uno stato di coazione nei sistemi iperstatici. In particolare,
ricordando che &, = Du, le forze associate ai cedimenti si scrivono anche:

p, =—UTKus

la cui espressione si presta alla seguente interpretazione, in linea con quella
dell’Osservazione 6.32. Sul sistema non vincolato, si applichi un sistema di forze
fittizie staticamente equivalente a forze f, =Ku_; queste producono il campo di
spostamenti u; rispettoso delle condizioni di vincolo. Si fissino ora i vincoli e si
applichi alla struttura il sistema di forze fittizie cambiate di segno, —f,. Le forze
lagrangiane associate sono appunto:

P, =U'(-f,)=-U"Ku,
Lo stato di tensione (59) tiene conto delle due fasi dj sollecitazione.

Osservazione 20. Con riferimento a quanto detto nel Par. 6.2.3 riguardo i coeffi-
cienti di rigidezza k; della matrice K, vale un’interpretazione analoga per i coeffi-
cienti k, della matrice di rigidezza K . La J-esima colonna di K coincide con il
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vettore dei termini noti p se tutti gli elementi di q sono nulli, trfanne il j-esimo ele-
mento, uguale ad 1. In simboli posto K =[, |, q={q.}, p=ip}, &
0 h=j

se g =
7=, h=j

~

k;=p,

Questa proprietd pud ovviamente essere riguardata quale deﬁplzlope dei coeff?-
cienti di rigidezza e dunque fornire uno strumento per costruire dlrettam'en'te a
matrice di rigidezza K del sistema. Gli esercizi 11 ¢ 13 serviranno a chiarire il

concetto.
Esercizio 10: Si risolva il problema elastico dello schema in Fig. () applicando il meto_do df:gh
spostamenti. Siano assegnati il carico p, il cedimento s ¢ la deformazione anelastica &, ; siano

2
inoltre c1=cy=c,=¢, cz=¢c;=cl".

P @ b
> /;: A’> w
—
x I
5
o
(@) o8 ¥
\ 2.
!
@
A N
S
L s ls
i !
A 1 s -t A

Poiché il sistema rigido associato ¢ labile, con gado di‘ labilita l=2 il sistema pormcxpalzei Olzgc;-
nematico si ottiene aggiungendo due vincoli addizionali a quell'l gia eswt'ent/ll ( dsser\l/:; endolc;
passo I). In Fig. (b) cio ¢ ottenuto aggiungel_ldo un pendolo orizzontale in de11 un gamemo
interno in B; le coordinate lagrangiaife associate nsgltano pertanto espresse 3 o dsposmemaﬁ_
orizzontale u4=q, e dalla rotazione relativa tra i corpi 2 e 1 6~6=q,. Dallo studio dei

smi 0, 1 e 2 (Fig. ¢, d, e) si hanno le deformazioni

£ 0 1
q

£, p=1=5/2+11 1 (@)
9,

X, 0 RS |

dove si & evidenziato il vettore & e la matrice di congruenza D . Sostituendo le (a) nel legame
costitutivo

T, c & &
o, t=l. ¢ . & (b)
7R . & Ky
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si ha:
o :C(‘h “El)a 0, :C(ql +lg, ~s/2), Hy = —cl’q,
G2 e~ ,
B , 25, 5
8)
(b) ¥
s
N ' 2
S —> .
g I ~
r C,
Cinematismo 0
B B F F D D ul
/\/ \*/ /%/?// *‘/2
V4
E ) )
1 E’
>0
C|3
Py
7 Cinematismo 1
l Cinematismo 2
(d)

(e)
[ e . .
mposto I’equilibrio dei corpi 2 e 3 (Fig. ), le equazioni di equilibrio del corpo 1 sono:

;X:O = O +0, =pl

;Y:O = Y= /2 (d)

EI:MA:O = 021“ﬂ3:3p[2/2

Laprimae ioni i i
p la terza sono equazioni lagrangiane, duali delle (a); nelle variabili g\ q> si scrivono:

{2 qul o | NG
sl

(c)
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i “‘/_‘-——f

4el tipo (60)- Risolvendo si ha:

— T
tpl 1 2. 2p ls 1g
=l — s — £, —
d {6 c 6 3"V 3¢ 61 31 ®
mentre le (a) e (b) si scrivono nell’ordine:
1 pl 2 _ ! 1 )
£= ‘£‘+’1“S i Sp_...ls.i_,g“ ,zﬁ_l£+_l_i (g)
6c¢c 6 3 6 ¢c 6 3 3¢ 61 31
lll l’éll .]__ 2_1211]1‘7 h
o= 6p+6cs~3cal, 6p~6cs+3cgl, -3p ~6cs+3cgl (h)
Nota la tensione 4 dalla (d,) si ricava:
- 1 1 1 _ .
YA:~§p1——]—2—cs+—6—cgl (i)
i, /21 /13/21]\ - l,uz/zl
I NP, b
/ Hs
P : H F
gz.__ D H
E H
E
o]
' 4
o ®

Esercizio 11: Si costruisca la matrice di rigidezza K del sistema dell’Esercizio 10 utilizzando
il significato di coefficiente di rigidezza.

Ai due modi cinematici delle Fig. (d) ed (e), corrispondono le forze di richiamo elastiche delle
molle nonché le forze lagrangiane k, (cio¢ le reazioni dei vincoli addizionali) indicate nelle
Fig. (g), (h). Dall’analisi dell’equilibrio dei singoli schemi si ha:

~ ~ ~

ki =2c, ky =cly ky=cl, ky =2l

da cui la matrice di rigidezza é
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k21

(_\kzl | ﬁ

/ Hd | 5 =
kz&/ s b cl2 l c/2 T " .l
L
ol &5
¢
 ——— 41
c -
s 3
ec—« kl]
®
TC/2
ky, :
~ C’" \ku
B | . T s
- A \L 1/2 Cl/z |
C 7
kyy '\\/ d
/
LA Clz
cl?
cl 3 :
S &
cl?
ks
kll
0 .
T el

Esercizio 12: Con riferimento al sistema labile in Fig. (a): (a) Si risolva il problema elastico

applicando il metodo degli spostamenti; (b) sirendai NN . N
; o 5 Isostatico il sistema con vi izi
e si determini nuovamente la soluzione. Sia e=cl. ncoli addizionali

SRV R R NIV RN AN AR A AN 2p

(b)
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(a) Scelto quale sistema principale isocinematico (Osservazione 5, passo I) quello di Fig. (b) ed
assunti quali parametri lagrangiani quelli indicati, dall’analisi dei quattro cinematismi associati
al cedimento s e ai parametri g, ¢, € g (Fig. c+f), si ha:

Uy, 0 1

Ve, —-¥

6, o .. 1 ||?

U, sTho —a||® e
v, ol . 1 9

e, sf) | ybo—1

£ =vy, kK, =0, -6 (b)

e sovrapponendo gli effetti derivanti dall’applicazione dei cedimenti s e ¢, (i=1,2,3), & facile
ricavare che

k qx
£ 0 o .
K, s/l oy =2
q3

dove si ¢ evidenziato il vettore & e la matrice di congruenza D . Le forze generalizzate f asso-
ciate agli spostamenti generalizzati u si ottengono riducendo le forze attive ai medesimi poli A
¢ B del problema cinematico:

f=pifl -2 -3/2 -1 -2 342} (d)

Conseguentemente la matrice di equilibrio & paria D' . 11 legame elastico si scrive:

o, c . ilg
= (e)
M, . odd? |k,
Si hanno a questo punto tutti gli elementi per formulare il problema elastico in termini di spo-
stamenti. Utilizzando infatti le (54,), (61) e (62,) la (60) diviene

o 0o o g 0 0
0 2¢ -=2dlq,r=1-3/2)pl}t+<—cs ®
0. -2c 4c’ ||q, - pl? 2cls
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A’ Cinematismo 0 Cinematismo 1|
(©) (d)
C
//4
,Iw’ )
D’ ’ |
C2 \
‘ =1/
B /
T 1
Kz 2N Rz 5> 2
e Ci=4 B 3
Cinematismo 2 Cinematismo 3
(e) M

Dall’esame della (f) appare evidente che la matrice di rigidezza K & singolare. Il problema
omogeneo associato ammette la soluzione non banale

@i=p q,=9;,=0 Vp (2)

cui corrisponde il modo rigido di Fig. (d). Il problema elastico in questione ammette dunque
soluzione solo se il vettore a secondo membro della (f) & ortogonale al modo rigido espre 550
dalle (g), ovvero se il sistema di forze attive compie lavoro nullo nel modo rigido (g). Poiché
questa condizione ¢ soddisfatta, il sistema (f) ammette soluzioni della forma

T
pl I(s Sp)
. > _‘2__—3 A S v ;|l‘.
: {,0 c 2\ 2 ¢ N :

a cui corrisponde lo spostamento

l(s 5p 1 pl pl I(s 3p)r
u=ip, -5, S|=-=Z) pec, B (I 2P
{ 2\ 2cj e ¢ 2\ 2% i

lo stato di deformazione
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. Jo stato di tensione
7
J:{‘zpl’ %plz} (m)

wote le tensioni, imponendo 'equilibrio dei singoli corpi si determinano le reazioni vincolari
Y., Xos Yp (Fig. g). Si trova

Y,=2pl, X,=pl, ¥Y,=0 (n)
Y
H XD XD T b 5
l2pl l L lZpI lﬁlpl l2p1
h

/ /

P Y, P N _P
YAT O'xl 3
(2) 0) X

(b) Il sistema labile pud essere reso isostatico trasformando il carrello in 4 in una cerniera
(Fig. h). 1l vettore dei parametri lagrangiani diventa q={g,, ¢;}’; valgono percio tutte le .rela-
zioni precedentemente scritte in cui si ponga ¢;=p=0. Poiché deformazioni, tensioni e reazioni
vincolari non dipendono da p (Eq. 1+n) si ritrova la soluzione precedente. In particolare la re-
azione X del vincolo addizionale ¢ nulla.

¢ Osservazione 21. Non si confondano i vincoli addizionali utilizzati per rendere
cinematicamente determinato un sistema labile con quelli utilizzati per rendere
isocinematico il sistema rigido associato (sistema principale). I primi, infatti, ser-
vono a rimuovere i modi rigidi (corrispondenti cioé ad £=0), ma lasciano al sistema
rigido associato dei gradi di labilita. Inoltre non sono sede di cedimenti vincolari,
come accade invece per i secondi, nello spirito dell’Osservazione 5. In altre parole
puo anche dirsi che, reso isocinematico il sistema rigido associato, ed assegnati i
cedimenti vincolari g; corrispondenti, se a qualcuno di questi corrispondono de-
formazioni tutte nulle, il parametro lagrangiano associato pud essere soppresso
(sempreché le forze rispettino la condizione di solvibilita).

¢ Osservazione 22, .’Esercizio 12 ha mostrato che, se in un sistema labile si intro-
ducono vincoli addizionali che rendono il sistema isocinematico, non si altera (se
esiste) la soluzione del problema elastico in termini di deformazioni e tensioni; in
particolare le reazioni dei vincoli addizionali sono nulle. Per convincersene, basta
pensare di calcolare le reazioni in questione applicando al sistema isostatico il 7LV
(cfr. Par. 3.3.1). Assegnando ad un vincolo addizionale un cedimento unitario, ad
esso consegue un campo di spostamenti in cui tensioni e forze attive compiono la-
voro virtuale nullo; la reazione vincolare ¢ percid anch’essa nulla (ad .esempio,
nell’Esercizio 12, il campo di spostamenti virtuali € quello di Fig. d). Queste stesse
considerazioni si applicano ad un sistema degenere, come I’Esercizio 14 mostrera.

¢ Osservazione 23. Cedimenti vincolari agenti in sistemi labili sono ininfluenti su

deformazioni e tensioni. L’ Esercizio 12 ha mostrato un esempio di cio.
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Esercizio 13: Si costruisca la matrice di rigidezza K del sistema dell’Esercizio 12 utilizzang
il significato di coefficiente di rigidezza (Osservazione 20). B
Nel sistema principale isocinematico si attiva una coordinata lagrangiana per volta, asse: nands
alle altre valori nulli. Si ottengono le configurazioni variate in Fig. (d), (e), (f) dell’E s n .
1.2. Le forze lagrangiane associate alle coordinate g, g, e g; sono i coefficienti di I‘igxs:j:-l,.lf-’
rispettivamente della prima (Fig. h), seconda (Fig. i) e terza colonna (Fig. 1) di K. Essi s, o

31 Cal-

colano imppnendo Iequilibrio con le forze elastiche che si sviluppano a seguito degli stege
spostamenti. Si ha: less

)

Esercizio 14: Con riferimento al sistema degenere in Fig. (a), in cui si abbia &, =&>0, s

determini lo stato di tensione; sia ¢;=c (i=1+4).
Yy
My ¥ ! N\ Xy
Voo

R e - 722, i

20 21 i3 4 = ¢ &z o & o &

(vrerre; 2 ; @ i 4 . /] T{/ ? i ¥

A B C D :§J/ XA i
(a) (b) ©

E rf=_6, m=0, d=4. Il sistema ¢& labile in quanto a deformazioni &=0, corrispondono quattro modi
r1g_1d1: tre spostamenti rigidi d’insieme (per I’assenza di vincoli esterni) e la traslazione relaiiva
dei due corpi secondo P’orizzontale. D’altra parte non & possibile assegnare ad arbitrio le quat-
tro df:fonnazioni; il sistema ¢ pertanto degenere. La condizione di solvibilita p'q,=0¢ p=--‘r'-f1
soddisfatta, in quanto p=0: il problema elastico ammette dunque soluzione. 8

S; r[i;nl}ove pri{nadla labilita del sistema elastico, introducendo quattro vincoli addizionali (Fig.
)- 1l sistema rigido associato ¢ due volte labile; si scelgano i parametri q= " indicati i
Fig. (b). Le deformazioni sono: s P Guq:} indicarl 8

£ =4q,, &=q,+lq,, & =q, +2ig,, &, =q, +3lg, (a)
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a cui corrispondono le tensioni
o, =cq,, o,=clq, +lq,), o,=dq, +2lg,-¢£), o,=cq, +3lg,) (b)

Le equazioni di equilibrio lagrangiane esprimono I’equilibrio alla traslazione verticale e
Jequilibrio alla rotazione intorno ad 4 del corpo 2. Esse si scrivono (Fig. ¢):

o,+0,+0,+0, =0, o,/ +20,l+30,[=0 (©)

ovvero in termini di spostamento:

dcq, + 6clg, = cg;, 6cq, + l4clq, =2ce, (d)
Queste ultime, risolte, forniscono:
1 _ 1 g
= e L ’ e — €
D T ©

Le (e), sostituite in (a) e (b), permettono di valutare lo stato tenso-deformativo del sistema. Si
ha:

g = 1 £, & ]E £ 3 £, & 25
| i T 2= 2 ¢ 3 = &y, PR

10 5 10 5

) | (H
J,=T6023, 0'2:5053, 0'32*-1—06‘53, O'4=§CE3

Le reazioni vincolari addizionali X4, Xy, Yy, My (Fig. c) sono tutte nulle, in accordo
all’Osservazione 21.

5.3 La formulazione integrale dell’equilibrio: P’equazione dei lavori
virtuali

La formulazione integrale permette di ottenere le equazioni di equilibrio direttamente
in termini lagrangiani. Il teorema degli spostamenti e deformazioni virtuali congruenti
(Eq. 43) si scrive:

t'6u,=0"6s,  V(ou,,06,)|Adu, =0,Ddu, =S¢, (63)

Le tensioni reali sono funzione dei parametri lagrangiani reali (Eq. 59), spostamenti e
deformazioni virtuali si esprimono in funzione dei parametri lagrangiani virtuali con
le (551) (S (531)

su, =Udq, &g, =Ddq (64)
Sostituendo nell’equazione dei lavori virtuali (63) si ha:
(Sqf[ﬁ"(cﬁq+c55 —CE)—UTf]zo V&g (65)

da cui seguono le equazioni di equilibrio (60).

Quanto sopra suggerisce il seguente procedimento di calcolo.

I. Siscrive PELV (63).

IL. Si studia la cinematica del sistema reale (ad esempio attraverso i metodi della
cinematica grafica, cfr. Osservazione 5) e si esprimono le deformazioni in fun-
zione dei parametri lagrangiani.

III. Attraverso il legame costitutivo si esprimono le tensioni in funzione dei parame-
tri lagrangiani.
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-

IV. Si studia la cinematica del sistema virtuale in assenza di cedimenti vincojg,
Questa ¢ formalmente analoga a quella del sistema reale dove si ometta il copgy
buto dei cedimenti vincolari.

V. Si sostituisce nell’ELV e si impone che questa valga per ogni spostamentg la-

grangiano virtuale; si ottengono cosi le equazioni di equilibrio in termini de; Pa.
rametri lagrangiani reali.

¢ Osservazione 24. La formulazione integrale offre il grande vantaggio di

forn irc
immediatamente le equazioni di equilibrio (in termini di spostamento) nella fopp,
lagrangiana. Tuttavia, risolto il problema elastico e determinate le tensioni, se si g

interessati anche alle reazioni vincolari occorre scrivere in forma diretta le equg.
zioni cardinali, o almeno m di esse linearmente indipendenti in cui appaiano e m

incognite r. Alternativamente puo applicarsi ancora il 7LV con 6s#0, come gia
fatto nel Par. 3.3.1.

Esercizio 15: Applicando la formulazione integrale si ottengano le equazioni di equilibrig
espresse in termini di spostamento per il sistema dell’Esercizio 10.

L’ELV (63) si scrive (passo D:
Plou; = 6,86, + 0, 0%, + 1,0k,

avendo espresso il lavoro delle forze attive co
mento Su del punto di applicazione. Le tensi
lagrangiani attraverso le (c) dell’Esercizio 1
L’applicazione formale dell’operatore & alle eq

me il prodotto della risultante pi per lo sposta-
oni reali si esprimono in funzione dei paraimetr
0 (passi 1T e IH, comuni al metodo diretio)
uazioni di congruenza (a) fornisce (passo 1V)

de, =g, o8, =&y, +15q,, oK, =-d&q,
Essendo inoltre dalla FGSR:

3
oug = &g, + 51&12
PELV si scrive (passo V):

. 1 1 3
["‘7(% —81)"C(Q1 +lq, "ES)‘*'le&]l +!:"CI(QI +lg, "ES)“CIZQ2 +5p12}®2 =0

Eguagliando separatamente a zero i coeffi
identiche alle (e) dell’Esercizio 10.

cienti di &g, e &g, si ottengono le equazioni cercate,

Esercizio 16: Considerando il sistema dell’Esercizio 12, si riottengano le equazioni di equili-
brio in termini di spostamento applicando la formulazione integrale.

L’ELV (63) si scrive (passo D:

~2pl(&v; +6v, )+ pl(Bug ~uy ) = 0,65, + 10, 8%,

avendo espresso il lavoro delle forze attive come somma di prodotti delle risultanti 2pl dei
segmenti di carico ripartito per gli spostamenti &v, v - (assunti positivi se verso Ialto) e delle
forze concentrate per gli spostamenti Jug, Suy (assunti positivi se verso destra) dei rispettivi
punti di applicazione. Le tensioni reali si esprimono in funzione dei parametri lagrangiani reali
attraverso le (e) e (b) dell’Esercizio 12 (passi II e I1I, comuni al metodo diretto). Applicando

251

par. 7.5 - [l problema elastico

[ ’ izio 12) si ha
formalmente ’operatore 5 alle equazioni di congruenza (Eq. (c) dell’Esercizio 12)
anl 10
'_,:.I-.-ediatamente (passo IV).

1
o0&, =g, Ok, :?&]2_2&73
i ha:

[wolire, dalla FGSR si 1 3
I 1 [ P —on+ L ey - tisg

5\75:%&3’ &FZE(SqZJ"—i(Sq}s 5”.‘;"5‘]1 25q3> &‘F 5Q1 3 2 5

ELV si scrive dunque (passo V):
| : —4cl* =0

0-8g, 4»(—%;71—cs—2cqZ +,’chq3)5q2 +(— pl* +2cls+2clq, q3)5q3

i nte a zero i coetfi-
vendo raccolto i termini a fattore di aq1, 561_2 6.5613. Etgu?gllagdo seﬁar(atame“’ azerol ffi
jenti di i ottengono le equazioni cercate, identiche alle f) dell’Esercizio 12
ienti di 6g1, dg, € &g3 s

ey . ona-
5.4 La formulazione variazionale dell’equilibrio: il teorema di stazion
' rieta dell’energia potenziale totale

. . ulazione
Un procedimento equivalente a quello integrale ¢ rapprgsentatol dfll{: lflc;rcr;;sima»dei
nriz}:zionale. La definizione deila funzione energia potenglal.e totz; ec e —
V:;temi non vincolati. Poiché in presenza delle deformazioni anelastic
s .

P’espressione (Eq. 6.65), ¢:
U(E,u) = %(5- E)TC(E— E)- f'ua

(66)
L eTCe— sTCE — T u+ cost
Limitandosi a considerare stati congruenti si ha: ) o
u=u, +Uq, £=¢,+Dq
e | ¢"D’Ch ! ~£)~q U + cost
U(q):iq D'CDq+q'D'Cle, - £)-q .

_ quIA(q—qT(Ps +P +p)+cost
2

i i riotti . Si noti
vendo usato le (61) e (62). Imponendo che sia SU=0 Y q si ‘rlottlel}‘c: Illa;tgi(o))per pot
) ’ ione SU=0 YV &q coincide con "ELV (63), come si era gia e
. l' Shon i colati (Osservazione 6.15). Valgono percio le stesse considera "
iiteell;zé)ssoe?v;;rilone 24. In definitiva, per i sistemi vincolati, vale il seguente teorema,

identico a quello valido per i sistemi non vincolati.

1 ' ‘equilibrio di un

Teorema di stazionarieta dell’energia potenziale totale.‘ CI'NEti t];el: ) fl%u ls brio di
J ' ' > che ['energia potenziale .

sistema elastico vincolato ¢ ¢ ot ’ : azionarta
izlesltle ‘insieme degli stati congruenti. Nello statQ equilibrato [’energia potenz

assume un minimo isolato.
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I teorema di stazionarieta dell’ EPT costituisce uno strumento operativo altern

all’ ELV per ricavare, nello spirito del metodo degli spostamenti, le equazioni dj equi.

librio del sistema: esso costituisce la formulazione variazionale dell equilibrio. N elle

applicazioni occorre procedere come segue:

L. Siscrive I'espressione dell’ EPT, sommando le energie elastiche di tutti glj organi
e sottraendo il lavoro delle forze attive.

IL  Sistudia la cinematica del sistema e si esprimono le deformazioni deg|i organi in
funzione dei cedimenti s dei vincoli e dej parametri lagrangiani q (Eq. 67,),
ché gli spostamenti dei punti di applicazione delle forze in funzione di q.

HI. Si impone la stazionarieta di U: le derivate parziali di U rispetto alle coordinate
lagrangiane, eguagliate a zero, costituiscono le equazioni lagrangiane di equili-
brio espresse in termini di parametri liberi dj spostamento.

ativg

non-

Esercizio 17: Applicando il teorema dell’ EPT si scrivano le equazioni di equilibrio espresse in
termini di spostamento per il sistema dell’Esercizio 10

L’EPT del sistema & (passo I)

>

1 — 1\ 2 2 2
UZEC[(E' —5,) +& +/ K3]—Pluu

dove u; & lo spostamento del punto di applicazione della risultante pl delle forze distribuite

agenti sul tratto £B. Le equazioni di congruenza (Eq. (a) dell’Esercizio 10) e la FGSR permet-
tono di esprimere U nella forma (passo 1)

1 2 LY 3, 3
U:E{(ql‘g]) +(q1+[q2_gsj +12‘Y22J_/71(%+51qz‘25)

Imponendo la stazionarieta ad Urispetto a ¢={q,, ¢,}, imponendo cio¢ (passo 11)
a

— =0 i=12

2 (i=12)

si ritrovano le equazioni di equilibrio (e) dell’Esercizio 10.

Esercizio 18: Si risolva il problema elastico relativo al sistema dell’Esercizio 12 applicando il
teorema dell’ EPT.

L’EPT del sistema ¢ (passo I)

U= 51(0512 +C12K22)—2p1(v£ +v,;)—p1(uk —u[,)

dove v; e v, sono gli spostamenti dei punti di applicazione delle risultanti 2pl delle forze distri-
buite agenti rispettivamente nei tratti 4D e BD, mentre u, ed u,: sono gli spostamenti dei punti
di applicazione delle forze concentrate pl agenti rispettivamente in £ ed . Le equazioni di

congruenza (Eq. (b) dell’Esercizio 12) e la FGSR permettono di esprimere {/ come funzione
delle sole variabili libere di configurazione (passo 1I)

L N : / s 1L
U:E cq, +cl 7+7q2—2q3 -2pl TSHTg; f+ —§+5q2+'2~q3

! s 1 3
- pl N-59)- 2t 59 -5l
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- monendo la stazionarieta rispetto a q={q1, ¢, g3}, imponendo cioé (passo I11):
LM

M _ 0 (i=123)

i

; ritrovano le equazioni di equilibrio (f) dell’Esercizio 12.

5.5 11 metodo delle forze

si fa riferimento ad un sistema iperstatico, seguendo gli stessi passi logici del Par.

6l3'2' - . . oq . . .
I Scelte le incognite iperstatiche, attraverso le equazioni di equilibrio (Eq. 17) si

calcolano le tensioni:
o=0,+Sy (69)
II. Utilizzando il legame costitutivo si determinano le deformazioni associate:
s=&+Ho, + HSy (70)
II1. Si impone che le deformazioni, funzione delle incognite iperstatighe, SOddle‘lI}l]O
le equazioni (7) di compatibilita cinematica, Q(&— &,)=0. Ricordando che
Q=S8', si ottiene:
Fy+my+77+7,=0 (71)
dove ) N
F=S'HS, 75,=S"Ho,, 7=ST, n,=-8T¢ =-R's (72)
avendo usato la (51) nell’ultima delle (72). Nella (71) F , fii dimensioni rxr, ¢ la
matrice di flessibilita del sistema vincolato, di dimen51o.n¥ rxr. Come'la matrllce
F del sistema non vincolato & simmetrica e definita positiva; ¢ quindi anche in-

vertibile. 7y, 77 ed 7 rappresentano gli spostamenti rispeﬁivamente dovuti ai ca-
richi, alle deformazioni anelastiche e a cedimenti vincolari.

¢ Osservazione 25. Con un ragionamento analogo a quel.lo 'del Par. 6..3.3 2(1), 117 ed
15 possono interpretarsi come gli spostamenti dei punti di sconnessione degli or
i . . -
gani elastici le cui tensioni sono state assunte come incognite iperstatiche.

¢ Osservazione 26. Si noti che, a differenza di quanto accade per le matrici Ke K
(Osservazione 18), tra le matrici F ed F, relative allo stesso ‘51stema in presenza
oppure no di vincoli, non esiste una relazione altrettanto semplice.

Esercizio 19: Si risolva il problema elastico dell’Esercizio 10 applicando il metodo delle forze.

i ita i i = azioni
[ sistema ¢ una volta iperstatico. Si assume 4 come incognita iperstatica, ji: yé. II;:agq)L.I
di equilibrio (d;) e (d;) dell’Esercizio 10 si scrivono (equazioni di equilibrio conde :

L et
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avendo portato a secondo membro I’incognita iperstatica e avendo lasciato a primo membrg yy
minore non nullo. Cid equivale a scegliere il sistema principale in Fig. (a), ottenuto da quello
originario disconnettendo la molla 3.

D
e
=
(@) L
/
m |
www»;g‘i 4
? l : I '
A e .
I1 generico stato di tensione equilibrato & (passo I):
o, -1 -1/!
1
o, =5p1 3+ x9 Vi (b)
Hy 0 1

1 due contributi del quale sono rappresentati nelle Fig. (b) e (c), rispettivamente. Ad esso corTi-
sponde lo stato di deformazione (passo 1):

£ £ -1 -1/i
1 pl 1

£ r=10b+-F13 +~x9 l/I (c)
2 ¢ c

K, 0 0 1/1*

Poiché, dalla (b), &

le equazioni di compatibilita cinematica si scrivono:

1 1
—7(8,—gl,)+7(82—52,)+(/(3—1c3,)=0 (e)
dove, ricordando le (a) dell’Esercizio 10,

£,=0, &,=-5/2, x,,=0 ®

Sostituendo le (c) I’equazione di compatibilita diviene:

3 P & s
J— +2___...+-—:O g2)
Ty @

del tipo (71). Risolvendo si ha:

-1
l,:—%plzwtéclg,—gcls (h)
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Lo stato di tensione si ottiene sovrapponendo gli effetti dei due sistemi di forze

oc=0,+2,0! ()
OVVEro
1
L1 S R B A S UL
o’lzgpl+gcs—§cﬁl, o-2=gpl—gcs+3051, o5 = 3P1 6C15+3C51 M

identiche alle (h) dell’Esercizio 10.

[ )% P
pl pl
—_ s
N, AW ——] <
.8 epY)
N -
Do e 7% &
(b)
- A l
v 25 w/Y M2 4
z ! : n/2
Do o
) 2
—)
4
Do
§ 5/;// 0-11
o S
© nl2

Esercizio 20. Applicando la FGSD, si riottenga I'equazione di compatibilita cinematica
dell’Esercizio 19. . . .
Si tratta di calcolare lo spostamento 7, che si verifica nell’unica sconnessione presente nel si-
stema in Fig. (a) dell’Esercizio 19. Applicando 'due coppie unitarie uguali e contrarie
all’estremita della sconnessione si ingenera lo stato di tensiohe (virtuale)

Zr )V
VT

uguale a quello della Fig. (c) dell’Esercizio 19, diviso per y;. La FGSD (52) si scrive:
L7, = o), & + 0}, & + g x5~ Yi(=9)

dove Y, =1/(2/) & lareazione in 4 dovuta alle coppie (assunta positiva in verso opposto ad s)
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.\.(o!‘(.‘lzm

Esercizio 21: Utilizzando la FGSD, si i
. 2 o , si calcoli 1’abbassa; .
dell’Esercizio 10, gia risolto con il metodo delle forze nell’Eslfelfc?itz(;o%69l punto &, o8 istemg

Nell’Esercizio 19 si & determinato lo stato di deformazione

tica y,:=44; sostituendo la (h) si ha: (¢), funzione dell’incognits perstg.

2_ Ip[ S —
gz=l§l+§£[__£ _1‘91 2p 1s

3776 e 376 6 T3 T3¢ T8
. 6 317 3
Applicata una forza unitaria verticale in £ e

. - Fig. a i
tenso-reattivo equilibrato, Posto, ad esempio( g ay) occorre determinare un qualung

#5 =0, dall’equilibrio (Fig. a,) si trae:
o, =1, o,=-1, ¥, =12

i ofti . . . .
( lene cioe lo stato di tensione che si verifica nel sistema principale). La FGSD si scr
5 rve

uc stato

Ve =0,6 + 0,8 -V, (~5)
da cui
2pl 1_ 5

Vp == ie >
E 3c+381+6s

Ty;

g l

ca. Il teorema delle tensioni ioni vi : .
(Eq. 47) lont ¢ reazioni virtuali autoequilibrate (TLVC) si scrive

Te r
orys=do,s  V(or,.00,)Es0, = Bor, (73)
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oformazioni reali sono funzione delle incognite iperstatiche reali (Eq. 70); tensio-
" reazioni virtuali si esprimono in funzione delle incognite iperstatiche virtuali at-

" ole(22) e (24):

rave! -

éo, = Sy, or, = R&y (74)
< stituendo nell’ ELVC (73) si ha:
5x7[§T(H§l+E+H00)~ﬁ7's]=0 vy (75)

|y cui seguono le equazioni di congruenza (71).

."1.‘._;nto sopra suggerisce il seguente procedimento di calcolo:

. Siscrive PELVC (73).

(. Sirisolvono le equazioni cardinali della statica del sistema reale, e si determina-
1o reazioni vincolari e tensioni in funzione delle incognite iperstatiche.

{II. Attraverso il legame costitutivo si ottengono le deformazioni in funzione delle
incognite iperstatiche.

[v. Sistudia la statica del sistema virtuale in assenza delle forze attive; questa ¢ for-
malmente analoga a quella del sistema reale dove si ometta il contributo delle
forze attive. (

V. Si sostituisce nell’ ELVC e si impone che questa valga per ogni incognita ipersta-
tica virtuale; si ottengono cosi le equazioni di compatibilita cinematica in termini

di incognite iperstatiche.

» Osservazione 27. Le incognite iperstatiche (passo II) non devono necessariamente
essere delle tensioni, ma possono anche essere delle reazioni vincolari (un esempio
verra discusso nel prossimo capitolo, Esercizio 8.15). Tuttavia, poiché nella for-
mulazione diretta si & operato sulle equazioni condensate (dove appaiono solo ten-
sioni) la (74) fornisce le stesse equazioni del metodo diretto solo se ¥ rappresenta
appunto delle tensioni.

Esercizio 22: Considerando il sistema dell’Esercizio 19, si ottenga ’equazione di compatibilita

cinematica espressa in termini di incognite iperstatiche applicando la formulazione integrale.

L’ ELVC (73) si scrive (passo 1)

80,6, +00,,& + Opty Ky = Y, (-5)=0

1l generico stato (reale) di tenso-reazione equilibrato & (passo 11, Eq. (b) dell’Esercizio 19):

o, -1 -1/1

1 b4
) =5P1 3rvxmy Vg Azz}—
Hy 0 1

avendo considerato la sola reazione associata al cedimento s. Corrispondentemente. le deforma-
zioni sono (passo I1):

g (& -1 -1/

RSHAARELLS,



258 Cap. 7 - Il problema elastico per i sistemi vincolati

Lo stato di auto-tensoreazione virtuale o, dr, puo ottenersi formalmente da oed r
forze attive uguali a zero ed applicando poi operatore 6. Si ottiene (passo IV):

-1

P nendg lc

I
50'»;{ =4 I oy, (5YAI =5511
I
Sostituendo nell’ELVC e raccogliendo si ha (passo V):

(“3‘ 28 5 1)5 =0 Vs
ar At c 1ty o= ¥4

Si riottiene cosi I’equazione di compatibilita cinematica dell’Esercizio 19.

5.7 La formulazione variazionale della congruenza: il teorema di

stazig-
narieta dell’energia complementare totale

La formulazione variazionale della congruenza di un sistema vincolato richiede
definizione di una nuova grandezza: Penergia complementare rtotale (ECT). Essa ¢
definita come somma dell’energia complementare elastica ¥ e del lavoro, cambiato dj
segno, compiuto dalle reazioni vincolari nei cedimenti associati:

V(O’, r) = ?’(O’) ~-r's (76)

Poiché in presenza di deformazioni anelastiche, ¥{ o) assume ’espressione (6.67), é:

la

1 ol
V(O',r):EO'THO'+O'f£—r7s (77
Limitandosi a considerare stati equilibrati &

0=0'0+§);, r=r0+liz (78)
per cui I’ECT si scrive:

V(x) :%ZT'@’THgZ + ZT[ér(HO'o +&)- liTsJ +7(0)
(79)
:51,1’7'131+ZT[,70 + 77+ 775]+V(O)

avendo usato le (72), con ¥(0) costante inessenziale. Imponendo che sia 6V=0 Yy, si
riottiene la (71). Si noti che I’equazione 6V'=0 V Jy coincide con I’ELVC (75), come si
era gia notato per i sistemi non vincolati (Osservazione 6.28). In definitiva, per i si-
stemi vincolati, vale il seguente teorema, analogo a quello dell’energia complementa-
re elastica, valido per i sistemi non vincolati.

Teorema di stazionarieta dell’energia complementare totale: CNES per la con-
gruenza di un sistema elastico vincolato & che | ‘energia complementare totale sia
stazionaria nell'insieme degli stati tenso-reattivi equilibrati. Nello staio congruente
I'energia complementare totale assume un minimo isolato.
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"

- mostrazione € analoga a quella del teorema dell’ECE. 1l teorema dl. stazlonanel;a
= ‘f;%T costituisce uno strumento operativo alternativo all EL VC per ricavare, nello
Jc_l ]'to del metodo delle forze, le equazioni di congruenza del sistema: esso costituisce
._;p.ifl

., formulazione variazionale della congruenza.
la jo

D te:

E E'lpph'canl?gsl Or:ggis r(;):lT’dEereTfosr:rean:fndo le energie complementari e'lastiche'

: 311 fgtrtllv egli organi e il lavoro, cambiato di segno, che le reazioni compiono nei
i i cedimenti assegnati. . '

(S:?r;;flg?; (li’eenc;ilﬁfgrl:z del sistegr::a e si espr.imgno le t_ensioni negli organi e le re-

azioni dei vincoli in funzione delle incognlte 1persjcat‘1<:h’e. . —

(11. Si impone la stazionarieta di V. Le. dferlvate parziali .d1 'Vdflspett;)u:nza neo égrmi_
iperstatiche, eguagliate a zero, costituiscono le equazioni di cong

ni di incognite iperstatiche.

Esercizio 23: Si risolva il problema elastico relativo al sistema dell’Esercizio 19 applicando il
weorema dell' ECT.

L’ECT del sistema ¢ (passo I):

2
1 o} _ (o u ~

V=5“c'—+01€1+5(7+dzj—“< 9

1l generico stato di tensione equilibrato & (passo H):

o, -1 -1/1

1 . _ X
o, =5p1 3b+x9 VI YA—21

Hs 0 1

avendo scelto z;:=14, come negli Esercizi 19,20 ¢ 22. L’ ECT si scrive dunque:

2 2
: 1(3  x 122 1s
1 1 ). 1(3 _1.) lai 1s
V= 1(‘5’”‘?) +(‘§”l‘ l)g‘+2c(2pl+ 1)t T s

2c
Eguagliando a zero la derivata di ¥ rispetto a 7, si ha (passo I1I):
3 p_& 5
P R A T

riottenendo cosi I’equazione di compatibilita cinematica dell’Esercizio 19.
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Sistemi piani di travi elastiche

1. Modelli discreti di sistemi di travi

1.1 Strutture reticolari e telai

Sistemi elastici di notevole interesse applicativo sono le strutture reticolari ed i felai.
Una struttura reticolare & un sistema costituito da travi non necessariamente rettilinee,
mutuamente incernierate alle estremita, collegate al suolo da cerniere e/o carrelli
(Fig. 1a). Un telaio & un sistema costituito da travi pon necessariamente rettilinee,
vincolate alle estremita in modo generico, mutuamente ed al suolo; qui ci si limita a
considerare vincoli interni di solo incastro, mentre i vincoli esterni sono generici
(Fig. 1b). In seguito, per semplicita, tutti i sistemi sono considerati piani con tutte le

aste rettilinee.
\_g%u; s Fi
I

6.M

i

(b)

Fig. 1 (a) Sistema reticolare piano, (b) telaio piano
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1.2 Sistemi di corpi puntiformi

Lo studio del comportamento cinematico, statico ed elastico dei sistemi di travi Fisulty
particolarmente agevole sotto alcune ipotesi restrittive (si veda poi I’Osservazigne I
Nel modellare il sistema fisico, invece di considerare la struttura come COStituits da
corpi (le travi) tra loro collegati da vincoli puntiformi (in corrispondenza dej nodi), &
opportuno riguardare il sistema come costituito da corpi puntiformi (i nodi) g fo,.
collegati da organi elastici monodimensionali (le travi). In questo modo il sispe,
continuo (in quanto costituito da travi deformabili) & reso discreto. Infatti la

.'_:L‘ne;ii_a
configurazione congruente ¢ descritta dai soli spostamenti dei nodi, quindi d

a un ny.
mero finito di parametri, anziché dalle funzioni spostamento delle travi. In

tre, §
problema duale dell’equilibrio & governato dalle equazioni cardinali della sy,
(quindi da equazioni algebriche) scritte per i singoli corpi puntiformi, anziché per il

generico elemento infinitesimo di continuo deformabile (quindi da equazioni diff.
renziali). Per questo motivo i sistemi di travi, reticolari o telai, sono detti sistemi con-

tinui naturalmente discreti, per distinguerli dai sistemi la cui discretizzazione implica
una qualche approssimazione.

* Osservazione 1. Esiste comunque una limitazione alla possibilita di considerag
un sistema di travi come discreto. Non é infatti possibile applicare forze alle trav
ma solo ai suoi nodi (cioé sui corpi che costituiscono il sistema, come illustrato in
Fig. 1). In caso contrario occorre trattare le travi direttamente come sistemi conti-
nui monodimensionali, ed integrare le equazioni differenziali ad esse relative,

Osservazione 2. In realta le equazioni della trave sono gia state integrate (anche se
non in questa sede) per ricavare le costanti elastiche del legame costitutive
dell’organo (si veda il Par. 4.6.4). Questa operazione, comunque, & stata fatta una
volta per tutte, nell’ipotesi che la trave sia sollecitata solo alle estremiti
L’ operazione puo ovviamente essere eseguita anche in presenza di forze distribuite
0 concentrate in punti interni al dominio, ma va ripetuta in ogni caso specifico, ¢
soprattutto conduce a legami costitutivi non omogenei che dipendono dai carichi,
oltre che dalle caratteristiche elastiche ¢ geometriche della trave.

1.3 Nodi orientati e non orientati

Ogni corpo puntiforme ha nel piano tre g.d.l., due traslazioni ed una rotazione. Tutta-
via, nel caso dei sistemi reticolari, sussiste un’ulteriore semplificazione. Siccome i
nodi sono incernierati alle travi (Fig. 2a), questi possono liberamente ruotare rispetto
a quelle. Esistono percid nel sistema degli spostamenti rigidi, che consistono nelle
rotazioni di tutti i nodi, ai quali sono associate deformazioni nulle delle travi: il siste-
ma ¢ pertanto labile (o degenere). Per rimuovere la labilita & necessario eliminare le
rotazioni dagli spostamenti generalizzati. Questa operazione pud facilmente essere
compiuta considerando i nodi di un sistema reticolare come punti materiali non dotati
di orientazione, suscettibili cio¢ di sole traslazioni. Ogni nodo ha percio nel piano
solo due g.d.l.. Quale ulteriore conseguenza, le deformazioni nelle travi consistono

. . : )
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3,17
(4

o allungamento (cioé deformazioni a taglio e curvature sono nulle, si 1ve€£(;él
‘I’6 4y, le corrispondenti tensioni sono rappr§s§ntate dal §olo sforzg normz} e
i P (;mento flettente si annullano). In definitiva le travi sono equzv.alentz a molle
. ?mn;ali (e per questo sono anche dette aste); esse applicano ai nodi forze interne
cfens

. secondo la congiungente i nodi.

..:-IL[‘.L

Osservazione 3. In un sistema reticc.)lar‘e é‘possibile applicare ai nIodfl tigllc; ff:gzz
.;ioé le grandezze duali delle traslazioni, Flg. la), ma non coppie. Infa 11 o dorze
nterne trasmesse dalle aste, tutte concorrenti nel nodo, non possono equih

coppie. o

s “;I:eplaio, invece, le travi sono incastrate 'ai qodiApunt‘iformi'(Fig. 2b), c(;)slllccile c}e:
'.:,‘].-,.azioni e tensioni dipendono dalle rotazioni dei nod} stesgl, oltre che ’ 3 . e .rasta_
|1 Percid, in un telaio i nodi sono costifuitf' da corpi punt‘y’ormz 'dotczit'z fz orzienriec;
ne, suscettibili cioé di traslazioni e r?ta2101}1. .Le travi applicano ai nodi forze

.\_k- in tutte le direzioni del piano, nonché coppie interne.

, Osservazione 4. In un telaio & possibile applicare ai nod1‘51a fprze che coppie
(cioé le grandezze duali di traslazioni e rotazioni, Fig. 1b); mt."attl le forze interne
trasmesse dalle travi possono equilibrare un sistema generico di forze.

H v,
Vi

(a) (b)

Fig. 2 (a) Nodo puntiforme non orientato (indicato con un cerchio); (b) nodo puntiforme
orientato (indicato con un quadrato)

2. Strutture reticolari elastiche

2.1 Ilsistema

Si consideri un sistema reticolare piano costituito da d Fravi ed n, I"IOClll (Fig. 3). Per.
| quanto detto in precedenza, il sistema pud essere considerato (‘jOStltl.lltO. da n, fzorpi
| puntiformi non dotati di orientazione, collegati da d rpolle estensionali. S.lan‘o 5)91 pri:1 :
| senti nel sistema m vincoli esterni semplici che limitano le sole'traslazuim. el not ;
(quindi cerniere o carrelli). Il sistema sia sottoposto a fqrze a.ppl.lcatT esc ;swan;g; ¢
ai nodi, a deformazioni estensionali assegnate ea cedimenti vincolari. Si vog
formulare i problemi cinematico, statico ed elastico.
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i

3 7
Fig. 3 Sistema reticolare piano: forze e spostamenti nodali; deformazioni e tensioni nelle aste
cedimenti e reazioni dei vincoli esterni

2.2 Il problema cinematico

Si consideri dapprima il sistema non vincolato al suolo. La generica configuraziog
variata ¢ descritta dal vettore degli spostamenti (generalizzati) 2n.x |

T
u:{u1 Vi WV U, v,,c} (1)

dove u;, v; sono le componenti dello spostamento del nodo i nella base (3, j); il sistems
ha percio n=2n. g.d.l.. Lo stato di deformazione ¢ descritto dal vettore d/x 1

T
e={g . & .. &) Q)

che elenca le deformazioni estensionali &, delle aste. Deformazioni e spostamenti song
legati da equazioni di congruenza che esprimono I’allungamento delle aste in funzione
degli spostamenti dei nodi; la generica equazione relativa all’asta e che collega i nodi
ieje (Fig. 4):

& =(u,-u,)e,

H

(3)

= (u; cosa, +v sina,) - (y, cosa, + v,sina,) (e=12,..,d)

dove e, ¢ il versore dell’asta e, orientato dal nodo i al nodo J» di componenti cosa, ¢
sing,. Le (3) si scrivono

£=Du (4)
in cui la matrice di congruenza D ha dimensioni dxn.

Fig. 4 Spostamenti dei nodi di estremita di un’asta
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—

_siderino ora i vincoli esterni. Con riferimento ad una biella / collegata al nodo i
: 5), la relazione di vincolo ¢

u, e, =3, (h=1.2,....m) )

VY L‘:'o

u,cosfB, +v;sinf, =s, (h=1.2,...m) (6)

e e, & 1l versore della biella /4 entrante nel nodo, di componenti cosf, e sinf.

Fie. 5 Vincolo esterno

+ Osservazione 5. 11 versore e, relativo alla biella, puo essere assunto sempre en-
trante nel nodo. Il versore e, relativo all’asta, orientato dal nodo i al nodo j (ad
esempio con i<j, in accordo all’Osservazione 5.3) € entrante in j, ma uscente da i.

e (6) si scrivono:
Au=s (7

in cui la matrice dei vincoli A ha dimensioni mxn. Le (4) e (7), insieme, costituiscono
laformulazione (estesa) del problema cinematico

o1
u= (8
D &

Condizione necessaria perché il problema (8) sia determinato ¢ che la matrice dei co-
efficienti sia quadrata, cioé che sia

m+d=2n, 9

Per ottenere la forma lagrangiana del problema cinematico si pud procedere come de-
scritto nel Par. 7.2.1. Tuttavia, si perviene pid facilmente allo stesso risultato se si
procede come segue. Si consideri prima il caso in cui la biella A & orientata secondo
uno dei due versori della base; sia ad esempio £,=0. La condizione di vincolo (6) si
scrive dunque semplicemente u=s;, che puo essere sostituita direttamente nelle equa-
zioni di congruenza (3), eliminando cosi la variabile u,. Se tutte le condizioni di vin-
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colo sono di auesto tipo le equazioni (4), cosi modificate, si scrivono:
dove q elenca le componenti di spostamento dei nodi non vincolati ed & le deformg,
zioni dovute ai cedimenti vincolari. Nel caso generale in cui £#(0, 772) ¢ opportyy,
scegliere per i nodi vincolati una base locale intrinseca alla biella e..€, Sucy
proiettare le componenti di spostamento di u; (Fig. 5), in modo da esprimere la congj.
zione di vincolo ancora nella forma u, =s.. L’esercizio che segue esemplifica
procedimento.

Esercizio 1: Con riferimento al sistema in Fig. (a), si scrivano le equazioni di congruenza.

@ V4I V3I
4, 3 y Lo Lo
Us Uy
@ ® I
i u
le ¥2
as v o> /
Vi @ 2 iﬁﬂ . uy \
N u’z
I | \
\;,\7 - A
(2) (b)

Si ha n =4, per cui il sistema, privato dei vincoli, ha n=8 g.d./. Si hanno poi d=5 aste e m=3
vincoli, per cui la (9) ¢ soddisfatta. Si pud riconoscere (si veda poi I'Osservazione 6) che il
sistema ¢ cinematicamente determinato. Si scelgono gli spostamenti generalizzati di Fig, (b),
utilizzando per il solo nodo 2 una base locale, intrinseca al vincolo. Le equazioni di congrucnia
si scrivono:

& :(u"2 +uh)~—_u1’ 625V, __( n xz)?
(a)
V2
E=uU U, E,=V, -V, & =(u3 +v})—-——(u1 +Vl)—‘—‘2
Le condizioni di vincolo sono:
=0, v,=0, u, =-s (b)
per cui le condizioni di congruenza diventano:
V2 2 22
& =~ > s+ > U, , & :"73_7’6‘1 + v,
{c)
_ V2 2
E =y ~U, &=V, & =—2 u, +—2 v,

Esse sono del tipo (10), dove g={ Uy, Uy, Vi, Uy, Y, }T ed g={- \/Es/2 e \/Es/2 ,0,0,0 }T.
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—

gsercizio 2: Si determini la configurazione variata del sistema reticolare dell’Esercizio 1 quan-
., le aste 1 ¢ 5 sono soggette a variazione termica uniforme +AT.

netto « il coefficiente di dilatazione termica del materiale di cui sono costituite le aste,
~llungamento delle stesse é:

£ =alAT, & =alJ2AT
gisolvendo le () con &, =&, &, =&, =&, =0, & =& sitrova

u, =olN24T, u, =clAT, v, =alAT, u, =aAT, v, =0

»2

' 5 configurazione variata ¢ illustrata in figura.
~3'

1

2 L

o Osservazione 6. E facile dimostrare che un sistema reticolare a maglie triangolari
¢ cinematicamente determinato per vincoli interni. Con riferimento al sistema
dell’Esercizio 1, fissata la posizione dei nodi 1 e 2 collegati dall’asta (1,2), la posi-
zione del nodo 3 é determinata dalla lunghezza delle aste (1,3) e (2,3) che chiudo-
no la prima maglia. Quindi, assegnata la lunghezza delle aste (3,4) ed (1,4) della
seconda maglia, ¢ univocamente determinata la posizione del nodo 4; analoga-
mente per eventuali altre maglie. La configurazione del sistema ¢ dunque unica.
Alla struttura, comunque, restano tre g.d./., corrispondenti alle posizioni inizial-
mente assunte per i nodi 1 e 2 (quattro coordinate che devono pero soddisfare la
condizione che la mutua distanza sia pari alla lunghezza dell’asta (1,2)). I tre g.d /.
corrispondono agli spostamenti rigidi del sistema (due traslazioni ed una rotazio-
ne), che possono essere soppressi con opportuni vincoli esterni, come ad esempio
fatto per la struttura dell’Esercizio 1. Alternativamente, riguardando il sistema co-
me costituito da aste rigide incernierate, si riconosce nel sistema un anello a tre
cerniere (la prima maglia) ed un arco a tre cerniere, disposto in serie. Si conclude
che il sistema & cinematicamente determinato per vincoli interni.

2.3 1l problema statico

Sul sistema reticolare agiscano le forze attive F, = X,i+ Y j, applicate ai nodi. Il
vettore delle forze (generalizzate) nx1 ¢ quindi

f={x, 5. x%. X1} (11
Lo stato di tensione nelle aste ¢ rappresentato dal vettore dx
o= {0'1 s SR O’d}T 12)
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che elenca gli sforzi normali o, nelle aste. Lo stato reattivo & descritto dal vettore
T
r={R .. R, .. R,} (13)

che elenca le reazioni vincolari R, degli m vincoli semplici.

Le condizioni di equilibrio sono espresse dalle equazioni cardinali della statica scrifg
per i corpi puntiformi. Poiché le forze sono tutte applicate nel medesimo punto, J
equazioni di equilibrio alla rotazione sono identicamente soddisfatte. Quelle di equili.
brio alla traslazione si scrivono, con riferimento al nodo / (Fig. 6a):

Yo, +Y Re, +F =0 (i=1,2,...n) (14)
e h

dove la sommatoria di indice e ¢ estesa a tutte le aste concorrenti nel nodo i e la s m-
matoria di indice 4 & estesa agli eventuali vincoli applicati in i. Nella (14) deve assy.
mersi il segno negativo quando e, ¢ entrante nel nodo ed il segno positivo quando ¢
uscente (si veda la Fig. 6a dove sono rappresentati entrambi i casi); e, & assunto sem-
pre entrante.

F, F;
1 Oe
e
N A, Oj
;\e}/ ¢ R ;o !
y A \‘_\ \al
P " « /e =e
> RN Xy h
1 ehy
(@) (b)

Fig. 6 (a) Equilibrio di un nodo non orientato; (b) componenti delle forze nodali nelle basi
globale e intrinseca al vincolo

Proiettando le (14) nella base (i, j) (Fig. 6b) si ha:
¥y o,cosa, +Y R, cosf, +X, =0
e h

wh

- . (i:1,2,...,nc) (1
¥Y osina, + Y Rysing, +Y =0
e h

Le (15) costituiscono la formulazione (estesa) del problema statico

[B E]{;r} =f (16)

Condizione necessaria perché il problema (16) sia determinato & che valga la (9).

Per ottenere la forma lagrangiana del problema statico si pud procedere come de-
scritto nel Par. 7.3.1. Tuttavia, nel problema in esame, & pid semplice operare come
segue. Si consideri prima il caso in cui la biella % & orientata secondo uno dei due ver-
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sori della base; sia ad esempio f3,=0. R, compare dunque solo nell’equazione (15),
non nella (15,); é sufficiente allora scartare la (15,). Se tutte le reazioni sono di que-
sto tipo le equazioni (15), cosi modificate, si scrivono

Eo=p a7

dove p elenca le forze attive agenti nelle direzioni non vincolate. Nel caso generale in
cui Bw#(0, m2), € opportuno scegliere per i nodi vincolati la base locale e_,e in-
trinseca alla biella su cui proiettare le equazioni di equilibrio (14) (Fig. 6b), in modo
da individuare immediatamente 1’equazione che contiene la reazione R,. L’esercizio

che segue esemplifica il procedimento.

Esercizio 3: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si determini lo stato di tenso-reazione.

‘ \F
4 €) 3 , o3 o3
o4 o5 / l o

@ \ ®
~ . 450 0.4 eyz
S O3 [0z}
j \\ X, A Rl i / I 2 /
/ RZ . ¢ x3

@ (b)

1l sistema ¢ il medesimo dell’Esercizio 1. Assunte le tensioni e le reazioni positive come in
Fig. (b), per ciascun nodo si scrivono due equazioni di equilibrio. Per i nodi 1, 3 e 4, proiettan-
do le forze secondo I’orizzontale e la verticale si ha:

2 2
nodol: o, +70'5+R, =0, 0'4+-§—0'5+R2=0

2 2

nodo 3: —0'3—£0'5=0, -0'2—£0'5=0 (a)
2 2
2 2

nodo 4: 0'3+7F=0, —og—iziF:O

Per il nodo 2 & conveniente proiettare le forze nel riferimento intrinseco:

—ggo,—ﬁa ——\/2—50',+i2’2—0'2=0 (b)

Le equazioni lagrangiane di equilibrio sono quelle che non contengono le reazioni vincolari: le
(a3)+(ae) € la (b,). Risolvendole si ha:

V2 V2 V2 V2

0'12"‘71:’ O’z:"‘?F’ 032“71:’ 0'4:“_2“]:3 o5 =F (c)

, — Ry =0,
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Sostituendo le tensioni, ormai note, nelle tre equazioni prima scartate si ottengono le reaziop;
vincolari:

R =0, R, =0, R =F (d)

Le aste 1+4 sono compresse, I’asta 5 ¢ tesa; la soluzione ¢ simmetrica rispetto all’asse di appli-
cazione della forza.

¢ Osservazione 7. Confrontando le soluzioni degli Esercizi 1 e 3, si rileva il soddi-
sfacimento delle proprieta di dualitd. Si noti che i riferimenti intrinseci al vincolg
applicato al nodo 2 sono stati scelti equiversi.

2.4 Metodi strategici di soluzione del problema statico

Spesso le equazioni di equilibrio di un sistema reticolare hanno una matrice dei coef-
ficienti triangolare a blocchi di dimensione 2x2. E allora possibile risolvere le prime
due equazioni in due incognite, sostituire la soluzione in una seconda coppia di equa-
zioni e ricavare altre due incognite, e cosi via. 11 procedimento ¢ analogo a quello vi-
sto nel Par. 2.4, e si colloca quindi nella classe dei metodi strategici di soluzione. A
differenza dei sistemi generici, perd, non ¢ possibile scrivere delle equazioni in cu
compaia una sola nuova incognita ma occorre scrivere coppie di equazioni.

Esercizio 4: Indicare una strategia di soluzione per il sistema dell’Esercizio 3.
Si applica la seguente strategia:

YF=0 = (0,,0,) 2F=0 = (0,,0))
4 3

YF=0 = (o,,R), SF=0 = (R.R)
2 i

¢ Osservazione 8. Come I’Esercizio 4 ha messo in evidenza, affinché si possa appli-
care il metodo strategico ad una struttura reticolare, deve essere presente un nodo
in cui concorrono due sole aste (ad esempio il nodo 4 nell’Esercizio 3).

Il metodo strategico ¢ anche suscettibile di una interpretazione grafica, basata sul
tracciamento del poligono delle forze agenti sui nodi. Il metodo si sviluppa come se-
gue:

I.  Si individua (se esiste) un nodo in cui concorrono due sole aste; si traccia il
triangolo delle forze e si determinano i due sforzi normali.

II.  Sullo schema della struttura si riportano le forze interne agenti sul nodo, nonché
quelle, uguali ed opposte, agenti sui nodi opposti delle due aste.

III. Si cerca un nodo, adiacente al primo, in cui concorrono fre aste (oppure due aste
ed una reazione vincolare) di cui pero sia noto uno sforzo, in quanto gia determi-
nato. Si traccia il poligono delle forze e si determinano le due nuove incognite. 51
ritorna quindi al passo Il

I procedimento ¢ del tutto equivalente a quello analitico prima illustrato. L’esercizio

che segue lo esemplifica.

Ppar. 8.2 - Strutture reticolari elastiche 271

Esercizio 5: Si determini, con il metodo grafico, lo stato tenso-reattivo agente nel sistema reti-
colare in Fig. (a).

O35
| F& o N O34 /// O3
/ Oi3 O24 013
1 (b) (c) (d)
l F O34 O35
1 SN T34
I ! NS RN 5 Yy
X, Xy
(a) (e) ®
X4
AN TN RN RN
\ ‘\\ \\ N :\1\ I ) | ~ N \\ y \\\
N S : e S «— —3 S A—/B—>J’<— &4‘ k
y ! ‘ (I !
(® (h) @) B )

Si impone dapprima I’equilibrio del nodo 1, in cui concorrono le sole aste (1;2) ed (1,3)
(passo I). Per ottenere il poligono delle forze agenti sul nodo 1 si procede come illustrato in
Fig. (b): dagli estremi del vettore che rappresenta F si riportano le rette parallele alle aste (1,2)
ed (1,3). Ottenuto il triangolo, si determina il verso di o, € oy; in modo tale che la somma
vettoriale delle tre forze sia zero (le tre frecce individuano un unico verso di percorrenza);
quindi si riportano queste frecce con il loro verso in Fig. (g) (passo II), insieme alle forze,
uguali ed opposte, agenti sui nodi opposti. Attribuendo segno positivo agli sforzi di trazione
(forze uscenti dal nodo) si ha:

op=-F, o,= J2F
Si procede quindi (passo II) ad equilibrare il nodo 2, dove o, ¢ ormai nota. Dal triangolo delle
forze in Fig. (c) si ha:
oy =—F, oy =F
Si aggiungono quindi le tensioni trovate, nonché quelle uguali ed opposte, alle tensioni prece-
dentemente determinate in Fig. (g); si ottiene la situazione illustrata in Fig. (h).
Nel nodo 3 ora si hanno due forze note, oy; e o33, e due incognite, 035 € 035. La somma vetto-

riale delle prime due ¢ indicata in Fig. (d) con una freccia tratteggiata; costruendo il triangolo,
st determinano le tensioni 034 € o35 in modulo e verso. Si trova:

034 =ﬁF, 0’35 =—2F

Le tensioni sino ad ora note sono indicate in Fig. (i). Dall’equilibrio del nodo 4=4 si ricavano
o5 ed X, (Fig. e):
os=—F, X,=-2F
rappresentate in Fig. (I). Infine, dall’equilibrio del nodo B (Fig. f) si ha:
Xp=2F, Yy=F
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e Osservazione 9. Puo accadere che gli unici nodi in cui concorrono due aste sjgy,
sollecitati non da forze attive, bensi da reazioni vincolari. Anche in questo cagg ;
possibile applicare un metodo strategico (analitico o grafico) se si determingy,
preliminarmente una (o pil) reazioni vincolari, imponendo [’equilibrio dell’ingey,
struttura, trattando cioé il sistema come un unico (o piu) corpi rigidi. Le equazigy
cardinali della statica che si utilizzano sono infatti combinazioni lineari di quelje
linearmente indipendenti, che assicurano 1’equilibrio dei singoli nodi.

Esercizio 6: Si applichi ’Osservazione 9 ai sistemi in Fig. (a) e Fig. (b).

VAN

()

N

B

(a) Dall’equilibrio alla rotazione dell’intero sistema rispetto al punto 4 siricava Yy
—Pl-2Pl+3Y,l=0 = Y,=P

Poiché in B concorrono solo due aste, essendo ormai nota Yy, si pud procedere come nzgl
‘Esercizid e 5.

(b) La struttura ¢ schematizzata come un arco a tre cerniere reticolare, se si riguardano le sot-
tostrutture 4C e BC come corpi rigidi. Determinate le reazioni in 4, B e C (o almeno alcune di
esse), dove concorrono due sole aste per ciascun corpo, si pud applicare il metodo strategico di
equilibrio dei nodi.

2.5 1l problema elastico

Con riferimento alla Fig. 3, assegnate le forze F; applicate ai nodi, i cedimenti vinco-

lari s,, e le deformazioni anelastiche &, , si vogliono determinare gli spostamenti gene-

ralizzati w; le deformazioni &, le tensioni g, e le reazioni vincolari Ry, Il problema ¢

governato da:

(a) d equazioni di congruenza (3) ed m relazioni di vincolo (6), che costituiscono la
forma estesa (8) del problema cinematico;

(b) n=2n. equazioni di equilibrio (15), che costituiscono la forma estesa (16) del
problema statico;

il
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(¢) dequazioni di legame del tipo:
o, :ce(ge—ée) (e =12...,d) (18)

dove ¢, ¢ la rigidezza assiale dell’asta e-esima (c,), = (EA/), (si veda il
Par. 4.6.4). Le (18) esprimono il legame elastico nella forma non omogenea
(4.43), c=C(e-¢).
Ccomplessivamente si hanno 2d+n+m equazioni in altrettante incognite. Se i problemi
cinematico e statico sono formulati nella forma lagrangiana, cosi come illustrato nei
par. 2.2 € 2.3, si puo allora risolvere un problema ridotto (2d+n—m)x(2d+n-m) in cui
sono stati eliminati m spostamenti ed m reazioni vincolari; queste ultime possono es-
sere determinate successivamente.
Applicando i principi generali e le metodologie gia descritte nei Cap. 6 e 7, nel se-
guito si presentano alcune applicazioni, sia del metodo degli spostamenti che delle
forze, limitatamente all’approccio diretto.

Esercizio 7: Applicando il metodo degli spostamenti, si risolva il problema elastico relativo al
sistema reticolare in figura.

(EA).=cost

Il sistema ¢ gia stato studiato nell’Esercizio | (problema cinematico) e nell’Esercizio 3

(problema statico). Qui si riscrivono le equazioni di congruenza negli spostamenti lagrangiani
. 7.

q=1{ Uy, U Vi Uy, Yy I

V2 V2 V2 V2
£ =———St—u,, &=———S——Uu, +V,
2 2 2 2 ‘
(a)
& =Uy Uy, & =V = [2— u, + l@ v
3 3 4> 4 4 5 3 3 5 3
¢ le equazioni lagrangiane di equilibrio
V2 2 V2 V2 V2 V2
70'1 “70'2 :0, o3 +’2—O'5 :0, o, +70'5 :O, —~ Oy :—2—F, ag, :~—2—F (b)
11 problema elastico ¢ completato dalle equazioni di legame. Posto c=EA/l, ¢
2
¢, =c (e=1..4), cszgc (c)




274  Cap. 8 - Sistemi piani di travi elastiche

per cui si ha:

V2

G G A L BRI G Gl (d)

Sostituendo le (a) nelle (d) si ottengono le tensioni in termini dei parametri lagrangiani
o, = _‘/_2/_c(uy2 - s), o, = {gc(— u, + ﬁv3 = s),
1
o =c(uy ), o,=cv,, o =§c(u3 +v,)

che sostituite nelle (b) forniscono

2 2

cu, ——2—cv3=0, (l+—;—}cu3 +{2—cv3 - cu, =0,

——cuy ———cs=0, (f)
2 4

V2 +[1 _@] V2, 2
2C'lly2 +4 CV3+

V2 V2

C(u4—u3):—2—F, cv4:——2—F

Risolvendo le (f) si determina la configurazione equilibrata:

[ 3\5)17 V2 F

= 2 et S = e o
Ty ) 2 ¢ g

, U =(2+\/5)€, v, :—\/Eg,

Sostituendo le (g) nelle (e) si ottiene lo stato di tensione:

22 2 3
o =-5F oy=-"rF oy=-7F o,=-

5 b A F, o.=F

2

l\)’&

Si noti che, essendo il sistema isostatico, lo stato di tensione non dipende dal cedimento s. Per
trovare le reazioni vincolari occorre far uso delle due equazioni di equilibrio del nodo 1 ¢
dell’equazione di equilibrio del nodo 2 relativa alla direzione vincolata. Esse sono (Eq. a, a,, &
by dell’Esercizio 3):

2 2 J2 o
O'l+-—2‘~0'5+Rl=0, O'4+“§‘O'5+R2:0, “‘2—0'1~_2—O'2‘R3:0, \1)
Sostituendo alle tensioni i valori trovati e risolvendo si trova:
R =0, R,=0, R, =F ()

Tensioni (h) e reazioni (1) coincidono con quelle trovate nell’Esercizio 3 in base a sole condi-
zioni di equilibrio.
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gsercizio 8: Applicando il metodo delle forze, si risolva il problema elastico in Fig. (a). Si de-
mmini poi I’abbassamento v, del punto C.

(a) (b)

\L B
stato 0 (©) stato 1

1 sistema & una volta iperstatico (r=1). Se infatti si disconnette una delle due diagonali (asta 4
oppure 5) si riduce ad un sistema a maglie triangolari appoggiato al suolo. Si sceglie come si-
stema principale quello indicato in Fig. (b). Considerando separatamente gli effetti della forza
F e dell’incognita iperstatica y; si ottengono gli stati di tenso-reazione illustrati in Fig. (c}. In
particolare lo stato 0 & quello gia determinato nell’Esercizio 5, in quanto I’ asta disconnessa non
trasmette forze ai nodi. Raccogliendo tensioni e reazioni in vettori o= {o}, r={Xp X, Y} si
ha:

stato O: ,
n=F-2 2 1
7
V22 2 J2
o' ={-—— —-——/— ~-— 1 1 ——/ 0 0
o 2 2 2 2
stato 1

;
-{0 0 o
1l generico stato di tenso-reazione si ottiene sovrapponendo gli effetti:
o=0,+0(, r=r+xyn

L’equazione di compatibilita cinematica impone che lo spostamento relativo nella sconnessione
sia nullo; essa si scrive (si veda I’'Eq. 7.71)

Xy +The + 7, +73, =0
dove:

T 1 2 iz ’
n, = GI' C [oh —Zo—el) /Ce, e = O-I C Oy = Zaelaeo/ce’
e e

T = Tx_ iz
Me=-T'$=Yys, 1,=0]¢&=04¢
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In par[icolare s rappresenta il lavoro virtuale, cambiato di segno, compiuto dalle reazio
colarl' agenti nello stato 1 nei cedimenti vincolari, ed 7, il lavoro virtuale delle tensioni virty

agenti nello stato 1 nelle deformazioni assegnate. I calcoli dei coefficienti sono organj .ah
nella tabella che segue. T

il Vil

Asta . o o 6,400 /<. oiife, |
1 c 28 | _pp B e yeo |
2 ¢ -F -2/ ~2/2)Ffe 1/(2¢) I
3 ¢ F -2/2 -(2)2)FJe 1/(2¢) :
4 (~2/2)c J2F ! 2Ffc V2/e |
5 2 /2)e 0 1 0 V2 /e
6 ¢ -F -2/2 (~2/2)F/c 1/(2¢)

7 2/ | V2F 0 0 0
8 ¢ -F 0 0 0
_F(4+32) 2(1++2)
10 2¢ L

Inolire, essendo ¥, =0 e o}, =1, si ha:

m, =0, 7 =aJ2AT

avendo tenuto conto che 2, = aATIV2 . Sosti i i i ibilita ci
: ; 2 . Sostituendo nell’equazione di compa : lica
e risolvendo si trova: 1 pariotlia cinemaig

7= ) H:ﬂ > JF+ca1\/§AT}

Sovrapponendo gli stati 0 ed 1 si ha;

L N I I
o, = 2 +\6A)[“§(5+6\/5)F+ca/AT} o, :m[‘5(1+2\/§)p+“diﬁ}
S St g 1 [1
o, e \/5)[ (7+6\/2)F+ca/AT], o, = m{i(éh»ﬁ)F—cal\/—Z—z;T}
1

2
S S 1 I :
s 2(1+\/§)[2(4+3\/§)F+ca1\/—2~AT:}, o, :m[—g(l +2\/2)F+calAT}

67:\/§F, o, = -F
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_ calcolare I’abbassamento di C & conveniente applicare la FGSD (si veda il Par. 7.4.5). Que-
_ richiede la determinazione di uno degli stati virtuali di tensione o equilibrati con una forza
- siensitd unitaria applicata in C, diretta verso il basso. Si pud ad esempio scegliere lo stato in

. g, =0, cio¢ lo stato (unico) che si verifica nel sistema principale adottato nella risoluzione
'_fprbblema iperstatico. In questo caso particolare ¢, stante la linearita:

o 1
o :FO'O, r :Fr0

. FGSD si scrive

lv.=c"e=r"s

[y cul:

. O _
Ve :Zae[—ﬂhﬂ;) +Ys

e c,
| o, -
:F >0, : +E, 1+ Y8

L _4T¥36V2 F 1+2V2
( 4(1+\5) ¢ 2(1+42)

viluppando si ottiene:

AT + s

« Osservazione 10. 1. Esercizio 8 ha sottolineato che, se il sistema ¢ sollecitato da
un’unica forza attiva e si vuole calcolare la componente dello spostamento del
punto di applicazione della forza nella direzione della forza stessa, allora un possi-
bile stato (virtuale) di tenso-reazione (o, r'), da utilizzarsi nella FGSD, ¢ uguale
allo stato (reale) di tensione (op, ro) diviso per I’intensita deila forza.

o Osservazione 11. L Esercizio 7 ha mostrato che cedimenti di vincoli esterni in
sistemi iperstatici per soli vincoli interni non inducono stati di coazione. Essi han-
no effetto solo sugli spostamenti del sistema.

3. Telai elastici

3.1 Ilsistema

Si consideri un telaio piano costituito da n,. travi elastiche incastrate ad n, nodi
(Fig. 7). Per quanto visto nel Par. 1, il sistema puo essere considerato costituito da #»,
organi elastici, ciascuno di molteplicita d,=3, per complessivi d=3n, organi semplici.
Siano poi presenti nel sistema m vincoli esterni semplici che limitano traslazioni e/o
rotazioni dei nodi. 11 sistema sia sottoposto a forze e coppie applicate esclusivamente
ai nodi, a deformazioni imposte (estensionali, a taglio e curvature), nonché a cedi-
menti vincolari. Si vogliono formulare i problemi cinematico, statico ed elastico.
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Sthh

i AL_} &
2D~ Yz A

T

A

Fig. 7 Telaio piano: forze e spostamenti nodali; deformazioni e tensioni nelle travi; cedimentj
e reazioni dei vincoli esterni

3.2 1l problema cinematico

Si consideri dapprima il sistema non vincolato al suolo. La generica configurazione
variata ¢ descritta dal vettore degli spostamenti (generalizzati) 3n.x 1

u= :u, viQo.ouv, 6. u v, an}r (19)

dove u;, v, e 6 sono le componentrdello spostamento del nodo 7 nella base (i, j); il
sistema ha percio n=3n, g.d.l.. Lo stato di deformazione ¢ descritto dal vettore dx1

£= {51 Vi Ky oo E Ve Ky o &y Y K'ne}T (20)

che elenca le deformazioni &, . e x. delle travi. Deformazioni e spostamenti sono
legati da equazioni di congruenza che esprimono le componenti &, ¥, ¢ x, della trave
e-esima in funzione degli spostamenti dei nodi / e cui la trave ¢ collegata (Fig. 8a).

v,

: @) (b) ©
Fig. 8 Spostamenti dei nodi di estremita di una trave: (a) base globale e locale; (b) compo-
nenti locali; (¢) componenti globali

Ricordando le equazioni 4.12 si ha:

., e L€ e e — ¢ _pe
E,=u, ~u, y,=v,-v,-6l, k,=6/-6
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€ 4

dove u, v/, sono le componenti dello spostamento del nodo 7 nella base locale
(e, .€ y,) (Fig. 8b). Queste sono legate alle analoghe componenti u;, v, 6, nella base
globale (i, j) (Fig. 8c) dalle seguenti relazioni:

u; =u, cosa, +vsina,, v/ =-usina, +v,cosa,, 6 =6, (22)
per cui le equazioni di congruenza (21) si scrivono:
g =(u;cosa, +v, sina,) - (4 cosa, +v,sina,)

7. = (u;sinq, +v, cosa,) —(~usina, +v, cosa,) - 61,

Ke:HJ—Hi

(e=12....n) (23)

Si considerino ora i vincoli esterni. Se questi sono costituiti da bielle, possono appli-
carsi al telai le stesse considerazioni fatte per i sistemi reticolari (cfr. Par. 2.2), intro-
ducendo basi intrinseche alle bielle. Se invece sono costituiti da bipendoli le condi-
zioni di vincolo sono del tipo 8=¢,, e quindi immediatamente sostituibili nelle equa-
zioni di congruenza. Si oftiene cosi la forma lagrangiana (10) delle equazioni di con-
gruenza.

Esercizio 9: Si scrivano le equazioni di congruenza del telaio in Fig. (a).

V2 V3
ol L.
2 3 U

§l D 2 @ /x; 1

®
kY Ky 5
ey ——— —>
4 4
! . . Xs
@ (b) € g

II'sistema ¢ costituito da n.=5 nodi ed n=4 travi. Quindi il numero dei g.d./. ¢ n=3x5=15¢ la
molteplicita elastica ¢ d=3x4=12. I vincoli esterni hanno molteplicita globale m=9; il sistema &
cinematicamente impossibile di grado r=d+m-n=6. Poiché il nodo 1 & incastrato ed i cedimenti
sono nulli si assume subito #,=v,=6,=0. Il nodo 4 pure & incastrato, ma ¢ soggetto ad un cedi-
mento vincolare orizzontale uy=s; le altre due componenti di spostamento sono invece nulle:
v4=6=0. Gli spostamenti del nodo 2 sono liberi e sono quindi parametri lagrangiani. Analoga-
mente sono libere le traslazioni del nodo 3, ma non la rotazione, che ¢ impedita dal bipendolo,
8=0. Infine il nodo 5 pud solo traslare in una direzione; introdotta una base (e,,.e, ) intrinse-
caal vincolo (Fig. b) & u,_ =6, =0. 1l vettore dei parametri lagrangiani ha n—m=6 componenti,
indicate in Fig. (b):

T
qs{u2 v, 8, u; vy u),s}
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Le equazioni di congruenza sono in numero di m=9. Quelle relative alle travi 1,23,

Paralgl,
agli assi globali, non offrono difficolta: -

E =y, Y=V, K =6,
E=U ~Uy, Y=V =V, -0, Kk, =-0,
E=Vy, yy=Ss-u, =00, Kk, =-0,

avendo orientato e dal nodo 2 al nodo 4, in accordo alla convenzione introdotta. Per quan,

riguarda invece I'asta 4, occorre proiettare gli spostamenti di estremita nella base locale: «; ha o
&y =———u; +v,}, =-U, - ——tu + v}, kK, =0 ~
4 5 ( 3 3) 7a ¥s ) ( 3 3) 4 hz

3.3 Variazioni termiche

Un particolare (ma comune) tipo di deformazione anelastica & costituito dalle disgy. e
sioni termiche. Si ¢ gia visto nell’Esercizio 2 che variazioni termiche uniformi A7 i hy, T
ducono allungamenti 2 (b)

@

7 angolare
9 (a) Gradiente termico sulla sezione della trave; (b) curvatura e scorrimento ang

& =alAT (24) .
: R . : . Fig.
con « coefficiente di dilatazione termico ed / lunghezza dell’asta. E possibile mostrare
che un gradiente termico uniforme @, cioé una variazione di temperatura uniforme

lungo P’asse della trave, ma lineare in direzione normale, induce una curvatura fles.

io in Fi jazi ica indicata in
Esercizio 10: Assegnata alla trave AC del telaio in Fig. (a) la variazione termica in
Fig. (b) si determini la configurazione variata del sistema.

sionale ~ AT,
K =al® (25) =1 = C=2
ed uno scorrimento angolare | o = ® AT,
- — T )
7l (26) afa ~
2 hy
Per dimostrare le (25) e (26) si consideri la variazione termica di Fig. 9a, agente sulla @ ! @ )
sezione della trave considerata come oggetto tridimensionale, avente valore nullo in 1 I
corrispondenza del baricentro G. Poiché il gradiente ¢ uniforme, la trave inizialmente i 1) :
rettilinea si dispone secondo un arco di circonferenza di raggio (incognito) » (Fig. 9b, B=3 AT,
dove x >0). Le fibre longitudinali sottoposte a variazione A7>0 si allungano, mentre Wi/)/\/
quelle sottoposte a AT<0 si accorciano; la fibra baricentrica resta di lunghezza inva- B (b)
riata. In particolare, dalla Fig. 9a,b si trae: \l . x @) d radiente @<0, ri-
P . g . n bl
h=x (" —h ), L=x (r + hz)a l; =1=xKr 27) La variazione termica equivale ad una variazione uniforme AT;>0 ¢ ad un g
. qui ndi spettivamente pari a AT, - AT
« L=l-Kh, L=I+%h (28) AT, = AT, + Oh, @=7j;7;
Poiché & anche i aelastiche
= 1(1 = a@hx) Iy = 1(1 + a@hz) (29) a cui corrispondono le deformazioni anelastic

dal confronto delle (28) e (29) si ricava la (25). Riguardo Pespressione dello scorri-
mento angolare y ¢ sufficiente ricordare il suo significato geometrico (cfr. Par. 4.6.4)
perché daila Fig. 9b si risalga all’Eq. (26).

-1 —
& =alAl;, 7, =~2~(112@, K, =a®

T
iin Fi ={0; ) Uz, . Le equa-
| parametri lagrangiani del sistema, indicati in Fig. (¢}, sono q={0; 1z, V2, B, U3 &}
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zioni di congruenza si scrivono:

&=Uy, ¥, =v,-0! K =6,-6

E=Vy, yy=uy~u, -0, k,=6,-6,

I sistema ¢ quindi cinematicamente determinato. Imposto &, = Z,,7, = YLK =K, =0
v, =0, x, =0 erisolvendo si trova:

1_ _ I_ S
912_5’(1’ U =&, v, =0, 6,=~x u; =& + -kl

9P 2 0 =

K,

i
2

La configurazione variata ¢ illustrata in fig. (d).

6 6 1
b 4.
1 2
&
V ; g B

3.4 1l problema statico

Sul telaio agiscano forze attive F, = X i + Y j e coppie M, applicate ai nodi. Il vettore
delle forze generalizzate nx1 & quindi:

f={X, 5 M .. X ¥ M. X7, M, | (30)
Lo stato di tensione nelle travi é rappresentato dal vettore dx1
.
O':{o-1 LMy O, T, [, .. O, T, ,u"e} 31

che elenca gli sforzi normali o,, gli sforzi di taglio 7, e i momenti flettenti 1, agenti
nelle travi (Fig. 10a). Lo stato reattivo & descritto dal vettore

r={R .R, ..R,} (32)

che elenca le reazioni vincolari R, degli m vincoli semplici.

|
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Le condizioni di equilibrio sono espresse dalle equazioni cardinali della statica, alla
traslazione e alla rotazione, scritte per i corpi puntiformi. Con riferimento al nodo i
(Fig. 10b) le equazioni di equilibrio alla traslazione si scrivono:

iZ(O’eexe + Teeyg ) + ZRheh + F,’ =0 (i:]sza“-:nC) (33)
4 h

dove la sommatoria di indice e € estesa a tutte le travi concorrenti in i e la sommatoria
di indice A ¢ estesa agli eventuali vincoli di biella applicati in i, esplicanti reazioni R,
Nella (33) deve assumersi il segno negativo quando e, ¢ entrante nel nodo ed il se-
gno positivo quando € uscente (si veda la Fig. 10b, dove sono rappresentati entrambi i
casi); e, € assunto sempre entrante.

Te T,
He o At Tl 1
% z /—;
4
g,
o,
Ry, o]
/
/ ‘a,

(b)

Fig. 10 (a) Tensioni in una trave; (b) equilibrio di un nodo orientato

Proiettando le (33) nella base (i, j) si ha:

FY (0, cosa, —z,sina, )+ R, cosf, + X, =0
e h

(34)
T3 (o.sinq, + 7, co8a,) + 3 Rysing, +1, =0
e h
Le equazioni di equilibrio alla rotazione sono:
N (e, entrante)
S M+ M, + =0 (i=12,...,n,) (35)

h Z(,ue + rele)

e

(e, uscente)

dove M, sono le coppie esplicate da eventuali bipendoli applicati in i e le tensioni
applicate ai nodi assumono una diversa espressione secondo che il versore e, sia
entrante o uscente dal nodo (Fig. 10b). Le (33) e (34) costituiscono la formulazione
(estesa) (16) del problema statico. Per ottenere la forma lagrangiana (17) si applicano
le medesime considerazioni fatte per i sistemi reticolari (Par. 2.3).
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Esercizio 11: Si scrivano le condizioni di equilibrio relative al telaio in Fig. (a).

M
© 2 @ ,/7DE3

N

A=1

(@)

mtnl n ot ol :

T 15 oy

0-3} Z§N,u4+ 141\/5
7y
3

&) @
Ha

1 § “
N
O3

? (b)

Lo stato di tensione ¢ rappresentato in Fig. (b) in accordo alle convenzioni introdotte (assi e

diretti da i a j, con i<j). Applicando ai nodi le tensioni cambiate di segno e tenendo conto delie
forze attive M ed F e delle reazioni vincolari r={Xy, Y4, My; Xp, Y5, My, Ri-, M, M1)}7, si han-
no le forze rappresentate in Fig. (c). Per I’equilibrio dei nodi ¢ necessario imporre 3x5=15
equazioni nelle 3x4=12 tensioni e nove reazioni vincolari. Il sistema & quindi iperstatico 4
grado r=6. Si scrivono dapprima le equazioni lagrangiane di equilibrio. Poiché i nodi 1 e 4 so-
no incastrati, tutte le equazioni di equilibrio ad essi relative contengono reazioni vincolari, ¢
non sono percid equazioni lagrangiane. Sul nodo 3 agisce la coppia d’incastro M), cosicché le
equazioni di equilibrio alla traslazione non contengono reazioni. Analogamente, sul nodo 3
agiscono due reazioni vincolari, cosicché I’equazione di equilibrio alla traslazione nella dire-
zione normale ad R,- & un’equazione lagrangiana. Infine, poiché il nodo 2 & libero da vincoli, ie

tre equazioni di equilibrio sono equazioni lagrangiane. In definitiva /e equazioni lagrangiane di

equilibrio sono quelle associate agli spostamenti lagrangiani q illustrati nella Fig. (b,
dell’Esercizio 9. Esse si scrivono:

nodo2: o, -g,-1, =0, 7,~-1,+0, =0, Hy =y~ = — 1+ M =0;

V2 2 V2 2

nodo 3: 0'2——2——0'4—3—14:0, rz+704——2——r4:0; (a)
nodos F-r7,=0

e costituiscono un sistema di sei equazioni nelle dodici tensioni incognite. Esistono quindi oo
stati di tensione equilibrati. Le nove reazioni vincolari possono essere espresse in funzione
delle tensioni dalle seguenti, rimanenti, equazioni di equilibrio:
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nodol: X, +0,=0, Y, +17,=0, M, +u+1,0=0;
nodo3: s, — 4, +J—i/r4 + M, =0,

nodo4: X, -7, =0,

(®

Yy +0,=0, My -, =0;

nodos: o, + R. =0, —py+ M. =0;

14}

(5]
wtnl A/[/" Lot nl TN 7
Xy )‘ i § . (051 -
—> B o h ] ' 2 " Q’M*QI\E
;L > T l
> TYA 0 i /13+T31

(%3 (o2

H 7 Oy F
2'3(_ﬁ Xy ﬂ4§ /I\;
.y "~

7
YBT/A\/[ (c) ! R(.

B

3.5 Il problema elastico

Con riferimento alla Fig. 7, assegnate le forze F, e le coppie M, applicate ai nodi, i

cedimenti vincolari s;, e le deformazioni anelastiche ¢,, si vogliono determinare gli

spostamenti generalizzati v, e ¢, le deformazioni &, le tensioni o, e le reazioni vinco-

lari Ry. 1l problema ¢ governato da: .

(a) 3m.=d equazioni di congruenza (23) ed m relazioni di vincolo (6), che costitui-
scono la forma estesa (8) del problema cinematico;

(b) 3n=n equazioni di equilibrio (34), (35), che costituiscono la forma estesa (16)
del problema statico;

(¢) 3n.=d equazioni di legame del tipo (4.49):

o, C, 0 0 £, — &,
r,r=|0 ¢, —cl/2| iy, =7, (e=12,...,n,) (36)
I, 0 -¢lj2 ¢ K. K,
ovvero:
o, =C.s -¢&) (37)

incui (c,), =(EAD,, (c), = (12E]/l3)c, (¢;), =(4Ell), sono rispettiva-

mente le rigidezze assiale, a taglio e flessionale della trave e-esima.
Complessivamente si hanno 2d+n+m equazioni (formulazione estesa) in altrettante
incognite. Nel seguito si presentano delle applicazioni.
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Esercizio 12: Appliqando il metodo degli spostamenti si imposti il problema elastico relatiye o
telaio in figura. Il sistema ¢ costituito da travi di uguali caratteristiche elastiche; la trave 1 d
soggetta a deformazioni anelastiche. 3

M
L O~ @ ,
3 2 1l
A=l
@ Eak_sf [

= A
B=4 | — -

: l ; l

Il sistema & gia stato studiato nell’Esercizio 9 (problema cinematico) e nell’Esercizio 1
(problema statico). Qui 51Trlscrivono le equazioni di congruenza negli spostamenti lagrangian;
q:{ u23v2 ’02;u3’v3;uy5 } :

& =y, ¥ =V, K =6

& FUp —Uy, ¥, =V, —v, — 6, K, =0,

&=V 13=s—t =6l K, =-6, (a)
2 2

£, :—2“(— U, +V3), Ve=-u, ——2-—(1‘3 +V3), K, =0

e le equazioni lagrangiane di equilibrio

nodo2: o, -0, -1,=0, T, -1, +0;,=0, My =ty =Tl =y — 0]+ M =0;
V2 2
nodo3 o,~-—o, ———1,=0, 72+—\/2-5—0'4——\/§—2—r4=0; (b)

nodos F-r,=0

Il problema elastico & completato dalle equazioni di legame. Post =EA/l. c=12ENT
c=AEl/, si ha: q game. Posto c,=EA/l, c=12EI,

o, Pca 0 0 | g,

7,r=|0 c, -2 Ry, (e=12)

)10 =gl/2 ¢ ix.

o, c, 0 0 ] &—& o, \/Eca/2 0 0 £ “ :
=10 ¢  =¢l2Ky-¥h < b=| 0 V2¢, /4 —cl/a 7 |
i 0 -¢l2 ¢ JItRS A, 0 —-cl/4 \/ch/2 K,
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gostituendo le (a) nelle (c) si ottengono le tensioni in termini dei parametri lagrangiani:
1 1
0, =Calhy, T, =6V, —5102 72 =—§c,lv2 +c, 6,
1 1 1
o, = ca(u3 = uz), T, = —c,(v2 + —2—192 = v3>, = (5 ¢l - c,)@z = Ec,l(v3 = vz);
- 1 _
gszcu(vz—g), 73:—ci(u2—s+}/ +"2'1(92—/()>, (d)

| I, 1 _
= —2~c,l -c 02+5c‘l(u2—s+y)—cfx;

1 1 1
o, :Eca(v3 —u3), 7 :—Zc,(u3 +v, +\/§u_y5), My :gc,l(ﬁm +\/-2—v3 +2uy5)

Queste, sostituite nelle (b), permettono di esprimere le condizioni di equilibrio in termini di
spostamenti lagrangiani:

1 1
(2cu +c,)u2 Jr"z*c,lﬁ2 —c,u, —c,(s—f+5h?j =0

(ca +2c,)v2 —cvy,—c,£=0
I 1 1 L _
Ec,lu2 +3c,0, —Ec,lv3 —Ec,l(s—}/ +/K)+CJ,K +M=0
J2 J2 V22 I (e)
—c,u, + 1+T ca+—§'c, U + —TCL,+“8”C, v3+zcluy5=0

! 22 (2 V2 1
—c,v2—26,192+ -7 ¢, + g < u3+k4 ¢, +| 1+ et v3+4c,u“:0

i 1 J2
""" C ll3 + ZC’,V} + T U

46 1 ,K+F:O

Si ottiene cosi un sistema di sei equazioni in sei incognite. Risolvendole si determina la confi-
gurazione equilibrata. Sostituendo la soluzione nelle (d) si trova lo stato di tensione. Per deter-
minare le reazioni vincolari occorre mfine far uso delle (b) dell’Esercizio 11.

s Osservazione 12. Quando si opera con 1l metodo degli spostamenti risulta piu co-
modo scrivere le equazioni di equilibrio direttamente in termini di spostamento,
senza passare per le deformazioni e tensioni. Cio pud essere fatto calcolando una
volta per tutte le forze di estremita delle travi (forze interne t, m, cfr. Par. 4.3.1) in
funzione degli spostamenti, ed applicandole quindi ai nodi, cambiate di segno.
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Par. 9-

ne 12: (a) si risolva il problema elastico relativo al si-

Sostit ioni di o .
Siderl Uznd? lf:j e;]uazwpl c¥1 congruenza (21) nel legame costitutivo (36) e nop P gercizio 13: Applicando I'Osservazio
ando le deformazioni anelastiche, si ottengono le tensioni in terminj d - _.ma in Fig. (a), costituito da travi di uguali caratteristiche elastiche; (b) si studi I’andamento
stamenti: “1 Spes Ila soluzione al variare del rapporto di snellezza A=I/(1/A)".
o, =(Z4) (u; - ) gy
) ¢ A=1 =3 ‘
El EI (a) ® il
T, = 12(——5) ( 2= e) _ = e : :
’ AR R > (‘9f +9’L) (38) |
¢ e ; 7 C= #
EI , ) ;
rs N AN
Ricordando che (Par. 4.3.1 e Fig. 4.4): t! ! i 1}
1y m]l 2y m; 2y m; 3y m§
¢ _ e 7
t'x =0, tib =T, m :“(/Je + Tcle) tllx ’;t;x h’tzzx b»ti
-7
1“ = ¢ =1 e (39)
Jx ¢ i e m] - «IJU t3 3
& o 2y
si ott : : )
lene la seguente relazione forze interne-spostamenti nodali: (b) m,
I3 r EA B t3
L e EA 2x 2
/ 0 0 - 0 0 u,
7 o
I3 4y i
o o R
m, 6 £1 4E1 (a) 11 vettore degli spostamenti lagrangiani ¢ q={ u,,v,,0 7. Le forze di estremita delle aste
0 oLl 6EI 2ET g : 1:V2: 0 ‘
/2 T 0 - o, sono indicate, con il loro verso positivo, in Fig. (b); le forze sui nodi sono uguali e contarie. Le
= [ / equazioni di equilibrio dell’unico nodo libero si scrivono:
! EA (40) )
Jx - 0 0 E4 0 . y ol +8] =0, n 1y —t; =0, mbemlam +M=0 (a)
I ’ | o
Le forze interne si scrivono con le (40), tenuto conto dell’orientazione della base locale:
t o - I12EI _6EI 12E1 6E]
" o 0 22y VB JEAL B 6Bl
I ! E R by =M Tyt By ST
O6FT 2ET
0 ool 28l o _SEL 4EI \ El El ., 3El_ 3E , EA
), L o 7 L8 T T Y Al 2
La matrice 6x6 & la matrice di rigi g
Nell S e dirigidezza dell elemento e. m§=—62"z +atlg,, m22=§££v2 25, m§=6-E—1~u2 +aflg
elle applicazioni si procede come segue: . I [ 20 [ I ! i
L Siscrivono le equazioni di equilibrio dei nodi in termini dj forze interne Celequaziont dilequilibrio s seriuoed endes
IL. - Con le (40) si esprimono le ioni di equilibri ‘ (3 EA El EI ]|
. ) equazioni di equilibrio in termini di i@ Ty 12— 0 6— 0
si determina la configurazione equilibrata. 1 spostamentig 2! T o
HI. Noti gli spostamenti, dall i Ly x|
5 e (40) si calcola i . 0 e il PR SR Y ©
mente dalle (39,)+ (39) le tensioni. "0 le forze interme e, successive E l 9 2EI g 2EI; 2
Gli Esercizi - = 2 22 _
ercizi 13 e 14 che seguono illustrano delle applicazioni del metodo. L ? 27 10 [ ] G M
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—
che, risolte, forniscono:
MI? 27427 . MI* 8+ 22 o - M216+43/12+2I‘
CEVE T o e Ty G=2 Q
! 7 (d)
- 2 4. 4L N
£2=2376+6831° +401*: A o Joz y
Sostituendo le (d) nelle (b) e applicando poi le (39,+39), si ricavano le tensioni:
M 2722 +21 M 724252 +24° 216+ 594 +42°
oy =8————— = 12—z H=-4M—
! 02 I 02 0
M2I2 +24¢ M 144 +264° + 1 648+ 11347 +44°
0’2:—4———*——,1'2:6‘—““_“———, [tzz‘M—“‘“‘M« (e)
l 2 ! 2 02 :
2 4 7 2 2 4 -1 2 4
0_3:_18£8/1+/1,1_3:12£2/1+/1’ = -4 M 08+194° +21
! 0 / 02 0

avendo indicato con p il giratore d’inerzia della sezione trasversale delle travi e con A il corri-
spondente rapporto di snellezza.

0.10 L=

i ﬂ]/M

-0.40 ;-\K\____

=g

P 3
0.00 4.00 8.00 1200 1800 2000

A

020 v g 0.00 —Vi-mme o e s e gt e
000 400 800 12 16.00 2000 000 400 800 1200 1600 20.00

(C) ( d) (e)

(b) Per 1€[0,20] la soluzione, espressa in termini di spostamenti Uy, vy € B, segue andamento
riportato in Fig. (). All’aumentare di A le componenti di traslazione u,, v, tendono a zero men-
tre la rotazione 6 tende ad un valore limite non nullo. Un analogo andamento si riscontra per il
taglio 7 (=1,2,3) (Fig. d) e per il momento 44 (Fig. e); dopo una prima forte variazione con il

teggiate in figura). All’aumentare di A, dunque, la risposta della struttura, espressa dalle (d) ed
(e), tende rapidamente a quella che si ottiene per A — o, cosicché & ben approssimata dalla
soluzione limite non appena A>20. Poiché il limite & governato dal rapporto A‘/0 - 1/40, Ia
soluzione limite risulta:

e T S WA
2 Lo L G
/u]—-s s ﬂz“—lo N #3—-5

Il caso limite 2 — o pud interpretarsi, per / fissato, come ottenuto per p— 0, cioé ancora,
per / fissato, per 4 — o (aste inestensibili).
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izio 14: Si applichi I’Osservazione 12 alla soluzione del problema in Fig. (a).
[serciz 5

m, m; m
B T
Yy 3 58, S m, 2 3
Loh b (BDcost "
@),

ve su pitl appoggi). 1 parametri l_agranglam sono le' r(r)l-i
dei nodi. Le equazioni lagrangiane sono le e.quaz{o !
di equilibrio alla traslazione orizzontale c?el no 1.tri
olo i parametri 6, mentre le geconde solo.1 pa}rarFeI

(in quanto non sono presenti forze longitudinali) /e

si tratta di una trave continua (unjca tra
jazioni 6 € le traslanqm longltudmall‘ ;
1 equilibrio alla rotazione e le equa21on1S
facile verificare che le prime contengono
u. Poiché queste ultime sono omogclenee
qraslazioni u; sono identicamente nulle.

Assunto quindi q={6,, &, &, 6,}" le coppie interne sono:

El
El El . EI EL —123)
m;=470i+27—61+19 ml+l'—2 1, 01+4 1’ HIH (1

i i
Le equazioni di equilibrio alla rotazione si scrivono (Fig. b):

3
1 2 2 3: m =O
—m + M =0, my+m; =0, m;+my=0, m,

che espresse in termini di rotazioni diventano:

[4c, 2¢, 0 0 1[4 M
0
2¢, 4, +¢,y) 2¢, 0 116 _ . =_l;1 o)
0 2¢c, A(c, +¢;) 2¢, || 6 0 ]
0 0 2¢, dc; |\ 6, 0
Assunto /:=/ e risolvendo si ottiene:
1 Ml
DM T M, M, LM
VEasE; T 90 ET 45 E 90
da cui segue lo stato di tensione:
1 I M g
19M = 4 :l—M—y H :'——_M> 1-3:_4_____, /'[3
T A TR A W ST 57
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Esercizio 15: Si determini lo stato di tenso-reazione nel sistema in Fig. (a) applicando i| e
do delle forze. Si studi poi il limite EA — o . .
P M ¢ V4 M o \f
A=l , Si ;
@ /- Sz LJ 12,2 1
(a) (b) T © ;
i ;
=3 L i 5 A2
Vo Wi o
I sistema ha grado di iperstaticita r=2. Per renderlo isostatico si possono introdurre delle seop.

nesglqn‘l. Tuttgvia non ¢ lecito disconnettere completamente una trave, che & un organo di mol
teplicita elastica d=3>r, ma ¢ possibile introdurre delle sconnessioni esclusivame;te e--k-;c-nl-t' J
nali, identiche a.quelle considerate nei sistemi reticolari (Fig. b). In questo caso le travi p .-\\;.m--“
trasmettere taglio e momento, ma non sforzo normale. Sconnessioni di altro tipo, cer ;r=n‘-,
glifi interni, come si & detto all’inizio del capitolo, non verranno qui esaminate. A
Cpmunqug non ¢ sempre possibile con sole disconnessioni estensionali rendere isostatico g
sistema; si possono allora sopprimere dei vincoli esterni, come si & gia detto nell’Osserv ;hzmnlj
7..27, a proposito di sistemi generici. Nell’esempio, puo assumersi il sistema princif*;-ic dL
E ig. (¢) (ovvero introdurre una sconnessione e sopprimere un solo vincolo esterno) Assdi.jl- d :
il sistema di Fig. (c) si hanno gli stati di tensione di Fig. (d). ' u

v J lTll ! ! |~
( Vo T8 L
| 1

1 ] i

M M

L le—

(d) l

stato 0 stato 1 stato 2 =i
' |
Raccogliendo le tensioni nel vettore o={0y, 0, th; O, T, ,uz}T, nei tre stati si ha:
oy ={0.0,- #:0,0,0", o7 ={0,1,0:~1.0,0}", &7 ={1,0,%0, 1o}

}l}accoghendo inoltre le reazioni vincolari del sistema principale nel vettore r={X,, ¥, M}, si
a: » Y, , §i

r p ’
o ={0.0, M}, wi={0.-1-}". ry={-10,-1)
11 generico stato di tenso-reazione si ottiene sovrapponendo gli effetti:

— !
O=0,+ 1,00+ 1,05, Tr=r,+ 1+ y,1r]
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Le equazioni di compatibilitd cinematica impongono che lo spostamento assoluto di B sia oriz-
sontale ed uguale ad s; esse si scrivono:

77[0 + 77]5 0
+ =

7720 + 772: &)

Ty Ty | 4

My T J X2
dove
- ekl ] - (T ~-1 _ yTo '
n; =0, C o, T =0, Clo,, n,=-r"s=-M¢

essendo s={s, ,s 4,0 P, }T={O, 0, ¢} il vettore dei cedimenti vincolari del sistema principale.
Tenuto conto che I"inversa della matrice elastica di una trave & (Eq. 4.50):

I .
EA
& /?
_]—_ - R
€. =H, 3EI  2EI
,
i 2EI EI
effettuando i calcoli si trova:
A
=g T g T T T o T Ty Yy
I - omr M
s =T =1@, 1y = SR’ 0= Tpy

Risolvendo le equazioni di compatibilita cinematica si determinano le incognite iperstatiche:

4 2 2
GME 6EA(5/1 +6) ISEAAS

A I Q 0
(#+1222) M Eal22?-12)  Ea{4+12.4)
=3 QT e

Q=74 +604% +36,  L=1J4]]

con le quali & possibile ottenere 1’intero stato tenso-reattivo.
Nell’ipotesi che la rigidezza assiale tenda all’infinito (aste inestensibili), le incognite iperstati-
che si modicano come segue:

6 M 30 E 18 EI 3 M 6EI 12 EI
LTI R 7

- s =T+ T+ s
TPS IR,
A questo risultato si perviene pilt semplicemente trascurando i contributi //EA4 nei coefficienti di
influenza 7, € 7,,.
¢ Osservazione 13. L’esercizio precedente ha mostrato che, se il sistema principale
é ottenuto sopprimendo dei vincoli esterni, i relativi cedimenti vincolari non con-
tribuiscono pit ai coefficienti 7, (in quanto non sono piu dei cedimenti per il si-
stema principale), ma vanno posti direttamente a secondo membro. Cosi, con rife-
rimento allo stesso esercizio, le equazioni di congruenza relative al sistema princi-
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pale di Fig. (b) sono del tipo:
Aug (M,9,5) =0, Avg (M,4,5) =0

e quelle relative al sistema principale di Fig. (c) sono del tipo:
ve(M,0)=0, uy(M,d)=s

Si noti che s compare in un caso tra le cause che producono un certo spostamentg
nel punto in cui si € soppresso il vincolo, nell’altro & lo spostamento dello stessy
punto in cui si € soppresso il vincolo. Se si ricorda la genesi delle equazioni dj
compatibilita cinematica, ottenute dal 7LV (Par. 7.4.4), ¢ facile rendersi conto che
nel primo caso il cedimento appare quale lavoro virtuale vincolare, e nel secondo
come lavoro virtuale attivo.

* Osservazione 14. L applicazione del metodo delle forze ai telai risulta meno con.
veniente di quella del metodo degli spostamenti, in quanto i telai hanno general-
mente un grado di iperstaticita elevato, cosicché il numero delle incognite ipersta-
tiche r ¢ maggiore del numero dei parametri lagrangiani /=n-m. Inoltre, anche nej
casi semplici in cui & 7</, il metodo & generalmente applicato al sistema continuo,
anziché al discreto.

4. Telai di travi inestensibili

4.1 Vincoli interni di inestensibilita

La soluzione del problema elastico relativo ad un telajo dipende, tra gli altri fattori,
dalle rigidezze assiale, flessionale e a taglio delle travi, come gli Esercizi 13 € 15 han-
no chiarito. Ora, mentre le rigidezze flessionale ¢ a taglio sono generalmente parago-
nabili, la rigidezza assiale & notevolmente piu elevata. Per rendersene conto basta
pensare che, posta la soluzione in termini adimensionali (come fatto nell’Esercizio
13), questa dipende dal fattore E4/*/EI che & uguale al quadrato del rapporto di snel-
lezza A=l/p, con p giratore d’inerzia della sezione. Poiché p € minore dell’altezza h
della sezione, e nelle travi & />>A, il fattore adimensionale, ¢ quindi la rigidezza as-
siale, € molto grande cosicché non si commette un errore significativo se si assume
uguale ad infinito (si ricordino i risultati dell’Esercizio 13). Pertanto, al fine di ridurre
’onere di calcolo, spesso una o pit travi di un telaio sono assunte inestensibili, o as-
sialmente rigide. Se si risolve il problema con il metodo delle forze questa assunzione
produce vantaggi modesti: nel calcolo dei coefficienti di influenza potra infatti omet-
tersi il contributo della deformabilita assiale (in quanto ¢,—o0; cfr. Esercizio 15). Se
invece si procede con il metodo degli spostamenti puo realizzarsi un notevole vantag-
gio computazionale; infatti, I’ipotesi di indeformabilita assiale riduce il numero dei
parametri lagrangiani del sistema, e quindi le dimensioni del problema.elastico in
forma lagrangiana. Cio in quanto gli spostamenti nodali devono soddisfare relazioni
di vincolo che esprimono I’invarianza delle mutue distanze tra i nodi collegati da travi
inestensibili. Queste relazioni di vincolo (interno) si aggiungono a quelle dei vincoli
esterni e riducono ulteriormente il numero dei g.d.l del sistema di corpi puntiformi.
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Nel seguito si risolve il problema elastico secondo il metodo degli spostamenti.

o Osservazione 15. Da un punto di vista meccanico si puo pensare di trasformare un
telaio di travi elastiche in un telaio di travi assialmente rigide introducendo nel si-
stema delle bielle interne che collegano i nodi (Fig. 11a). In tal caso questi posso-
no solo ruotare e traslare relativamente in direzione trasversale all’asse della trave,
ma non possono traslare relativamente in direzione longitudinale (Fig. 11b). Nel
problema duale, se il sistema trave-biella & sottoposto a forze esterne applicate ai
nodi, la trave ¢ sollecitata a taglio ¢ a flessione, ma non a sforzo normale, in
quanto non pud allungarsi; lo sforzo normale € invece fornito dalla biella
(Fig. 11¢).

i biella j
@_;% - e y

trave estensibile L T

l ‘
- £ &

() (b) (©)

Fig. 11 (a) Sistema trave-biella, (b) spostamenti nodali; (¢) sollecitazioni

4.2 I parametri lagrangiani

Per formulare il problema agli spostamenti si segue la procedura generale illustrata
nel Cap. 7 per i sistemi vincolati. Innanzitutto occorre determinare i parametri lagran-
giani. Considerando il sistema rigido associato (cioé¢ privato degli organi elastici) i
parametri lagrangiani sono in numero uguale al suo grado di labilita. Nel caso in esa-
me, e in virtu dell’Osservazione 15, il sistema rigido associato al telaio si ottiene so-
stituendo le travi con delle bielle. Ai nodi restano i seguenti g.d./.:

(a) tutte le rotazioni non impedite da eventuali bipendoli esterni;

(b) le eventuali traslazioni consentite dalle bielle e dai vincoli esterni.

In particolare queste ultime sono pari al grado di labilita del sistema reticolare asso-
ciato, ottenuto dal sistema rigido considerando i nodi come non orientati.

La Fig. 12 mostra un esempio. In Fig. 12¢ ¢ rappresentato il sistema rigido associato
alla struttura di Fig. 12a,b, e in Fig. 12d il sistema reticolare associato. Il primo ha
grado di labilita /=3; sono infatti arbitrarie le rotazioni 8- e &, dei nodi C e D ¢ le tra-
slazioni degli stessi associate all’unico cinematismo compatibile, di ampiezza arbitra-
ria g. Il cinematismo rappresenta I’unico possibile per il sistema reticolare di Fig. 12d,
che infatti ha grado di labilita /=1.
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Z Vi 27 %

() (b)

A d) B

Fig. 12 (a) Sistema di travi inestensibili; (b) schematizzazione come sistemi di corpi puntiformi
orientati; (¢) sistema rigido associato; (d) sistema reticolare associato

* Osservazione 16. Se il sistema reticolare associato & cinematicamente determinato
o impossibile, non possiede modi cinematici; i parametri lagrangiani sono percid
solo le rotazioni dei nodi. Sistemi di questo tipo sono detti telai a nodi fissi. Se in-

vece il sistema reticolare associato & labile o degenere il telaio & detto a nodi spo-
stabili.

4.3 Deformazioni e tensioni, attive e reattive

In funzione dei parametri lagrangiani si determinano gli spostamenti nodali. Questi,
espressi nelle basi locali solidali alle travi, permettono di descrivere le deformazioni.
Per la generica trave e, le sole deformazioni non nulle sono (Fig. 11a):

£e={ye Ke}T (41)

essendo. €, =u; —u; =0 per la condizione di inestensibilita. In funzione degli spo-
stamenti nodali le deformazioni si scrivono (Fig. 11b):

yeivj_vz?_giele’ KeZH;_Hie (4'

par. 8.4 - Telai di travi inestensibili 297

, Osservazione 17. In un modo cinematico le uniche deformazioni non nulle sono
quelle a taglio, in quanto 6° =0,V(ie). In un telaio a nodi fissi
(uf =0,vf =0,Y(i,e)), in generale le deformazioni 7, e k. sono non nulle.

\|le deformazioni sono associate le tensioni (attive):

T
o, ={1, 1t} (43)
atiraverso il legame:
Te ——-——12E[ —-@ ye_fe
I’ 12
= : (44)
_6EI  4EI
I A

l.a matrice che appare nella (44), ¢ la matrice elastica C, della trave inestensibile.

o Osservazione 18. La tensione normale o, pur essendo in generale non nulla, non
appare nel legame costitutivo (44); infatti, poiché la trave & inestensibile, non ¢ as-
sociata ad una deformazione. La tensione o, dunque, perde il significato di tensio-
ne attiva (cio¢ di grandezza meccanica dipendente dalle deformazioni attraverso il
legame costitutivo) ed assume invece il significato di tensione reattiva (cioé di
grandezza meccanica esplicata da un vincolo interno).

4.4 Equazioni lagrangiane di equilibrio

Le equazioni risolutive del problema sono quelle di equilibrio dei nodi. Su questi agi-
scono, le forze attive f, le reazioni vincolari r, e le tensioni o,={z, ,ue}T applicate
dalle travi; inoltre sono presenti le reazioni o, dei vincoli interni di rigidita (che pos-
sono indifferentemente pensarsi esplicati dalle travi assialmente rigide, o, se si adotta
la schematizzazione di Fig. 12, dalle bielle).

Per ottenere la formulazione lagrangiana, le tensioni o, come le reazioni r, devono
essere eliminate dalle equazioni di equilibrio. A tal fine occorre moltiplicare scalar-
mente le equazioni di equilibrio dei nodi con i modi cinematici del sistema (cioé con
le colonne della matrice modale U, cfr. Par. 7.3.1). Come si ¢ detto, i modi sono di
due tipi: (a) una rotazione unitaria di un nodo e tutte le altre rotazioni e traslazioni
uguali a zero; (b) tutte le rotazioni nulle e le traslazioni determinate dagli />0 cinema-
tismi indipendenti del sistema reticolare associato. Il prodotto scalare delle equazioni
di equilibrio con i modi di tipo (a) restituisce inalterate le equazioni di equilibrio alla
rotazione; il prodotto con i modi di tipo (b) fornisce invece combinazioni lineari delle
singole equazioni di equilibrio alla traslazione, in cui sono assenti reazioni vincolari e
tensioni reattive. Ad esempio per il sistema in Fig. 12a si scriveranno due equazioni di
equilibrio alla rotazione dei nodi C e D ed una equazione lagrangiana associata al
modo di Fig. 12d.
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¢ Osservazione 19. Se il telaio é a nodi fissi, le uniche equazioni di equilibri, Soh
5 - - : B g - L]

quelle alla rotazione, in quanto il sistema reticolare associato non possiede Cine
matismi. i

4.5 L’impiego dell’equazione dei lavori virtuali

Il metodo piur semplice per ottenere le equazioni lagrangiane di equilibrio alla rag)y
zione consiste nello scrivere I’ELV per il sistema reticolare associato; imponends che
le forze nodali compiano lavoro nullo in ogni spostamento ammissibile, cioé per ogni
modo cinematico, si ottengono le equazioni cercate. Dal momento che i modi cope
stono di sole traslazioni, le uniche forze che compiono lavoro sono, oltre alle §; wze
attive, le forze di taglio. Gli sforzi normali non compiono infatti lavoro, in quantg i

modo ¢ rispettoso del vincolo di inestensibilita.

* Osservazione 20. Poiché le forze di taglio sono a due a due uguali e contrarie, esse
fanno lavoro nello spostamento relativo dei nodi in direzione trasversale alla traye
cioé nella deformazione a taglio (si veda 1’Osservazione 17). 1l lavoro delle forze
di taglio si puo percio anche esprimere in termini di lavoro interno, invece che di
lavoro esterno. L’esercizio che segue mostra un esempio.

Esercizio 16: Per il sistema in Fig. (a) si scriva 'equazione di equilibrio lagrangiana alla tra
slazione dei nodi.

F F
. £ @ k 1 |7 |
N N - ( =
A
75 )
®
4
(—~
 © @ ; s NS |
N N N >
4 5 6 on | R !
4 } "8
i} ) J ! ! {
(a) (b)
" 3
X . < i 7

7/////

= P
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. urze di taglio applicate ai nodi del sistema reticolare associato sono indicate (con il verso
!.h-.-r-’VO) in Fig. (b). Il cinematismo ¢ illustrato in Fig. (c). L’ELV, L,=0, si scrive:

Fov, + 1 (v, = v, )+, (0, =80y ) + 1y (B, —Sv,) + 7, (Svs - v, ) + 75O, — du) =0

!_'I_\:.‘féé:
\'155\)2“‘5"1» Oy, =06vy —v,, Op, =0vs=0v,, OF, =0vy—0dvs, Oys=0dus—ou,

PELY siscrive anche:
5
F5V2 . z Te(s},e
e=1

s cioé del tipo L.=L;. Tenuto conto che (Fig. c):
ov, =dq, Oy, =0y, =dq, Oy, =0y, =~&4, Oys=0

F&7:(T1+73”72“’T4)&] véq
Ia cui si ottiene ’equazione di equilibrio:
F=r +7,-1,~1,
(Questa equazione pud, a posteriori, essere interpretata come la somma delle equazioni di equi-

iibrio alla traslazione verticale dei nodi 2 e 5; in esse lo sforzo normale o3, appare con segni
opposti, ed & quindi eliminato dall’operazione di somma.

4.6 Calcolo delle tensioni reattive e reazioni vincolari

Risolte le equazioni lagrangiane di equilibrio e determinati i parametri, si calcolano
immediatamente le tensioni attive, taglio e momento flettente. Per completare la solu-
zione del problema occorre poi determinare le tensioni reattive (gli sforzi normali) e
le reazioni vincolari. Queste vanno valutate imponendo I’equilibrio alla traslazione
dei nodi, in quanto I’equilibrio alla rotazione ¢ gia stato soddisfatto. Nelle equazioni
di equilibrio alla traslazione sono coinvolte le forze attive (note), le tensioni di taglio
(gia determinate), nonché gli sforzi normali e le reazioni vincolari (entrambi incogni-
ti). Un metodo concettualmente molto semplice per calcolare le incognite consiste nel
risolvere il problema dell equilibrio del sistema reticolare associato, soggetto a forze
nodali uguali alla somma delle forze attive (escluse le coppie) e dalle forze di taglio
applicate dalle travi concorrenti. Si determinano cosi sforzi normali e reazioni vinco-
lari.

¢ Osservarione 21. Si noti che, anche se il sistema reticolare ¢ labile, 1’equilibrio
dei nodi & assicurato dal fatto che le forze di taglio soddisfano la condizione di
compatibilita delle forze (solvibilita dell’equilibrio), che ¢ stata espressa dall’ELV.

* Osservazione 22. Se il sistema reticolare associato ¢ cinematicamente determina-
to, oppure ¢ labile, si determina un unico stato di tensioni reattive e reazioni vin-
colari equilibrato. Se invece ¢ cinematicamente impossibile, oppure ¢ degenere,
esistono infiniti stati reattivi equilibrati, anche se lo stato attivo ¢ unico. Il motivo
dell’indeterminazione risiede nel fatto che, a causa dei vincoli interni, il sistema &



300 Cap. 8 - Sistemi piani di wravi elastiche

solo parzialmente elastico, cosicché I’iperstaticita del sistema non pud essere inte.
ramente rimossa.

4.7 Applicazioni

Nelle applicazioni occorre procedere come segue.

L. Si considera il sistema reticolare associato di cui si determina il grado di labilig
I>0. I parametri lagrangiani sono le / ampiezze dei modi cinematici de] -

~hl:ma
reticolare, nonché le rotazioni dei nodi non vincolati da bipendoli.
IL. In funzione dei parametri lagrangiani si esprimono deformazioni e tensioni attive

nelle travi; queste si applicano, cambiate di segno, ai nodi.

L. Si scrivono le equazioni di equilibrio alla rotazione (35), limitatamente aj nodi
liberi, esprimendo momenti flettenti e tagli in funzione dei parametri lagrangian

IV. Si impone che le forze attive e quelle di taglio applicate ai nodi compiano lavop
nullo in ciascuno degli / cinematismi del sistema reticolare associato. Espressi |
tagli in funzione dei parametri lagrangiani, si ottengono altre / equazioni di equj.
librio.

V. Si fa sistema delle equazioni ottenute ai punti III e IV; risolvendole, si determi-
nano i parametri lagrangiani e, da questi, le tensioni attive.

VI. Si applicano ai nodi del sistema reticolare associato le forze di taglio trasmesse
dalle travi e si sommano alle forze attive (escluse le coppie). Si risolve il proble-
ma statico e si determinano le tensioni reattive (gli sforzi nelle aste) e le reazioni
dei vincoli esterni.

Nel seguito si presentano delle applicazioni.

¢ Osservazione 23. Naturalmente, si pud far uso, come per i telai elastici, della ma-
trice di rigidezza dell’elemento (Osservazione 12). [ passi precedenti vanno allora
riformulati in termini di forze interne trasversali (anziché tagli) e coppie interne
(anziché momenti flettenti). La matrice di rigidezza dell’elemento e si ottiene dalla
(40) cancellando la prima e quarta riga e colonna, relative a forze interne reattive ¢
spostamenti longitudinali. Si ha:

; " 12E1 6EI 12EI  6EI v
& JE N R
; 12E1 6EI ~ 12EI 6EI | |
s L JE P g
m, .6_Ei 2_El _ég{ iﬂ QJ
Tle |2 / 2 [, ¢

L’Esercizio 19 che segue esemplifica il procedimento.
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P

geercizio 17: Si determini lo stato di tensione nel sistema in Fig. (a), assunte tutte le travi ine-
SCIL : . -
ensibili. Sia y, =&, I/2..

O 2 @ 4 @

R {Fho R — Y
A=l M 2 B=6
@ ® U
OB DS y P-SP-N
/ ;
x o X i if (ED,=cost
(@) (b)

! sistema reticolare associato (Fig. b) §: c’il‘lematicamen-te Qetepningto_; il Felalo & qumgl E ngdl
issi. [ parametri lagrangiani sono costituiti dalle rotazioni dei nodi liberi, g={6;, 6;}". Le de-
;,-rmazioni delle travi si scrivono:

7,=0, k=0, y,=-6,l, x,=0,-0,; Yy ==0d, k3 =-0,

(@)
ve==0,0, K =-0,; ¥ =-0,1, x,=-0,
A queste, tenuto conto della deformazione imposta, corrispondono le tensioni:
1 EI \
T, :12531“}% A6—E—21~Ke, o, = _6‘1E3“7e +47~Ke, (e=134)5)
/ / )
El - El — El . _i _
G :12‘1‘5(72 ‘72)‘6‘17(’(2 ‘Kz): H; 5‘67(72 - 2) 4 (Kz Ky)
ovvero, sostituendo le (a):
! El El El _\
¢, = 62la =40, T, :—67;(02 +0,) 1ty = 7(404 +20, %, )
! EI EI EI g ©
El EI El L EI _,El
Ty :‘6‘1‘[94,#3 :2704; Ty :‘6}702’ﬂ4 =2 / 0,; 1,=-6 B 0y, ps =2 / 0,
Le equazioni di equilibrio alla rotazione dei nodi liberi 2 ¢ 4 si scrivono (Eq. 35):
~y1+(,u2+r21)+(,u4+z'4l)+ M=0 @
-, + (;13 + 131) + (;15 + Tsl)= 0
Sostituendo le (c) esse si scrivono:
EI _
5(1202 +20,)= M~ -
: (e)
EI _
%{(202 +120,) =R
Il sistema (e), risolto, fornisce:
1 M1 _
o :——{M_,—LE 0, = —+-K, ®
2735 El 107 * 70 EI 10
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Sostituendo la soluzione nelle (¢) si determina lo stato di tensione:
18 M 3EI _ 12 2EI _ . I M 4 4E] _
nEmgs T K =g MoKy T =TT = Mo,
3 M 3EI _ 1 El _ 18 M 3EI _ 6 EI
=5y TeE KoM =T MAT R fo= o R i = e MRy
3 M 3El _ 1 El _
fis =£T—§[‘2‘KZ,/15=—£M+“57K2

Per determinare tensioni reattive e reazioni vincolari occorre imporre I’equilibrio del sistemg i
Fig. (c). Le equazioni di equilibrio dei nodi 2, 4 ¢ 6, le prime secondo le due direzioni ¢ e y).
time secondo la sola orizzontale, non contengono reazioni (Fig. d); da queste si ricava:

oy =1,+1,, 0,=15, 0;=0, o,=71,-71,, O5=7,-71, (h)
Dalle restanti equazioni di equilibrio si ottengono le reazioni vincolari:

Xy=-0y, Yy=-1,, Xe=1,, Yo=~-0,, Xpy=15 Yp=-0,, V=1, (i)

- [5aks! 3-1
i -
Ti T 0 (54 (%3 T T i %3
X 4 5 _
et {27 41 . —A>1——> > — > T
S ) vl 1 Vs T o1 o l o O l oy 03 4
A=1 T4 75 B=6 Oy Os :
Y, Yy
T4 Ts Oy TO.S
} ] T T
w7 - s —a—>
C=3 D=5 T Xe T X
Yo Yy
© @

Nelle Fig. (e) ed (f) sono diagrammate le deformate elastiche corrispondenti nell’ordine alla
curvatura anelastica e alla coppia. La deformata complessiva ¢ somma delle due deformate
componenti.

N IR,

. \ P /,

P =

M=0,xk,=0

M=0,x,#

¢ Osservazione 24. Lo stato tensionale reattivo del sistema dell’Esercizio 17 & unico
in quanto il sistema reticolare associato & cinematicamente determinato (si veda
I’Osservazione 22). Se lo stesso sistema & modificato sostituendo il glifo in B con
un incastro, lo stato tensionale attivo resta immutato (in quanto uz=0 nel telaio ine-
stensibile), ma quello reattivo & indeterminato. Esiste infatti uno stato di sforzo as-
siale nelle travi orizzontali che & equilibrato con reazioni orizzontali arbitrarie ap-
plicate dai vincoli in 4 ¢ B.

oar. 8.4 - Telai di travi inestensibili
gy
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reizio 18: Determinare lo stato di tensione nel sistema in Fig. (a), costituito da travi inesten-
[-'_ul'.' N

bill.

—— 1 @ 2 o
F |
@) ©) !
@ :
(ED=cost 3 4 -
@
®
® i
A=5 B=6
[ S B
q
(b)

Vo

1l sistema reticolare associato ha grado di labilita /=2; si assumono quali' pgramgtri la(;g,.rarlx‘gblan‘%
le ampiezze dei due modi cinematici (Fig. b), nonché le rotazioni dfn nodi liberi:
q={q1, g2, 61, &, &, 94}T. Alle rotazioni dei nodi sono associate le deformaziont:

=0, x,=0,-0,, v;=-0,1

K, =0,-0, v, =-6 kK, =0,-6,, 7,= @
K,=0,-60,, yi=-6l K; =-0,, 7s=-01; K;=-0s Vs :'041\/5
Ai modi cinematici sono associate solo deformazioni a taglio:
=- b
}’1=}’4=qu, 72:73=1(QI+‘72)9 ys=-lg,, ¥s= l‘/EQz (b)
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—
Sostituendo le (a) e (b) nel legame (44) si ha:
El El . El El
n=1277q,-65(6,+0,) =67 q,+2(0,+26,);
EI EI El El
= 1272—(q1 +q2)—6‘1‘2—(0] +6’3), M, = —6*1—((;] +q2)+2*1—(0, +286, )
El EI EI EI
o= (0 +a)-67(0+0) & =67 (q+a:)+2 (6, +20,)
El El El EI ©)
T4=l277q2—67§‘(6’3+04), y4:—6~1—q2+2~l—(03+204);
El El El EI
ts=-1279,-6-56;, Hs =677q, +270;;
! ! / /
El EI EI El
16:~672—q2~372—04, p6:3ﬁ7q2+ﬁ‘704;
Le equazioni di equilibrio alla rotazione dei nodi liberi 1+4 si scrivono (Eq. 35):
(,u,+r,1)+(yz+rzl):0; —/1,+(,L13+r31):0
(d)

=ty +{py + T D)+ (g + 1) =0 = g1y~ g, +(,u6 +761\/§)=O

Per ottenere le equazioni di equilibrio lagrangiane associate ai mod; di Fig. (b) si applica I'ELF
al sistema reticolare associato, assumendo come sistema di forze (reali) quello di Fig.
stituito dalle forze di taglio e dalle forze attive, ¢ come campo di spostamento vi
combinazione generica di quelli di Fig. (b) (con &g, in luogo di g,).

C). Co-
rtuale una

(c)

75

et

é/;}/}/ by
A=5 =6

Per un generico campo di spostamento I'ELV si scrive (si veda I’Osservazione 2i
PEsercizio 16):

F&l] = i 2'85}/2
e=]

Poiché dalle (b) &:

57‘ :5}/4 :15q2’ 572 :5}/3 :l(gql +&]2)9 5}/5 =“1§(]2, 575 = —1\/E®Z (:'.I
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- oltre Su=—18qy, la (€) si scrive:

,[(r2+r3+F)5q‘+l(— r,—rzwr3~r4+15+\/2‘ré)c‘;q2 =0 V((Sql,éqz) (g)
i si ottengono due condizioni di equilibrio:
T, +7; + F=0, —r[—rz—rj—r4+rs+\/516:0 (h)

ndo sistema delle (d) ed (h), espresse in termini dei parametri lagrangiani (Eq. ¢), si per-
: e al seguente problema:

=

8 2 2 0o -6 =12 |6 0
2 8 0 2 -6 -12 |6, 0
2 0 12 2 6 -6 |86 0
£1 S 0
o 2 2 s+247 -6 32-12]l6, 0
-6 -6 ‘—6‘ -6 2 Y g | |-FI
12 -12 -6 3W2-12 24 604642 ](g 0
Risolvendo si ha:
.
0, :~0.0273%2—, 0, :—0.0272%1]1, 0, :mo.ozszféli, 0, = -00257 EII .
> 2
g, ~ ool 4= 00141

EI’
a cui corrispondono le tensioni attive:
- .1, = —0499F, 1, = 0251FI;
1, =0496F, yi, = -0248F1; 7, =-0501F, u, = 0253F1, 7, =-0499F, u, @
7, = 0475F, p, =-0238Fl, 7, =-0018F, us = 0.034Fl;, t,=-0007F, i, =0023F1;

i i 1 i ’ izio precedente.
Lo stato di tensione reattivo (unico) si determina procedendo come nell’esercizio p

Esercizio 19: Applicando I'Osservazione 23 si risolva il problema elastico relativo al sistema
dell’Esercizio 18.

Tenuto conto delle orientazioni delle basi locali, le coppie interne si esprimono in termini degli
spostamenti nodali utilizzando le (45,) (45,):
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-
EI EI EI EI
m = (40, +202)+6-1-2-(v, -v,), ml = 40, +203)+6-1-2-(u, ~u,),
El El El El
m, =7-(267l +402)+672~(v, -v,), m; =—1-(402 +2674)+61—2(u2 -u,),
, FEI EI . El El
ms :7(20,+403)+67;(u,—u3), iy 27(493+204)+672-(v3‘v4)a (n)
. EI EI . EI El
m3:4*1—03+6—17u3, m4:7(404+2(92)+61—2(u2—u4),
. El El . L EI 32 EI
my =20, +40,)+6 -5 (v, -v,), m, =4—0, +~— 5 (u, +v,)
/ ! ! 2
mentre le forze agenti in direzione trasversale alle travi, con le (451) e (453), si scrivono:
3 El El i El El
= 12—[T(ul —u3)+6-1‘2-(9] +0,), f, =12‘1‘3-(v, —v2)+6l—2(0I +6,)
, El El . EI El
t, = 121—3(\)2 —v,)—6-[-2-((9, +0,), f, = 12—17(142 ~u4)+6-1‘2-(02 +4,)
, El El S Erl El
1, =12‘1‘3-(u3—u1)—6‘[‘2‘(91+93), 4, 2121—}u3+61—203 (0)

El El i El El
f, :12—13—(v3 —v4)+61—2(03 +0,), 1, 212‘1‘3-(144 —uz)—61—2(<92 +8,)
. El EI . El EI
1, :]2‘1‘;(\14 —\13)-6—17(03 +4,), 4, :3—13—(144 +v4)+31—204

In esse, le traslazioni dei nodi della struttura devono essere espresse in termini di coordinate
lagrangiane g, ¢,; dalla Fig. b dell’Esercizio 18 segue che:

u,:—C]J, v, =0; u, :—q;l, v, :qzl; u3:q21, v, =0; u4:q2[’ V4=6]21 (p)

1 ! | 2 1 By Dy 2
L 2 moom, C L y
[ -
2 3
my m,
] "

5m >
(@
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. forze di richiamo elastiche che le aste trasmettono ai nodi sono'indicatt'e, con il loro verso
l.‘Sitivo nelle Fig. (d) ed (e). Le equazioni di equilibrio alla rotazione dei nodi liberi 1+4 si
nQ y "

.crivono (Fig. d):

m oem: =0, mlaml=0, mi+mi+m =0, mi+mi+m;=0 (q)
entre quelle relative ai modi di Fig. (b) possono ottenersi dall’applicazione del TLV, che for-
pisce:

Fou, = 1,80, + 13,00, + 13,60, + 1,6, + 13,60, +13,0u; + 13,00y + 15,0U, + 13,60, +

)
A

2
+ 15, (du, +5"4)~2—

Nella (r) gli spostamenti virtuali Su, e &v, (j=1,2,3,4) si ottengono applicando alle (p)
|’operatore & si ha:
Su, = ~oq,l, v, =0; du, =-oq,l, &, = dq,1;
Suy =8q,, ov, =0; Ou, =oq,l, v, =dq,1
i i di valere per ogni &y,
tituendo nelle Eq. (q) e (r) le (n), (0), {p) ed (s) ed 1mpopendo alle (r) ' - :
(S,isl 2), seguono le equazioni di equilibrio (i) dell’Esercizio 18. Queste ultime, risolte, forni-

scono gli spostamenti generalizzati (1). Sostituendo nelle (p), (n) ed (o) e applicando le
(394+39) si ricavano le tensioni espresse dalle (m).

(s)
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Introduzione ai problemi
geometricamente non lineari:
spostamenti finiti e teoria linearizzata

1. Il problema elastico geometricamente non lineare

1.1 Limiti della teoria lineare

1l problema elastico trattato nei precedenti capitoli & stato formulato in un ambito pu-
ramente lineare; in particolare le equazioni di congruenza sono state determinate
nell’ipotesi di spostamenti infinitesimi, le equazioni di equilibrio sono state imposte
nella configurazione indeformata del sistema, e la legge costitutiva ¢ stata assunta
lineare. La teoria che discende da queste ipotesi & detta teoria lineare ed & caratteriz-
zata da proporzionalitd tra cause ed effetti nonché additivita di cause e di effetti
(principio di sovrapposizione).

La teoria lineare pud essere applicata con successo per descrivere una larghissima
classe di fenomeni meccanici non solo da un punto di vista qualitativo, ma anche
quantitativo. Tuttavia esistono particolari fenomenologie, peraltro di notevole interes-
se strutturale, che non possono essere descritte neppure qualitativamente da essa. In
questi casi risulta necessario abbandonare alcune delle ipotesi semplificative e for-
mulare un modello non lineare pit complesso del semplice modello lineare.

Le teorie non lineari si distinguono per la messa in conto delle non linearita geome-
wriche del sistema o delle non linearita del materiale (o di entrambe). Le prime nasco-
no da un’analisi cinematica in cui gli spostamenti sono assunti di grandezza finita; le
seconde descrivono un comportamento del materiale pit ricco di quello semplice-
mente elastico lineare. Uno studio approfondito della problematica delle teorie non
lineari esula dagli scopi di questo testo e trova posto in sedi specializzate. Ci si limite-
ra pertanto a fornire un cenno sulla formulazione del problema elastico di sistemi
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T —
geometricamente non lineari. Successivamente si fara discendere da questa foryy,
a - - . . . . 5 d-
zione una teoria semplificata, detta teoria linearizzata, sufficiente a descrivere aspett;
meccanici qualitativamente importanti che non possono essere descritti dally (e i
lineare, come I’equilibrio di sistemi labili presollecitati (quali prototipi discres; d‘f
strutture a filo 0 a membrana), e i fenomeni di biforcazione dell equilibrio. :
1.2 Spostamenti e deformazioni finiti
Quando gli spostamenti dei punti non sono trascurabili rispetto alle dimensioni de;
corpi, non ¢ piu applicabile I'ipotesi di spostamenti infinitesimi; sussiste allora U[;

regime di spostamenti finiti, o di grandi spostamenti (Fig. 1). Lo spostamento u,
generico punto P, ¢ esprimibile, attraverso la FGSR (1.2), come una funzione non I,
neare degli spostamenti generalizzati u=(uo, 6) del corpo a cui appartiene. In parti b.-._
lare, una sua componente 7, secondo una data retta r, & 1

n = 77r(“) (1)

I un

Fig. 1 Spostamenti e deformazioni finiti: C configurazione naturale, ¢’ configurazione va-
riata

Analogamente, le deformazioni che gli organi elastici subiscono nel passaggio dalla
configurazione naturale C (in cui sono nulle) alla configurazione variata £, sono

espresse da una funzione di congruenza non lineare d(u) degli spostamenti generaliz-
zati

c=d(u), d(0)=0 (2)
Ad esempio, per una molla estensionale PQ (Fig. 2), I’allungamento ¢ si calcola come

£ =|P'Q'HPQI=[PQ + u, —u,[-[PQ

= [(lx +u, ~u},)2 +(1y +Vy -vp)z +(lz +w, -w,))lez -1 -

Y
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jove [ =|PQJ ¢ la lunghezza iniziale della molla, avente proiezioni /,, /, e /, sugli assi.
¢sprimendo poi gli spostamenti dei punti P e  in funzione degli spostamenti genera-
lizzati, si ottiene la (2).

4

zk ™

x,i S
Y

Fig. 2 Allungamento finito di una molla

¢ Osservazione 1. In regime di spostamenti finiti, la deformazione & di un organo
elastico & funzione non lineare degli spostamenti dei nodi dell’organo, i quali a lo-
ro volta sono funzioni non lineari degli spostamenti generalizzati.

o Osservazione 2. In presenza di vincoli le (1) e (2) si scrivono:
no=n(@). e=d@. d0)=0

dove q sono i parametri lagrangiani del sistema. Dunque, quanto sopra detto per i
sistemi non vincolati vale anche per i sistemi vincolati, salvo sostituire agli spo-
stamenti generalizzati u i parametri lagrangiani q. Tuttavia, se questa operazione ¢
concettualmente semplice, & operativamente assai difficile. Infatti, i parametri la-
grangiani sono variabili libere di spostamento che soddisfano condizioni di vincolo
non lineari, del tipo delle Eq. (1.34), e quindi spesso non sono determinabili in
forma chiusa. Pertanto, nello sviluppo della teoria di questo capitolo si fara riferi-
mento a sistemi non vincolati, adottando la notazione ad essi relativa. Alcune ap-
plicazioni, invece, saranno riferite a semplici sistemi vincolati per i quali la deter-
minazione dei parametri lagrangiani ¢ immediata.

Esercizio 1: Determinare, in regime di grandi spostamenti, la componente 77, dello spostamento
del punto D secondo la retta r indicata in Fig. (a). Calcolare poi I’allungamento della molia.

r B
“Up VAN
o < B
D <45 B C% Vo, « B
Y A D/ D -uB
Lo
s )/Y’J A 9
450«\\« x,i Azt
21 !
4 e e S

(a) (b) ©
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11 corpo rigido piano ruota di un angolo finito @ intorno ad O=A. I punti D e B descrivono a h
di circonferenza di centro O e raggi / e 5", rispettivamente (Fig. b). La FGSR (1.2), applic
ad una rotazione piana di centro O=A4, si scrive:

p =(cosf - HOP +sinfk x OP
con k versore ortogonale al piano. Proiettata sulla base i, j (Fig. a) fornisce:
up = x(cosf - 1) - ysin@, v, =xsind+ y(cosd - 1) (b
Per il punto D si hanno le componenti di spostamento:
up =~Isinf, v, =I(cos@-1)

che proiettate su r forniscono:

V2

77,:(uD+vD)l/2—_2“=(c030—sin9—1)1——2~ (d

Per il punto B si ha:
ug = 2l(cos@—1)—Isinf, v, =I(cosd~ 1)+ 2sind (e)

Per calcolare I’allungamento della molla si fa riferimento alla Fig. (c); si ha:

£=CB ~CB=|(I-uy)® +v3 1 , (f)

Sostituendo le (e) si esprime & in funzione di 6.

* Osservazione 3. In regime non lineare, I’allungamento di una molla dipende, oltre
che dagli spostamenti di estremita longitudinali, anche da quelli trasversali, a dif-
ferenza del caso lineare (si ricordi I’Osservazione 1.3). Con riferimento alla moll
dell’Esercizio 1, se si sviluppa la (f) per piccoli uz € vg si ha:

1 >
E—‘:-uB +»2-v3+...

che mostra come lo spostamento trasversale v fornisca un contributo del secondo
ordine all’allungamento, trascurato nella teoria lineare.

1.3 L’equilibrio nella configurazione variata

Le condizioni di equilibrio di un sistema rigido a deformabilitd concentrata sono co
stituite da un sistema di equazioni lineari nelle tensioni incognite o (Eq. 5.19):

Eo=f . )
Nella teoria lineare i coefficienti della matrice di equilibrio E assumono valori noti.
legati alla geometria indeformata del sistema: si pensi ad esempio ai coseni direttori
degli assi degli organi elastici, oppure ai bracci delle tensioni rispetto ai poli dei mo-

menti, che nella teoria lineare sono appunto valutati nella configurazione naturale
assunta quale di riferimento del sistema (Fig. 3).

Analogamente, le forze generalizzate f=(F,, M) sono combinazioni lineari a coeffi-
cienti noti delle forze F, effettivamente applicate (cfr. Osservazione 3.5):

f=Yb,F
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dove b, ¢ il vettore di riduzione della forza F, al polo O solidale al corpo (Fig. 3a);
esso contiene i coseni direttori della retta di azione e le coordinate del punto di appli-
cazione di F,, tutti valutati nella configurazione di riferimento.

In realtd, come si & gia osservato (Osservazione 5.7), la condizione di equilibrio tra
forze attive e forze interne si realizza nella configurazione variata C’ (Fig.. 3b) dove‘
la geometria (coseni direttori, coordinate dei punti) non ¢ nota, bens} ¢ funzmne degh
spostamenti generalizzati incogniti u. Tuttavia le equazioni cardinali de]la statica
sono lineari nelle forze; percid le condizioni di equilibrio nella configurazione defor-
mata si scrivono ancora come le (4) e (5), dove pero le grandezze geometriche sono
funzioni di u:
E(u)o = f(u)

f(w)= ¥b,(WF, ©

Le (6) rappresentano la formulazione non lineare diretta dell equilibrio; esse tengono
conto dell’influenza della deformazione degli organi elastici sull’equilibrio dei corpi.

@  a

Fig. 3 Equilibrio: (a) nella configurazione naturale, (b) nella configurazione variata

¢ Osservazione 4. Nella (6,) si € supposto che le forze non dipendano dalla configu-
razione (si veda la Fig. 3b, dove F, si mantiene parallela a se stessa).

e Osservazione 5. La (6,) esprime il sistema delle forze ¥, ridotte al polo O, la cui
posizione ¢ funzione degli spostamenti: f(u)=(Fo(u), M(u))=(F,, M(u)). Ad esem-
pio il braccio di F, rispetto ad (¥, indicato in Fig. (3b), ¢ funzione della rotazione
del corpo.

s Osservazione 6. Se il sistema & vincolato, coerentemente con I’Osservazione 2, u,
E(u) ed f(u) vanno sostituiti rispettivamente con q, E(q) € p(q).
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Esercizio 2: Si scrivano le condizioni di equilibrio nella configurazione variata del sist ma in
Fig. (a); si confrontino poi le equazioni con quelie della teoria lineare. Si discuta il caso i
gli estremi delle molle sono fissi al suolo.

La configurazione variata, indicata in Fig. (b), ¢ individuata dai parametri lagrangiani v e 4, §
sistema agiscono le tensioni oy ¢ o, dirette verticalmente, la forza attiva F e la reazione orjp.
zontale R,. Imponendo I’equilibrio alla traslazione secondo la verticale e / ‘equilibrio dei my,.
menti rispetto alla posizione variata A’ del punto A (cfr. Osservazione 5), si ha:

'} Cuy

o, + 0oy =0, (o +20,)cos@+ FI(2sinf + cos @) = 0 a)
D -—{:—> ~

a

@ ;|
g A B
B 7 C t
‘ ik 2 2

! | / | ~ lcos@ Icosé
e AS 5 A e i

Nella teoria lineare I’equilibrio & imposto nella configurazione naturale; posto 6=0 nelle prece-
denti si ha:

o, +0,=0, (o, +20,))+ FI=0 (b)

L’effetto del cambiamento di geometria si risente sulla seconda equazione; tuttavia, se gli
estremi delle molle sono fissati al suolo, la direzione delle tensioni o1 € o non & pill verticale,
ma ¢ funzione di 6, cosicché anche la prima equazione dipende da 6.

1.4 La formulazione diretta del problema elastico geometricamente non
lineare

Il problema elastico geometricamente non lineare & governato dalle equazioni di con-
gruenza (2), dalle equazioni di equilibrio (6) e dal legame costitutivo, assunto ancora
lineare:

E(uw)o =f(u), ¢=d(u), o=Cs¢ (7
dove:

f(w)=Yb,W)F, ®)

Il metodo piu naturale per risolverlo & quello degli spostamenti. Combinando le (7) si
ottiene:

E(u)Cd(u) = f(u) 9)

Esse esprimono I’equilibrio del sistema nella configurazione variata in termini di spo-
stamento.

* Osservazione 7. Poiché le (9) sono non lineari in u, non ¢ assicurata | unicita della
soluzione, come invece accade nella teoria lineare.

par. 9.1 - 1l problema elastico geometricamente non lineare 315

gsercizio 3: Si formuli il problema elastico per il sistema dell’Esercizio 2, assunte le molle di
yguale rigidezza c.
Le equazioni di congruenza sono:

£, =v+Isind, £, =v+2Isind (a)
Le tensioni corrispondenti valgono:
o, =c(v +Isind), o, =c(v +2[sind) (b)

gostituendo nelle equazioni di equilibrio (a) dell’Esercizio 2 si ha:
c(2v + 3isinf) = 0, cl(3v + Slsin@) cos @ + FI(2sin6 + cos ) = 0 (c)

Dalla prima si ricava sin@=-2v/(3/), sostituendo nella seconda, e assunto @] <n/2 (cioé
cos0>0), si ha:

AFV + 1—%6%5—3?):0 (d)
avendo indicato con ¥ ed F le grandezze adimensionali
g2, F=l ©
! )

L’equazione (d) ¢ trascendente nell’incognita v, e pud essere risoltcf: solo numerl’calnjnent'e,
Tuttavia, poiché I’equazione ¢ lineare rispetto ad F, puo essere risolta rispetto a quest’ultima:
4 _
1- - ¥?

9 o ®

F= 7
4y +3. 01— - ¥*
VTN o

Per ¥ <<1 (ovvero per v<</) la radice quadrata puo essere approgsimata con 'unitd, cosicché
I'equazione (f) fornisce la soluzione del corrispondente problema lineare:

P v @®
3
In figura sono messe a confronto le soluzioni lineare (g) e non lipegre ). Pal}’esame dellg fi-
gura si nota che, per piccoli valori di F, il probftma lineare costituisce un’ottima approssima-
zione del corrispondente problema non lineare. Tuttavia, per valori grandi di F le due soluzio-
ni differiscono in modo apprezzabile.

0.10

F Soluzione non
‘ lineare

0.00 -

_Soluzione lineare

-0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20
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Esercizio 4: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si scrivano le equazioni non lineari d;

. g . Cquulj.
brio in termini di spostamenti.

07 p 0 .
| N
3 X
=" J ! (I+1)cosd

[+u)sing 3
%(+u)sm )

(a) (b)

Si assumano u e 6 (Fig. b) come spostamenti generalizzati (riferimento polare, dove & piil sem.
plice esprimere la deformazione della molla verticale). Le equazioni di equilibrio #ésociate
richiedono I’annullamento della risultante delle forze nella direzione di u e del momento delje
forze rispetto ad O. Nella configurazione variata si ha:

1 sind o, sinf cosf
=P + P (a)
0 (I+u)cosd||o, (I+u)cosd -({+u)sin@

La matrice a primo membro ¢ I"operatore di equilibrio E(u), dipendente dagli spostamenti u ¢
&, i vettori a secondo membro sono i vettori b,(u) (Eq. 5); le (a) sono del tipo (6)).
Le equazioni di congruenza sono:

£ =u, & =(l+u)sind (b)
Tenuto conto del legame elastico oj=c, &), gy=c,&, le (a) si scrivono:
¢u + ¢, (I+u)sin’@ = Fsind + Pcosé
¢,(I+u)*sin@cosd = F(I+u)cosd — P(I+u)sind

Esse costituiscono un sistema di due equazioni non lineari in due incognite, la cui soluzione
puo essere determinata solo numericamente.

1.5 Spostamenti infinitesimi del sistema deformato

In vista della formulazione del teorema dei lavori virtuali (Par. 1.8) e al fine di mo-
strare certe proprieta di dualita (Par. 1.7), ¢ d’interesse sovrapporre allo stato defor-
mato del sistema un campo di spostamenti virtuali infinitamente piccoli.

Sia € la configurazione variata assunta dal sistema, descritta dal vettore degli spo
stamenti generalizzati u=(uo, #)’, misurati a partire dalla configurazione naturale (d:
riferimento) C (Fig. 4). A seguito dello spostamento u, il punto materiale P, subisce
uno spostamento u,, occupando una nuova posizione P, ; sia 7, la componente di u,
secondo una data retta (fissa) dello spazio.

Si assegni poi un campo di spostamenti virtuali Su=(Su,,56)" che porti il sistema dalla
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par. 7 -

i i infini icina) C”.
pfigurazione C” alla configurazione (infinitamente v )

Osservazione 8. Gli spostamenti generalizzati éu sono le tra§laziop1 5u0'd1 Oe l§
rotazioni 66 intorno a tre assi passanti per O, posizione variata di O (si veda poi

’Esercizio 5).

corrispondentemente il punto materiale P, subisce uno spostamento u,, portandosi
Lilo p' in P . Sivuole calcolare la componente Sn,di u, secondo la fissata retta r.
ga o, roc

voiché & 71, = m,(u), differenziando si ha:

Sy, =a! (u)du (10)
dove si € posto:
on, (w) ., )
a,(u)=——7—, a,-=
W A g u,

con a,(u) vettore di influenza su 7, degli spostamenti generalizzati.

Fig. 4 Spostamenti infinitesimi sovrapposti alla configurazione variata C

e Osservazione 9. La (10) & analoga alla 7, = g,Tu‘, discussa nell’Osservazione 3.5,
dove perd a, € relativo alla configurazione di riferimento.

o Osservazione 10. Nota C7, il vettore a (u) pud naturalmente essere co§tru1to 1gnl?-
rando le relazioni non lineari 7, = n,(u). Basta. mfa?tl applicare al Slslte{]]l[a szatg
configurazione variata i metodi della cinematica lineare, come sara 1llus

nell’Esercizio 6.
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Esercizio 5: Dimostrare che la variazione di uno spostamento rigido piano finito ridotto ad un
polo O, € uno spostamento rigido piano infinitesimo ridotto al polo ', posizione variata dj ()

A
| A
y
o0
5\/‘0\ ///// /,KH/"'/ ‘“
O =
5110
Vo
0w o

Con riferimento alle notazioni in figura, la FGSR (1.2) in forma scalare si scrive:
up =ty +x(cos@ —1) - ysinf, v, =v, + xsind+ y(cosd — 1) (a)
A seguito dello spostamento ( %,,v,,8), il punto P(x,y) si portain P'(x',y'), di coordinate
X'=x+u, =u, +xc0s0~ysinf, y' =y+v,=v,+xsind+ ycosd (b)
Facendo la variazione delle (a) e utilizzando le (b) si ha: -
Oup = Ouy — (xsinf + ycos )86 = Suy ~ (y' — v, )60
vy = 6v, + (~ysind + xcos )50 = &v, + (x' — )30 "°'

Le (c) rappresentano uno spostamento rigido infinitesimo ridotto al polo O

Esercizio 6: Con riferimento al sistema dell’Esercizio 4 si determini la componente orizzontale
n=uy dello spostamento del punto H di applicazione delle forze, congruente con spostamenti
infinitesimi du e 60 assegnati a partire dallo stato variato. Si applichi prima la (10), poi
I’Osservazione 10.

Poiché ¢
1= (l+u)sinf (a)
differenziando si ha:
Ou
on = [sin@ (1+u)cos6’] (b)
66
da cui
a(u)=[sind (I+u)cosd]’ ()

Applicando invece i metodi della cinematica lineare, si costruisce a(u) per elementi. Assegnan-
do uno spostamento generalizzato per volta (du=1, 56=0; du=0, 56=1) si hanno i campi di spo-
stamento rispettivamente in Fig. (a) e (b). Le componenti orizzontali dello spostamento di
sono gli elementi di a(u).
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N \\

; N
: N o
\ .
- AN
S L7 5
W (Hu)sing
L o

. (HHu)cosd
(a) siné (b)

¢ Osservazione 11. Nell’Esercizio 6, a prima vista, sembra violata 1’Osservazione 8.
Cosi non &, in quanto (u, 6) rappresentano fraslazioni del punto materiale descritte
in un riferimento polare, e non una traslazione ed una rotazione.

1.6 La matrice di congruenza infinitesima del sistema deformato

Procedendo come nel paragrafo precedente, si voglia determinare lo stato di deforma-
zione infinitesima J¢ congruente con il campo di spostamenti infinitesimi
Su = (Su,,50) , assegnato a partire dalla configurazione variata C”, individuata dagli
spostamenti generalizzati u (Fig. 5).

iy ; ,;
C S/ A// /4
“; //{ YXﬁ :::&\‘
" AN, &I A
e % =" e+68
=0

Fig. 5 Spostamenti &u e deformazioni infinitesime 8¢ sovrapposti ad uno stato variato C’

Poiché & £=d(u) (Eq. 2), differenziando si ha:
o¢ = D(u)éu (12)
dove si ¢ posto:
Ad(u) , D= ad;
Au " Bu

J

D(u):= (13)



320  Cap. 9 - Introduzione ai problemi geometricamente non lineari

Nella (12) D(u) & una matrice che fornisce le deformazioni infinitesime Se congruent;
con gli spostamenti infinitesimi Su, assegnati a partire dallo stato variato u; essa rap-
presenta la matrice di congruenza infinitesima del sistema deformato.

¢ Osservazione 12. Nota C”, la matrice D(u) pud naturalmente essere costruita ap.
che ignorando le equazioni di congruenza non lineari (2). Basta infatti applicare 4
sistema nella configurazione variata i metodi della cinematica lineare,

Come
I’Esercizio 7 che segue illustra.

Esercizio 7: Con riferimento al sistema dell’Esercizio 4 si determini la matrice di congnienza
infinitesima del sistema deformato applicando prima la (12) e poi I’Osservazione 12.
Dalle (b) dell’Esercizio (4) &

d={u (H+u)sing}’

applicando la (12) si ha:
M, A, 1 0
1Z7)
D(u) = 21 e (b)
_o’i/l —2| |sin@ (/+u)cosd

Se invece si applicano i metodi della cinematica lineare si pud costruire D(u) per colonne. Con
riferimento alle Fig. (a) e (b) dell’Esercizio 6, per du=1 e 66=0 si ha &=1, &=sin8, per du=0 e
66=1 si ha £=0, &,=(l+u)cos 6. Le deformazioni cosi ottenute sono le colonne di D(u).

1.7 Dualita

Analogamente a quanto dimostrato nell’Osservazione 3.5 con riferimento allo stato
indeformato, tra il vettore d’influenza dello spostamento a.(u), che appare
nell’Equazione (10), e il vettore di riduzione al polo b{u), presente nell’Equazione
(6), sussiste la proprieta di dualita

a (w=b,(u) Vu (14)

I primo vettore raccoglie infatti i coefficienti della combinazione lineare che esprime
la componente di spostamento infinitesimo on, (Fig. 4) in funzione degli spostament
generalizzati (infinitesimi) riferiti al polo O (Osservazione 8) e misurati a partire
dalla configurazione variata C”. 1l secondo rappresenta il contributo della forza F,,
duale dello spostamento &7, agente nella stessa configurazione variata, al vettore
delle forze generalizzate attive riferite allo stesso polo O’ (Osservazione 5). Un esem-
pio ¢ offerto dall’Esercizio 6, dove il vettore a(u) trovato (Eq. ¢) coincide con il vetto-
re b(u) che rappresenta il contributo della forza duale F alle forze attive generalizzate
(Eq. a) dell’Esercizio 4. Stante le (I1). (14) pud dunque scriversi che:
_on,(u) _on,
b (W) ==L, 4, = (15)

J

Un’altra proprieta di dualita lega la matrice di congruenza infinitesima D) (13)ela

par. 9.1 - 1l problema elastico geometricamente non lineare 321

matrice di equilibrio E(u) del sistema deformato; ¢ infatti:
E(uw)=D"(u) Vu (16)

come si € gia dimostrato nella teoria lineare per un generico sistema di corpi r'igidi efd
organi elastici. Assegnato u, infatti, il sistema assume una data configurazione: in
questa E(u) esprime I’equilibrio tra le tensioni agenti (mdlpendentementg da'll.e cause
che le hanno prodotte), e le forze attive; D(u) esprime invece le dgff)rmazmm mﬁmtgt
sime misurate a partire da quella configurazione. Poiché, come si ¢ dettp, entrgmbl i
problemi, cinematico e statico, sono riferiti agli stessi poli Q’, la (16) e’soddls.fgtta.
Ad esempio la matrice E(u) dell’Esercizio 4 (Eq. a) e la‘matrlce D(u) dell’Esercizio 7
(Eq. b) verificano questa proprieta. Stanti le (13) e (16) &:

é’d(u)) ! p od,

A ' o
U;

E(u) :(

1.8 1l teorema dei lavori virtuali: 1a formulazione integrale dell’equilibrio

Le due proprieta di dualita, (15) e (17), permettono di dimostrare la v.ali<.iit£1 d'e! N4
anche in campo non lineare. Si consideri un sistema di forze e tensioni equilibrato
nella configurazione variata C” (Eq. 6;), tali cioé che:

E(u)o = f(u) (18)

ed un campo di spostamenti virtuali su e deformazioni virtuali d& congruenti asse-
gnati a partire da C”, tali cioé che (Eq. 12):

D(u)dn = 5¢ (19)

Il lavoro virtuale esterno risulta:

on,
A

T T -
L =S Fép, = ZF,( ) Su = (z Frb,(u)) du =[f(w)]’ su (20)

avendo usato la (15) e poi la (6;); pud percio esprimersi in termini di forze generaliz-
zate. Utilizzando poi le (18), (16) e (19) si ha:
L, =[fw)] éu=o"[EW)] su=0c"D()du=0c"5c = I, Q1)

Risulta percio dimostrata ’ELV.

L’ELV puo essere utilizzata per formulare I’equilibrio (corollario degli spostamenti
virtuali). Imponendo che sia:

[fw] su=0c"de  V(5u,56)D(u)du = S& (22)

si ricava, con facili passaggi, la condizione di equilibrio (18).
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Esercizio 8: Applicando la formulazione integrale, si ottengano le equazioni di equilibrio nop
lineari del sistema dell’Esercizio 4.

A partire dalla generica configurazione variata (Fig. (b) dell’Esercizio 4) si assegnano .i‘»_-;].
spostamenti virtuali (Fig. (a) e (b) dell’Esercizio 6). Il punto H subisce uno spostamento vir.
tuale di componenti:

- Buy, =sin@du + (I + u)cos886, v, = —cosbou+ (I +u)sind56 (a)
e le molle subiscono deformazioni:
Og; = du, Oe, =sinbou+ (I +u)cosdoo (b)
Il lavoro virtuale esterno ¢:
L, = Féuy, — Pév, = (Fsinf+ Pcos&@)ou + (I + u)(F cosd — Psin0)o0 (c)
11 lavoro virtuale interno é:
L, = 0,08, + 5,0¢, = (0, + 5,8In0)u + 6, (I + u)cos 856 (d)
Eguagliando i due lavori si ha (ELV):
[(o, +0,5ind) ~ (Fsing + Pcos6)|6u + (I + u)[o, cos O~ F cosd + Psin0)[60 = 0( 5, 56) (¢)

da cui si riottengono le equazioni di equilibrio (a) dell’Esercizio 4.

1.9 1l teorema di stazionarieta dell’energia potenziale totale

Il teorema di stazionarieta dell’EPT, dimostrato nel Par. 6.2.5 in ambito strettamente
lineare, conserva la sua validita in campo non lineare. L’ EPT ¢ definita come:
U(u) = @(u) — W(u) (23)

dove
d(u) = —;—[E(U)]Tcg(u) 24)

¢ ’energia potenziale elastica, e
W(u)=Y F.r,(w) (25)

¢ il potenziale dei carichi, uguale al lavoro compiuto dalle forze F, (supposte indipen-
denti dalla posizione u) negli spostamenti 7, dei punti di applicazione. Sostituendo
ad &(u) le condizioni di congruenza non lineari (2), si ha:

U(u) = %[d(u)]T Cd(u)- Y F,7,(u) (26)

* Osservazione 13. L’EPT ¢ in generale una funzione trascendente degli sposta-
menti generalizzati u, a differenza del caso lineare (Eq. 6.23) in cui ¢ semplice-
mente una forma quadratica. Cio ¢ conseguenza delle non linearitd geometriche
che intervengono sia nelle equazioni di congruenza e=d(u), che nelle relazioni
7 = 1n,(u).
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imponendo la stazionarieta di U(u) si ha:

SU) = [8d(w)] Cd(w) - ¥ F,6n,(w)=0  Véu Q7)
Stanti le proprieta di dualita (17) e (15) ¢:

od(u) =

Al ~ on, ] o
é(uu)&l:[E(u)]Y Su, 57;,(.1):[ &“} su=[b, )] cu (28

per cui la (27) si scrive:
5uT[E(u)Cd(u) - f(u)] =0 Vv éu (29)

avendo usato la (6,). Dalle (29) seguono le equazioni di equilibrio non lineari (9)
espresse in termini di spostamenti.

o Osservazione 14. A differenza della teoria lineare non ¢ piu assicurato che U at-
tinga un minimo in un punto di equilibrio, potendo questo essere anche un massi-
mo o un punto non estremale. Questa circostanza influenza la qualita
dell’equilibrio, che puo essere stabile o instabile. Un cenno su questo problema sa-
ra dato nel seguito (cfr. Par. 11.4.6).

Esercizio 9: Seguendo la formulazione variazionale si ottengano le equazioni di equilibrio non
lineari del sistema dell’Esercizio 4, espresse in termini di spostamento.

L’EPT si scrive:
U= (ce? 2)— Fu, + P
=3 (G +c2£2)— uy + Pvy, (a)
dove &, &, uy e vy sono funzioni non lineari degli spostamenti generalizzati u e &
g =u, & =({+uwsinG, wuy =({+u)sing, v, =1[-(+u)cost (b)

Sostituendo nell’ EPT, a meno di una costante inessenziale, si ha:
U= % cu’ + % c,(I +u)*sin*@ - F(I + u)sin@ - P(I + u)cosf (©)
Per la stazionarieta di U devono annullarsi le derivate parziali:

%f— =cu+c,(I +u)sin’@ - Fsind — Pcos@ =0
(d)

% =c, (I +u)’sinfcos@— F(I + u)cosd+ P({ + u)sinf =0

che costituiscono le cercate condizioni di equilibrio, gia ottenute nell’Esercizio 4.
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2. La teoria linearizzata

2.1 L’analisi incrementale

Le equazioni non lineari dell’equilibrio descrivono tutte le possibili soluzioni del pro-
blema elastico. Tuttavia, per strutture complesse, sono di difficile scrittura ed ancora
di piu difficile soluzione. Nell’ottica di una soluzione approssimata del problema ri.
sulta piu agevole la seguente strategia: anziché far agire il carico direttamente ¢ m il
suo valore finale, lo si fraziona in piccoli incrementi e si segue I’evoluzione del Siste-
ma. In questo modo il cambiamento di geometria corrispondente ad ogni increment
(passo) di carico ¢ piccolo, cosicché si possono ricercare posizioni di equilibrio infj.
nitamente prossime a quella determinata al passo precedente, e percio governate da
equazioni lineari nell’incremento di spostamento. 1l problema non lineare & quindi
ricondotto alla soluzione di una successione di problemi lineari. Ciascuno di questi.
pero, ¢ relativo ad un sistema presollecitato in quanto sottoposto a tutti gli increment;
di carico precedenti; deve essere quindi specificamente formulato. II metodo, detto dj
analisi incrementale, & suscettibile di diversi raffinamenti tecnici; tuttavia la sua de-
scrizione esula dagli scopi di questo testo. Qui ha interesse invece formulare e risols e-
re il problema linearizzato dell’equilibrio di un sistema presollecitato (che pud essere
visto come il singolo passo del metodo illustrato): la teoria che ne discende & defta
teoria linearizzata. La formulazione permettera di studiare i fenomeni di cui si ¢ detto
nel Par. 1.1 e che verranno analizzati nel successivo Cap. 10.

2.2 Il problema elastico incrementale

Il problema si pone in questi termini. E data una struttura la cui configurazione natu-
rale ¢ C'(Fig. 6a). Applicato un sistema di forze F = {F } (r=1,2,..), la struttura si
porta in una configurazione equilibrata e congruente C in cui le tensioni sono & , e
deformazioni £ e gli spostamenti, misurati a partire da C, sono i (Fig. 6b). Valgono
percio le (7) e (8) calcolate in C

D'c=f, ¢=Cz& &=d(i) (20)

dove D =D(@) = [EQi)]" ¢ la matrice di congruenza infinitesima in- C (trasposta
della matrice di equilibrio); per la (17), & anche uguale a:

p-A 31)
O‘h u=u
Inoltre é&:
f= ZB,F; (32)

con b, =b, (i) . Tutte le grandezze relative a C sono assunte note. C ¢ detta con-
figurazione di presollecitazione ed & assunta come configurazione di riferimento; & ,
£ ed F, sono rispettivamente dette la pretensione, la predeformazione e le forze di
presollecitazione.
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(c) F+F

Fig. 6 (a) Configurazione naturale C; (b) configurazione di presollecitazione C () configu-

razione variata C’

e Osservazione 15. A differenza della teoria non lineare, dove la conﬁguraziox}e Qi
riferimento & quella naturale, nella teoria linearizzata la configurazione di riferi-
mento € quella presollecitata.

Sul sistema presollecitato agiscano poi delle forze incrementali F ={ FX.} (s:.l.,Z,:..). Il/
sistema muta la propria geometria e trova una nuova configurazione di equilibrio C’

detta configurazione variata (Fig. 6c).

¢ Osservazione 16. Con riferimento al sistema dell’Esercizio 4, assunta P come pre-
sollecitazione ed F come forza incrementale, la configurazione naturale; ‘e‘: quella di
Fig. (a); la configurazione di riferimento ¢ rettilinea, in cui la molla 1 s1 ¢ allungata
di P/cy; la configurazione variata € quella di Fig. (b).
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Nella configurazione variata C” il problema elastico ¢ governato dalle (7):
[Pw] o=fu), oc=Ce &= (33)

dove D(u? =[E(u)]" = &/ ¢ la matrice di congruenza infinitesima in £ (traspos
della matrice di equilibrio) e dove u, £ e o sono misurati a partire da C Nelle (33)

f(u)=3b,(WF, +3b (0)F (34)

la

sono le forze generalizzate, date dalla somma di due contributi, delle forze di presol.

lecitazione e delle forze incrementali, tutte riferite alla posizione attuale dei poli d;
riduzione.

, . . . .
In C” le tensioni o, le deformazioni ¢ e gli spostamenti u posSsono essere espressi
nella forma incrementale:

O=0+0, £€=E+& u=u+u (35)
dove o, £ ed 0 sono gli incrementi rispettivamente di tensione, deformazione e
spostamento, relativi al passaggio del sistemada C a C".

Il problema elastico incrementale si pone in questi termini: noti gli spostamenti i, le
deformazioni £ e le tensioni & che soddisfano le (30) (relative allo stato di presolie-
citazione), determinare gli incrementi di spostamento &, di deformazione ¢ e di ten-

sione o che soddisfano le (33) (relative allo stato variato).

2.3 La linearizzazione negli incrementi: ’equilibrio adiacente

A questo punto si introduce un’ipotesi fondamentale: gli incrementi di forza F. e i
corrispondenti incrementi di tensione & , deformazione & e di spostamento 0 ;om
tutti piccoli dello stesso ordine. Le equazioni del problema elastico (33) possono
quindi essere linearizzate negli incrementi (da cui il nome teoria linearizzata). Poiché
C” ¢ infinitamente vicina a C & anche detta configurazione adiacente ¢ lo stato di
equilibrio ad essa relativo & pure detto stato di equilibrio adiacente.

Si incominci con il linearizzare le equazioni di equilibrio (331), nonché le (34). Stante
la (35;), la matrice di congruenza D(u) ed i coefficienti b,(u) possono anch’essi essere
espressi nella forma incrementale:

D(u)=D+D, b,(u)=b, +b, (36)
dove, a meno di infinitesimi di ordine superiore, ¢:
D=%D,i, b, =>b,u (37)
k=1 k=1
con
p =P L
Cou S " ou G

o
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o Osservazione 17. La matrice D, rappresenta I’incremento della matrice di con-
gruenza infinitesima D del sistema, conseguente al passaggio dalla configurazione
di presollecitazione a quella adiacente, individuata da #, =1 ¢ u, =0 per j#k. La
sommatoria che appare nella (37;) esprime dunque I’incremento D della matrice D
come sovrapposizione di effetti (si veda poi I’Esercizio 11). Analoga interpreta-
zione sussiste per i vettori by,

o Osservazione 18. Poiché le operazioni di trasposizione e derivazione sono per-
mutabili, ¢ anche E, =D/, con E, = FE/du, |,_; -

Utilizzando le (36), ’equazione di equilibrio (33,) si scrive:
(ﬁT+1’)7‘)(5+c‘r)=f+Zb,F, +3 (B +b, ), (39)

Tenuto conto dell’equilibrio preesistente (Eq. 30,) e linearizzando negli incrementi si
ha:
D'6c+D'G=3b,F, +3bF, (40)

¢ Osservazione 19. Le equazioni di equilibrio incrementale (40) hanno la seguente
struttura: gli incrementi di tensione o sono riferiti alla geometria iniziale (cio¢ i
punti di applicazione e le direzioni delle forze sono valutati in C ); le tensioni
preesistenti & sono invece riferite al cambiamento di geometria (cio¢ alle varia-
zioni delle coordinate dei punti di applicazione e delle direzioni delle forze). Una
circostanza analoga si verifica per le forze attive: gli incrementi di forza F, sono
riferiti alla geometria iniziale, le forze preesistenti F,al cambiamento di geome-
tria.

2.4 Le equazioni dell’equilibrio adiacente in termini di spostamento

Per esprimere le (40) in termini di spostamenti incrementali occorre usare le (37) che,
per quanto detto nell’Osservazione 17, forniscono D e b, come funzioni lineari di
i, ed inoltre porre nella forma incrementale, oltre alla (33;), anche le (33,) e (33;).
Per queste ultime si ha:

6=Cé £&=Da (41)

in quanto, tenuto conto della (31), &:

d(u):d('ﬁ+n)=d(ﬁ)+% w=g+Du (42)
dove & =d (). Sostituendo le (41) nella (40), si ha:
D Cha+ T, [ﬁ,{a n zs,kf,) YA 3)
k=1 r K3

Le (43) possono essere riscritte in forma compatta come:
Kua+Gu = f (44)
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dove:
K = ﬁTCﬁ ( 45 )
€ la matrice di rigidezza elastica,
G=G,_+G,
G,=[D/5 DI5 . ]3] 46)

Gf = ~[Zbrlﬁ; Zbrlﬁ; meF'r:I
r 14 r
¢ la matrice di rigidezza geometrica, ed
f=%bF (47)
"
¢ il vettore delle forze generalizzate incrementali. Le (44) sono le equazioni lineariz.
zate di equilibrio di un corpo presollecitato espresse in termini di spostamento; sopg
anche dette equazioni di equilibrio della teoria linearizzata,

® Osservazione 20. La matrice di rigidezza elastica K (Eq. 45) ¢ identica alla matri-
ce di rigidezza della teoria lineare; & valutata pero nella configurazione di presolle-
citazione, anziché in quella naturale. Essa tiene conto del solo contributo degli ig-
crementi di tensione riferiti alla vecchia geometria.

Osservazione 21. Se si ignora lo stato di presollecitazione e si applica la teoria
lineare, nelle equazioni (44) si perde il contributo G, legato alla matrice di rigi-
dezza geometrica. Questa dunque caratterizza la teoria linearizzata, e la differenzia
dalla teoria lineare. Il suo significato meccanico verra discusso nel Cap. 10.

* Osservazione 22. La matrice di rigidezza geometrica G, come la matrice dj i gi-
dezza elastica K, é simmetrica

G=G’ (48)
Nulla invece puo dirsi circa la definitezza in segno. Per dimostrare la (48) occorre
innanzitutto osservare che, dalle (38), I’elemento 5,1,(

della matrice D, e
Pelemento b,, del vettore b, sono:

= D, - b,
" uy u:i’ " Iy u=ii
Stanti le proprieta di dualita (17) e (15) segue che:
= &d, &d, s
u,u, ey Ou,0u, e
b~4 = Oﬂz’]r 52777‘ — B
kT T T Uk
cu,Su, o u,du, .

0§
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Ora, dalle (46), ¢:

i indice di iabili, &:
Poiché il secondo e terzo indice di D, e b, sono scambiabili,
VN

da cui G € simmetrica.

reizio 10: Considerato il sistema in Fig. (a), presollqcitato dalla forza ‘75 (Fig. b), sirisolva
- ;roblema elastico incrementale quando sul sistema agisca la forza F' (Fig. ).

% “ %/\%
O/‘{/f% e % ";

L0
= :
¢ § / %
i ks @H ! 1 ",Ma‘ K q.
& - i B A
P
(@) (b)
Nella configurazione di presollecitazione (Fig. b) si ha:
ii=Ple, =0, §=0u, &=0 6,=P, 0,=0 ()
Le equazioni di equilibrio non lineari sono gia state scritte nell’Esercizio 4 (Eq. (a)). Posto:
u=ii+u, 0=0, 0,=0,+0,, 0,=0, (b)
esse si scrivono nella forma (39):
1 siné HE, + 5’1} ) F{ siné }+ F{ _cosH } -
L (I +icosd|| o, (I +1)cosd — (I +u)sinf

in cui si & posto [ =/+ %, lunghezza della molla verticale x}glla conﬁgurazione di rl‘fgu:e:itloi-.
Tenuto corlljto che sin@= @, cosf =1, e linearizzando negli incrementi, le equazioni di eq

brio (c) si pongono nella forma (40):

ook el Al

(d)
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Le equazioni di congruenza (b) dell’Esercizio 4, in forma incrementale sono:
&+ & =u+u, & +é& =(+u)snd (€)

Linearizzando negli incrementi e sostituendo le (a3), (a4) si ottiene:

HERN

del tipo (415) (si noti la dualitd). Utilizzando il legame costitutivo si ha:
d']=clil, é'2=czi9 f‘:”

che, sostituite nelle equazioni di equilibrio incrementale, forniscono:

ol )

Esse sono del tipo (44), con G,=0, G#0. Risolvendo si ha:

u=0, 0= ,F = (i)
¢l + P
e quindi, dalle (f) e (g):
‘ . Fl . , F
E] =0, 82 = = = O-l :O, 0'2 =l “I
¢, + P 1+ P/ (c,])

¢ Osservazione 23. Nelle equazioni di equilibrio incrementali dell’Esercizio {10),
appare una lunghezza, [ = [+, che tiene conto dell’effetto del cambio di geome-
tria dovuto alla presollecitazione. Tuttavia, se la struttura & sufficientemente rigida,
¢ u <<l, cosicché / =/ in tal caso & lecito confondere la configurazione ‘di pre-
sollecitazione con quella naturale. Cid ovviamente non vuol dire che si trascurano
le presollecitazioni (che invece sono presenti e danno luogo alla matrice geometri-
ca) ma soltanto che si trascurano gli effetti geometrici prodotti dalle presollecita-
zioni. L’approssimazione ¢ comunemente usata nelle applicazioni; essa consisie
nell’assumere # = 0, cosicché nelle (42)+(44) é:

D =D(i)=D(0), D, = ;’;'_5_

k

=Y
=

u=u u=0
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2.5 La scrittura diretta delle condizioni di equilibrio adiacente

La teoria linearizzata sviluppata nei paragraﬁ‘precedenti presuppone la conoscenza
della cinematica non lineare del sistema, espressa dalla funzione di congruenza (2)
d(u) e dalle relazioni (1) 7,(u) che, come si ¢ detto, sono di difficile scrittura. Tutta-
via di queste viene fafto un uso limitato, in quanto esse intervengono nella formula-
zione solo attraverso le loro derivate prime e seconde. In particolare le derivate prime
(matrice E = D’ e vettori b, ) compaiono nelle definizioni della matrice di rigidezza
elastica K (Eq. 45) e nel vettore delle forze incrementali (Eq. 47); le derivate seconde
(matrici D, e vettori b, ), compaiono nella definizione della matrice di rigidezza
geometrica (Eq. 46). L’analisi non lineare appare dunque esuberante, rispetto agli
obiettivi che si perseguono. D’altra parte le derivate prime sono le stesse che com-
paiono nella teoria lineare, per le quali é dunque sufficiente studiare la cinematica
lineare nell’intorno della configurazione di riferimento; le derivate seconde, invece,
possono essere piu agevolmente calcolate analizzando ancora la cinematica lineare
del sistema , ma nell’intorno della configurazione variata, come si ¢ discusso nelle
Osservazioni 17 e 18. Costruite infatti le matrici D(ii + @) e D(u), la loro differenza
fornisce D ; analogo discorso vale per b,. L’esercizio che segue chiarisce il procedi-
mento.

Esercizio 11: Si risolva il problema dell’Esercizio 10 evitando la scrittura delle equazioni non
lineari di equilibrio e di congruenza.

Si calcolano i diversi termini che compaiono nell’equazione incrementale di equilibrio (40). Si
studia dapprima la cinematica lineare nell’intorno della configurazione presollecitata (Fig. (b)
dell’Esercizio 10). Si ha (Fig. d):

o o=

gia ottenuta nell’Esercizio 10 (Eq. ). Si studia poi la cinematica lineare nell’intorno della con-
figurazione adiacente (Fig. d). Sovrapposta a questa uno spostamento infinitesimo (ou,00) ,
procedendo per sovrapposizione di effetti, si hanno i campi di spostamento in Fig. (e)
(01 # 0,80 = 0) ed (f) (Su=0,600). Le deformazioni infinitesime associate sono:

s, [1 0 1(ou 1 0
=l pdacuiD=f _ )
de,| |0 1+14]60 8 Il+u
dove D ¢ la matrice cinematica in C’. Poiché D=D + D &:
1 0] 0 o] [o o] [t o] o o
D= +u + = I+ (o)
0 7] jo 1 |1 o o i| |6 u

che esprime D (o equivalentemente la sua trasposta E) come sovrapposizione di effetti (si ve-
dano le Osservazioni 17 e 18).
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50 »0 ] *,59
@ I © ®
ig o . 5” 4)‘ % «
‘ o, (I +i)56
L’operatore incrementale di equilibrio & dunque:
N (U
DT = (p)
0 u :

Per calcolare i vettori BF eb » Telativi, rispettivamente alle forze incrementali ¥ e di presol-
lecitazione P , occorre calcolare il contributo delle forze (poste d’intensita unitaria) alle equa-
zioni di equilibrio alla traslazione nella direzione longitudinale della molla 1 e alla rotaziope

_intorno ad O. Per la forza incrementale F si fa riferimento alla configurazione di presoliecita-
zione C (Fig. b, cfr. Osservazione 19); si ottiene:

bo={0 1} @
Per la forza di presollecitazione P , nella configurazione di riferimento é:
b, ={1 o} )
mentre nella configurazione adiacente (Fig. c), é:
b, = {1 - 9’} ! 9)

Per differenza si ha:
. — - T
bpsz—bP:{o -10} 1)

Sostituendo le (my), (p), (q) e (t) nell’Equazione (40) si riottiene la (d) dell’Esercizio 10, da
dove si procede nello stesso modo.

¢ Osservazione 24. Il procedimento descritto e poi esemplificato nell’Esercizio 11 si
presta ad una facile implementazione in un programma di calcolo automatico
(questo calcolera tra le altre grandezze, n+1 matrici cinematiche, o di equilibrio, di
altrettanti sistemi deformati in cui sia stato attivato uno spostamento unitario #,
per volta). E inoltre servito a chiarire che, nella teoria linearizzata, lo studio della
cinematica non lineare puo essere sostituito da un’analisi cinematica lineare
nell’intorno della configurazione deformata. Tuttavia, nelle applicazioni manuali
relative a sistemi semplici, una volta individuata la generica configurazione adia-
cente, € piu facile scrivere in essa direttamente le equazioni di equilibrio, espri-
mendo le tensioni ¢ le forze in forma incrementale e trascurando gli infinitesimi di
ordine superiore al primo. L esercizio che segue illustra il metodo.
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Esercizio 12: Nel sistema in Fig. (a), le molle sono soggette ad una preteqsione o (stato di
coazione). Si risolva il problema elastico incrementale quando sul sistema agisce la forza F .

F .
—_— 17
/
/ )
# | 2 F R
n/4-0/2 n/4+6/2
(a) L)) ©

Si assume la rotazione @ quale parametro lagrangiano. Nello stato presol!ecitato (Fig. g) 3
# =0, cosicché lo stato adiacente (Fig. b) ¢ individuato da 6= 9.. A seguito della rotazione
infinitesima @ il punto B si sposta orizzontalmente di izB‘ = 91 (Fig. ¢). I?rmettando u, nelle
direzioni originarie delle molle si determinano le deformazioni incrementali:

V2 V2

‘él = 7 19, 6:2 S —2—
Per calcolare le rotazioni delle molle si proietta i, in direzione normale e si divide per la lun-
ghezza (indeformata) della molla; si trova:

10, (a)

0
== (b)
O =@, 5

Nella configurazione adiacente le tensioni valgono:

2 2
cr,:5+cé,:5+7d€, O'2=O'+C£‘2=O'—-7619 (©)
1. equazione di equilibrio lagrangiana ¢ equazione dei momenti rispetto ad 4. Nella configu-
razione adiacente si scrive:
o Isin(/4 - 6/2) - o, Isin(x/4 + 6/2) - 2IF = 0 (d)

Tenuto conto delle (c) e che: 5
: 2. .
sin(z/4+6/2) = - 6/2)+0(8%) (e)

sostituendo nelle (d) e linearizzando si ha:

(dz - g 15]9‘ =2IF ()

da cui:

(c[2 - ﬁ/&j
2
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Si noti che in questo caso il termine geometrico & negativo. Da un punto di vista meccanico ¢
si spiega osservando che, nella configurazione adiacente, il braccio rispetto ad 4 della p :
sione o agente sul tratto B'D ¢ maggiore di quello agente sul tratto B'C; poiché detta p
sione da un contributo al momento in 4 dello stesso segno della forza incrementale !
I’azione della pretensione sul sistema ¢ in questo caso di tipo instabilizzante. Questa proi”:-‘--"

tica verra affrontata nel Cap. 10. T

2.6 La formulazione integrale dell’equilibrio

Nel Par. 1.8 si ¢ discussa ’applicazione del TLV ai problemi geometricamente nog
lineari. Questo pud naturalmente essere specializzato alla teoria linearizzata, che ¢ |
pitl semplice teoria non lineare. Nella configurazione variata C” le forze di presolle.

citazione F,, le forze incrementali F, e le tensioni ¢ = o + o si fanno equilibrio

assegnato un campo di spostamenti Su virtuali che porta il sistema da C’a €

(Fig. 7), vale PELV:
2:‘ﬁ16h1'+725‘F;5Zh = CTTéig (49)

dove o7,, Sn, sono gli spostamenti virtuali dei punti di applicazione delle forze
congruenti con dua (Eq. 10): ;

51, = al (w)dia =b] (n)da (50)
ed inoltre 8¢ ¢ la deformazione congruente con ou, data dalla (12):
o¢ =D(u)s (51)

7.

(b)
Fig. 7 Spostamenti virtuali 54, assegnati alla configurazione C':(a) configurazioni success|
ve, (b) componenti di spostamento secondo una retta r

L'e (.50) e n descriyono la cinematica virtuale del sistema nell’intorno di C7; essa
richiede il calcolo dei vettori b, (u) e della matrice di congruenza infinitesima D(u)
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poiché, comunque, per ipotesi C” ¢ infinitamente vicina a C (teoria linearizzata),
queste grandezze possono essere calcolate come sviluppo in serie a partire da u=1u :

b,(u):b,(ﬁ)+id)’ i, =b,+b,
k= =u
e (52)
D(u):D(ﬁ)+i§2 i, =D+D
k=l kfu=i

avendo usato le (37). Corrispondentemente, dalle (50) ¢ (51) si ha:
51, = on, + 61, Oe =0+ o€ (53)

dove:
5n, =blsu, &i, =blon, si=Dow, &= D it (54)
Nelle (54) 67, e O¢ rappresentano rispettivamente spostamenti e deformazioni vir-

wali assegnati a partive da C | anziché da C’. mentre 57, e 0 rappresentano delle
correzioni che tengono conto del fatto che spostamenti e deformazioni virtuali vanno

invece assegnati a partire da C".

e Osservazione 25. Gli spostamenti 67, € 0 possono essere calcolati come diffe-
renza tra le relazioni che esprimono la cinematica lineare nell’intorno di €7 e di
C . Questo ¢ il procedimento che si ¢ seguito nel Par. 2.5 (cfr. Esercizio 11) per
calcolare b, ¢ D (cioé proprio o7, € O€ ).

Espresso o nella forma incrementale o =& + &, e sostituendo le (53) nell’ ELV (49),
si ha:
S FL(1, + 511,) + X E (81, + 57),) = (G + 6)' (0% + 5E) (55)

Tenuto conto che:
S FEon, =6 (56)

rappresenta I’ ELV per il sistema presollecitato sottoposto a spostamenti e deformazio-
ni congruenti infinitesimi assegnati da C ,la(55) si scrive:

S E.8i, + Y F,01, = o 86+0'5¢ (57)

avendo trascurato i termini di ordine superiore. La (57) costituisce la forma incre-
mentale dell’equazione dei lavori virtuali.

« Osservazione 26. L’ ELV nella forma incrementale (57) & costituita da quattro ter-
mini. Il secondo e il quarto sono quelli classici della teoria lineare, ¢ rappresentano
il lavoro virtuale compiuto dalle forze ¢ tensioni incrementali, FS e o, negli spo-
stamenti e deformazioni &n, e ¢, misurati dalla configurazione di riferiment:
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C . 1rimanenti due termini rappresentano il lavoro compiuto dalle forze e tensiong
di presollecitazione, F, ¢ & , nelle correzioni degli spostamenti e deformazion,
quando questi ultimi sono calcolati a partire da .
L’ELV (57) puo essere utilizzata per ricavare le equazioni di equilibrio 10)
(formulazione integrale dell’equilibrio), imponendo che essa valga per ogni SPOSta.
mento virtuale i congruente. Infatti, sostituendo le (54), la (57) si scrive:
&T[zﬁb,+zﬁysx—b7‘a~ﬁ%j:o v i (58)

da cui la (40). Per ottenere le equazioni di equilibrio in termini di spostaments §
basta usare le (37) e tenere conto che o = Cé¢ = CDu.

2.7 Applicazioni della formulazione integrale

Per ottenere le equazioni incrementali di equilibrio secondo la formulazione integrale

si procede come segue. _

L. Si studia la cinematica lineare nell’intorno di C e si determinano le deforma-
zioni reali & =Du, le deformazioni virtuali & = D&a (formalmente analoghe
alle precedenti) nonché gli spostamenti virtuali &7, e &7, rispettivamente dualj
delle forze di presollecitazione e delle forze incrementali.

IL.  Sistudia la cinematica lineare nell’intorno di C” e si determinano gli sposiamenti
virtuali 67, dei punti di applicazione delle forze di presollecitazione e le defor-
mazioni virtuali 8¢, per differenza si calcolano le correzioni &7, = &1, — 61, ¢ le
deformazioni 8¢ = dg ~ J5¢ .

HI. Si sostituisce nell’ELV incrementale (57) e si impone che essa valga per ogni
ou ; si ottiene cosi I’equazione di equilibrio incrementale.

IV. Esprimendo le tensioni incrementali in termini di spostamenti incrementali.
& = Cé = CDu, si ottengono le equazioni di equilibrio in termini di spostamen-
ti.

* Osservazione 27. La formulazione integrale richiede lo studio della sola cinemati

ca lineare, sia nell’intorno di C che di €7, in accordo con la scrittura diretta
dell’equilibrio adiacente (cfr. Osservazione 24).

Esercizio 13: Utilizzando il 7LV si formuli il problema elastico incrementale per il sistema in
Fig. (a).

Si trascurano gli spostamenti di presollecitazione u, (cfr. Osservazione 23). Nella configura
zione di riferimento ¢ &, = P/2, &, = P/2, &, =0. La configurazione adiacente & indivi-
duata dalle traslazioni #,,v, di O=D e dalla rotazione . Tuttavia & facile verificare che I
spostamento v, ¢ nullo; infatti, se cosi non fosse, v, produrrebbe variazioni di tensione nelle
molle 1 ¢ 2 che altererebbero I’equilibrio preesistente nella direzione verticale. Si assume per-
tanto direttamente w = (ao,é) (Fig. b). L’ELV (57) si scrive:

= P&ic + Fity = 5,08, + 5,06, + 6,06, + 6,08, + 6,6¢, (a)

o 9.2 - La teoria linearizzata 337
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/ !

Dalla cinematica lineare intorno a C siha(passo I):

& =10, & =-10, & =u,+10 (b)
a cui corrispondono gli incrementi di tensione
6, =clf, &, =-clb, &, =cli,+10) ()
Le rotazioni delle molle valgono:
Bi= = =0 @

Si assegnano poi spostamenti virtuali &, € 50 . Se questi sono dgti nqll’intomo dj C.la ci-_
nematica & formalmente analoga a quella delle grandezze reali (si ricordi I'Osservazione 6.9); si

ha:
S0 =0, Oy =0y, 06 =150, 88 =~160, ¢, = b, +150 (e)

Assegnandoli invece nell’intorno di C” (passo 1) si hanno g!i spostqmenti pelle. Fig. (¢) e (d),
dove si & proceduto per sovrapposizione di effetti. Dall’analisi della cinematica si ha:

Sv,. = 1056, uy = ity ~1056; S&, = §,Sity +150, 86, = ¢, — 150, 5&, = Gt +156 ()

Sottraendo a queste ultime le (e), e tenendo conto delle (d), si ottiene (passo i):

5. = 1650, i, = ~1050, 5g,=—1°—&10,552:—;~&10,553=0 (g)

Sostituendo le (g) ed (e) nella (a), ed imponendo che quest’ultima sia soddisfatta per ognidu, ¢
56, seguono le equazioni di equilibrio (passo HI):
F:Fi‘lzm}, _Blf=cl- 0+ 6, @

Esprimendo le tensioni incrementali in termini di spostamenti incrementali (passo IV) si ottie-

R

che & del tipo (44).
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Y

Si, 20, 60=0
(©)

2.8 La formulazione variazionale dell’equilibrio

Si specializza alla teoria linearizzata il metodo variazionale discusso nel Par. 1.9 rela-
tivamente al problema non lineare. Si ¢ detto che le equazioni non linear
dell’equilibrio, espresse in termini di spostamento, possono essere ottenute imponen-
do la stazionarieta della funzione energia potenziale totale. Questa si scrive:

U:%ETCH—ZF,O,-ZFV(U;—E.\) (59)

dove, nell’esprimere il lavoro delle forze incrementali F,, si ¢ tenuto conto del fatto
che esse sono applicate a partire dalla configurazione di presollecitazione. In generale
PEPT ¢ una funzione trascendente degli spostamenti u =@ + u, e quindi, essendo
noto, degli spostamenti incrementali a . Tuttavia, nella teoria linearizzata ¢ sufficiente
assumere per U un’espressione approssimata. Infatti, poiché si vogliono ottenere
equazioni lineari negli incrementi di spostamento u, I’energia potenziale totale deve
essere una funzione quadratica degli stessi spostamenti @1 ; cid pud essere ottenuto
sviluppando U in serie fino ai termini del secondo ordine, trascurando cio¢ quelli di
ordine superiore. Sviluppando quindi in serie nell’intorno di u =1, le componenti
della deformazione ¢ =d,(u) e gli spostamenti n,, =1,,(u) dei punti di applica-
zione delle forze, si ha:

L oed . lae Ad .
81 = 1+Z_~ u‘f —Zz u'/uk
J=1 dlj - 2 J=lk=1 d‘jé’uk _
- = (60)
Lo, lee g |
. =n + u,+= L7
; d‘f a=i ' 22’;‘&‘/&"‘ u=i o
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Posto:
= _d = = _ &4,
Dy =— » Di'k = Ly =
Y fu, ! ou |
Jlu=a 777k b=y (61)
; i
br/ = iin.r s br/k = brk/ = O'h O'h
ﬂuj u=u J L.
in cui, in accordo alle (31) € (38), ¢&:
5[5} B=[} 5= (i) 5.~ @

le (60) si scrivono:

= no—— ] nono___
£ = ,+2D,]uj+~z D,
7=t 2 S 63)
no— I & &y —
n, =1, + b, + = > b
J=1 2]:1/(:1

Piu sinteticamente, raccogliendo le componenti & nel vettore ¢, le (63) si scrivono:
E=E+EtE, =7, 40+, (64)
dove, ricordando le (37), &:
= : o er. o Loy
&=Du, é:lDu, 7, =ba, n,ngfu (65)
2
Nelle (65) le grandezze senza punti sono calcolate in C (e quindi non dipendono

dagli spostamenti incrementali), quelle con un 'pgnto sono funzioni lineari di u e
quelle con due punti sono funzioni quadratiche di a.

O/

NS
PO
~

\ i\\
N\,

/"' g 4 7 ‘

(b)

Fig. 8 (a) Configurazioni successive, (b) componenti di spostamento secondo una retia r
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I significato geometrico di ¢, 7, ed &, 5, ¢ schematizzato in Fig. 8. Assecnati -
partire da € degli spostamenti incrementali @ = ( 1'10,9) , lo spostamento u, def g] .'1
rico punto P, (o0 una sua componente 7, ), subisce un incremento che & una funr»;\‘-. Lj
non lineare di u; w, (ovvero 7,) rappresenta la parte del primo ordine (lineare T:,L

u); i, (ovvero 7,), la parte del secondo ordine (quadratica in i ). Analogamente per
le deformazioni, che subiscono un incremento £+ & .

* Osservazione 28. Si notino le differenze tra le Fig. 7 (formulazione integrale) ¢ §
(formulazione variazionale). In Fig. 7 C” ¢ assunta vicina a C , cosicché Ia cipe
matica degli spostamenti incrementali ¢ lineare; in Fig. 8 C” ¢ a distanza ﬁni;;l ':
C' , cosicché la stessa cinematica & non lineare. I/ metodo variazionale, quin-*.-;l-h-:
differenza di quello diretto e quello integrale, richiede lo sviluppo di un’analisi ot
nematica non lineare, sia pure limitata al secondo ordine. 3

Sostituendo gli sviluppi in serie (64) nell’ EPT (59) si ha:
ol T e .. L ..
U= —2~(g +E+E) C(E+é+£)- 2 F (7 + 7, +7,)- ZF;(’L +17,) (66)

Raccogliendo i termini dello stesso ordine in & e trascurando i termini cubici
quartici si ha: .

U=U+U+U (67)

dove: '
U:%ETCE—ZEﬁ,

U=¢"CE-Y En, (68)

D Y P S, .
U_Eg Ce+é Cg—zr:F,n,—};F‘.m

a'vendo assunto £, Eiccolo del primo ordine, in accordo alle ipotesi della teoria linea-
rlz.zata. Nelle (68) U ¢ una costante inessenziale che rappresenta I'EPT in C , € puo
quindi essere posta uguale a zero. Inoltre anche U risulta essere uguale a zero, per il
TLV: essa, infatti, esprime la differenza tra il lavoro virtuale compiuto dalle fé;ze F
¢ dalle tensioni equilibrate & = CZ rispettivamente in un campo di spostamenti 7 f
deformazioni & congruenti. E percio U = U, ovvero: &

I T .
U—-Es Cé+o g—-;F,nrngsns (69)

* Osservazione 29. L’ EPT (69) & costituita da quattro contributi. Il primo e I’ultimo
s’ono quelli classici della teoria lineare: essi rappresentano rispettivamente
1 em.ergl'a_ potenziale elastica di un sistema non presollecitato, sottoposto a defor
mazioni infinitesime &, nonché il lavoro compiuto dalle forze incrementali F, ne-

par. 9.2 - La teoria linearizzata 341

gli spostamenti infinitesimi 1, . I secondo ed il terzo termine, invece, assenti nella
teoria lineare, dipendono dallo stato di presollecitazione. Essi rappresentano ri-
spettivamente il lavoro compiuto dalle pretensioni o nelle componenti quadrati-
che delle deformazioni &, ed il lavoro delle forze di presollecitazione ¥, nelle
componenti del secondo ordine ), dello spostamento. Questi ultimi due termini,
che dunque caratterizzano la teoria linearizzata, sono anche detti fermini geometri-
ci dell EPT.

jmponendo che I'EPT (69) sia stazionaria si ha:
SU = 86" Cé+5 86 - F.on, - Y F,6n0,=0 (70)

formalmente identica all’ELV (57). Le variazioni é¢, 7,, €, 61, , si ottengono
differenziando le (65). Si ha:

Se=Déu, n, =b s

R DV WU PR (1)
Sé==—Du+-—-Dsa=Ddéu, &7, =—ob,u+—=b,su=b, ou
2 2 2 2
" Per dimostrare le ultime uguaglianze si procede come segue. Poiché
D=%uD,, M=38,D, (72)
k k
I’i-esima componente del vettore O¢ si scrive:

L1 L= e = . o

S, zgzz(&wﬂu] iy Dy it )= 3 Y. Dyt i, (73)
ko j ko Jj

avendo sfruttato la simmetria di Eyk (cfr. Osservazione 22). I due contributi nella
(715) sono percid uguali. Analogamente, poiché:

b, =S ib,. o, =Y dib, (74)
k k
la (714) si scrive:
.1 ST e N
on, = ‘2'22(5“kbrjk“1 + ”kbrjk&‘J) =2 by i, (75)
ko k J

avendo sfruttato la simmetria di b,, (cfr. Osservazione 22). I due contributi nelle
(714) sono percid uguali. Le (71) sono identiche alle (54), per cui la (70), come VELV,
fornisce le condizioni di equilibrio nella configurazione variata.

¢ Osservazione 30. L’operatore & ha nei due procedimenti, integrale e variazionale,
due diversi significati. Nel procedimento integrale indica che la grandezza a cui ¢
applicato ha un carattere virtuale; nel procedimento variazionale indica il risultato
dell’operazione di variazione, come definita dal calcolo (simbolico) delle varia-
zioni. Tuttavia, grandezze virtuali e variazioni assumono la stessa espressione, co-



342  Cap 9 - Introduzione ai problemi geometricamente non lineari

me si ¢ visto confrontando le (54) e (71). L’eguaglianza & banalmente verificagy
nella teoria lineare (si veda I’Osservazione 6.9), ma non & ovvia nella teoria noy
lineare. '

2.9 Applicazioni della formulazione variazionale

Per ottenere le equazioni incrementali di equilibrio secondo la formulazione vari

nale occorre procedere come segue.

L Sistudia la cinematica non lineare nell’intorno di C , esprimendo in particolay,
gli spostamenti 7, ed 7, dei punti di applicazione delle forze, nonché le defoy.
mazioni & come funzione di u .

IL.  Si sviluppano in serie 7,, 7, ed &sino ai termini del secondo ordine in
vendoli nella forma (64), ed individuando in particolare Mes> €, 7, &

IIL. Si sostituiscono queste grandezze nell’ EPT (69) e si impone che questa sia st
zionaria rispetto ad  ; si ottengono cosi le equazioni di equilibrio incrementali
in termini di spostamento.

azip.

U, S¢ri-

Esercizio 14: Si formuli il problema elastico incrementale per il sistema dell’Esercizio 13 uti-
lizzando il teorema dell’ EPT

Si assumono come spostamenti generalizzati la traslazione orizzontale di O=D, u,
ne intorno ad O, . A differenza della formulazione integrale occorre considerare
ne finita. La configurazione variata ¢ illustrata in Fi
zione e poi la rotazione). L’ EPT (69) si scrive

ela rotazio-
una rotazio-
g (a) (in cui si ¢ considerata prima la trasla-

1 — .
SN S R Y e R——— . .
U—zc'(é‘] + & +83)+0151+0252+PV(~”FHB

(@)

jn

A
i

Dalla Fig. (a), si trova {(passo I):

u, =u, +l(l ~cosé),
Ug = U, ~l(l —cosé),

U = u, +Ising,

v, = -lsind

v, = lsind

Ve = l(l = cosé)

(b)

b |
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par. 7

. deformazioni delle molle valgono (cfr. Eq. (3))
| { 2 > 2
¢ :[(1~vA)2 +uf,]‘2 -1, g 2[(1”"8)2 +u§] -1, & :[(l+u(,) +vf,] -1 (0
1

' . indi i termini del primo ordine

. do in serie le (b) (passo II) ed indicando con un punto i rmini ¢ imo e

\1111212??2 gole 9) e con due punti _%uelli del secondo ordine (quadratici in %, ¢ &) si ha, ri
-ordando che sin@ =6, cos@=1-6/2:

i, =y, i, =162, v, =-10, ¥,=0
iy =y, iy =-16°2, vy =10, Vz=0 (d)
i =1, +16, ii. =0, v =0,  ¥.=16/2
Sviluppando in serie le (c) si ha (cfr. Osservazione 3)
2 2
14 I ug B 1ve i
51:~vA+§~li, 82=~V3+57, 83~u(,+2 ] (e)

Sostituendo le (d) nelle precedenti relazioni e separando i termini di diverso ordine si ottiene:

81——vA:l(9, £, VA+ET:5 /
, R N
£, =-vy =-16, & = Vpt =0T ()
N B
£, =u,. =uy, +16, 83:u(.+57:0

Sostituendo nell’ EPT (a) si ha, con &, = &, = P/2 (passo 1lI):

R R . .
U:%*c(31292 +il +21a09)+5 P(ﬂ5/1+l¢92)~Fu0 (g)

£

In forma matriciale:

A

Imponendo la stazionarieta di U si ricava:

SR A M

che & identica a quella trovata nell’Esercizio 13.
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Sistemi presollecitati:
rigidezza geometrica e
biforcazione dell’equilibrio

1. Teoria linearizzata

1.1 Premessa

Nel capitolo precedente si & formulato il problema elastico geometricamente non li-
neare, da cui si & fatta discendere la teoria lineare dei sistemi presollecitati (o proble-
ma elastico incrementale), detta anche feoria linearizzata. Qui, dopo aver brevemente
richiamato le ipotesi e le formulazioni di questa teoria, si pone principalmente
I’attenzione sull’interpretazione meccanica delle equazioni e sugli aspetti fenomeno-
logici che esse descrivono. A differenza del Cap. 9, dove si & considerato un generico
sistema non vincolato, qui si fa riferimento esplicito ai sistemi vincolati.

1.2 Posizione del problema

Il problema elastico incrementale per un sistema vincolato si pone in questi termini.

(a) La struttura inizialmente occupa la configurazione naturale C'in cui i parametri
lagrangiani ¢, le deformazioni & le tensioni o, e le reazioni r sono nulle
(Fig. 1a).

(b) Sotto I’azione di un sistema di forze di presollecitazione F,, la struttura si porta
in una configurazione C , detta di presollecitazione. In essa sussiste uno stato di
predeformazione £ , uno stato di pretensione & e uno stato reattivo ¥ (Fig. 1b).
C viene assunta quale configurazione di riferimento; essa & individuata dalle
coordinate lagrangiane § , misurate a partire dalla configurazione naturale C
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(¢) Sul sistema intervengono poi piccole forze incrementali, o di disturbo, F he
. . - . . . . . - M 8 b ;
inducono piccoli incrementi di deformazione e tensione & e o, nonché di re
azioni vincolari F, cosicché ¢=£+¢€, =0 +0, r=F+F (Fig. 1e) 14

. . e . ' . 2
st-ruttura occ.upa una nuova configurazione di equilibrio 7, detta adiacente, inf;.
nitamente vicina a C , individuata dagli spostamenti q. misurati a partire da

C .

Noto lo stato di presollecitazione (q,&,5,F), il problema elastico consiste nella de-
terminazione delle grandezze incrementali (q,£,0,F).

¢ Osservazione 1. La configurazione di presollecitazione C ¢, in linea di principio,
a distanza arbitra}ria da C: I parametri lagrangiani q descrivono percid uno spo.
stamento finito (Fig. 1b), a differenza dei parametri q che descrivono uno s.:u.\;[;,.
mento infinitesimo (Fig. 1¢). Tuttavia, nelle applicazioni, C viene spesso confusg
con C'(cfr. Osservazione 9.23); si assume cioé che, a causa della elevata rigidezza

della struttura, le forze F, non producano modifiche significative di geometria
(g=0).

AV v hvg =

i v’\ ,,f;f
=0 i E:E
o=0 P
q=10 q=q

(@)

(c)

Fig. I Problema elastico incrementale per un sistema vincolato: (a) configurazione naturale
G (b) configurazione di presollecitazione C ; (¢) configurazione variata ¢’
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1.3 Le equazioni del problema

1l problema ¢ governato dalle seguenti equazioni:

(@)

()

(©)

equazioni di congruenza (lineari) che legano gli incrementi di spostamento e di
deformazione:

£=Dq ey
in cui D ¢ la matrice di congruenza del sistema vincolato calcolata nella confi-
gurazione di riferimento € (si ¢ omesso il circonflesso);
equazioni costitutive (lineari), che legano gli incrementi di tensione e di defor-
mazione:

c=C¢ 2)
equazioni di equilibrio lagrangiane imposte nella configurazione adiacente inco-
gnita:

(ﬁT+DT)(E+d):f+ZB,]7, +Z(Ey+b‘>Fx (3)
r s

dove D’ =[D(q)]’ & P'incremento della matrice di equilibrio e b, =b,(q),
b, = b (q) sono gli incrementi dei vettori di riduzione ai poli delle forze, dipen-
denti linearmente da q. Tenuto conto dell’equilibrio preesistente, e linearizzan-
do negli incrementi, le (3) si scrivono (equazioni incrementali di equilibrio):

D'c+D'c=Yb,F, +3bF, 4)

Osservazione 2. La matrice D tiene conto del fatto che le direzioni e i bracci
delle tensioni o = & + o nella configurazione C” sono funzione degli spostamenti
q; i vettori b,, b, tengono conto dei soli bracci delle forze attive, dal momento
che queste, per ipotesi, mantengono costanti le direzioni.

Osservazione 3. La teoria linearizzata differisce dalla teoria lineare solo nella
scrittura delle equazioni di equilibrio. Nella teoria lineare 1’equilibrio ¢ imposto
nella configurazione di riferimento, cosicché I’effetto di eventuali presollecitazioni
¢ nullo (vale cioe la sovrapposizione degli effetti); nella teoria linearizzata, invece,
le condizioni di equilibrio sono imposte nella configurazione variata (incognita),
cosicché presollecitazioni e pretensioni appaiono nelle equazioni di equilibrio in-
sieme agli incrementi di forza e di tensione. Nella teoria linearizzata, quindi, non
vale la sovrapposizione degli effetti.

1.4 Formulazione agli spostamenti

Esprimendo le equazioni di equilibrio (4) in termini di coordinate lagrangiane tramite
le (1) e (2), si ottengono le equazioni (cfr. Eq. 9.44):

Kq+Gq=p (%)
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dove:
K=D'CD 6)

¢ la matrice IxI di rigidezza elastica del sistema vincolato nella configurazione d; Pre-
sollecitazione C ; G & la matrice Ixl di rigidezza geometrica, tale che:

Gq=D'G-Yb,F ™
ed inoltre:

pzzbsﬁ; (8)

¢ il vettore Ix1 delle forze incrementali generalizzate, calcolate nella configurazione
C . Le (5) costituiscono le equazioni di equilibrio lagrangiane della teoria lineariz.
zata espresse in termini di coordinate lagrangiane.

* Osservazione 4. La matrice di rigidezza geometrica, come quella elastica ¢ sim-
metrica, G=G'; nulla puo dirsi circa singolarita e definitezza in segno (cfr. Osser-
vazione 9.22),

¢ Osservazione 5. Le (5) stabiliscono che le forze incrementali p sono equilibrate
dalla somma della reazione strutturale elastica p,:= Kq, e dalla reazione struttu-
rale geometrica p,:= Gq, entrambe proporzionali agli spostamenti incrementali
q . Si osservi che le reazioni strutturali andrebbero pitt correttamente definite con
il segno negativo, qui omesso per convenienza. k

* Osservazione 6. Le (5) si differenziano dalle analoghe condizioni di equilibrio
della teoria lineare per la sola presenza della reazione strutturale geometrica. Que-
sta dipende da due contributi: dalla pretensione & e dalle forze di presollecitazio-
ne F, (cfr. Osservazione 9.21). Entrambi i contributi sono il risultato di un cam-
biamento di geometria, quantificato dall’incremento della matrice di equilibr:o,
D”, e dall’incremento dei vettori di riduzione ai poli, B, . Puo concludersi che /a
reazione geometrica rappresenta la risultante di un sistema di Jforze e tensioni ini-
zialmente equilibrate, sottoposto ad una perturbazione geometrica.

* Osservazione 7. Le forze di presollecitazione appaiono nella parte omogenea delle
equazioni di equilibrio (come coefficienti di rigidezza geometrica). Se esse variano
durante il processo di carico (ad esempio crescono insieme alle forze incrementali)
la rigidezza varia e il comportamento del sistema & non lineare. In definitiva le
equazioni della teoria linearizzata sono lineari negli spostamenti, ma bilineari nelle
variabili carico e spostamento.
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gsercizio 1: Con riferimento al sistema in Fig. (a), costituito da un pendolo inestensibile colle-
.ato ad un organo elastico: () si risolva il problema dell’equilibrio incrementale; (b) si risolva
ﬂ problema applicando la teoria lineaie; (¢c)si traccing le curve forza incrementale-spostamento
pei tre seguenti casi: (I) P =0, (I} P =cost, (IIl) P=aF , con a =cost.

wy, “
/ . O\/ 0 V/lé -
| \o=6
b
(a) ! B ®
R
. F
# §}J 'f‘g‘f/ <@———>
P

(a) Si considera il pendolo come corpo puntiforme vincolat.o da una biella. Si assume .la rota-
zione @ della biella come parametro lagrangiano. Sotto 1’a21oqe della forza di pfesollecnizxone
P (Fig. a), la reazione della biella & R = P, mentre la tensione della} molla é nulla, o =0;
inoltre & =0 (cio¢ le configurazioni naturale e di presollecitazione coquono). .
Nella configurazione adiacente (Fig. b), individuata da =0, la reazione R, ‘la tensione
o =0, la forza di presollecitazione P e la forza incrementalg H devpnp farsi equlhbrlo:
[’equazione di equilibrio lagrangiana richiede I’annullamento dei momenti rispetto al punto di
sospensione (J; si ha:

~PlO-6l+ Fl=0 (a)
Poiché & =cé=clf, la(a) si scrive:
(cl+P)o=F (b)
del tipo (5). Risolvendo si ha:
1 ©
cl 1+ P (ch)
da cui:
IR O SR S-S - @
c 1+ P/(ch) 1+ P(ch)
Dall’equilibrio alla traslazione verticale si ricava la reazione vincolare:
R=P/cos@=P (e)

dacui R=R, cioé incremento R della reazione vincolare ¢ nullo.

(b) Nella teoria lineare ’equilibrio & imposto in C ; nelle (c) e (d) & quindi assente il termine
in P cke ha braccio nullo rispetto ad O; ¢ percio:
6=L, e=L 5-F R-F ®
cl c
(¢) Nel caso P =0 non c’¢ effetto geometrico, cosicché le soluzioni lineare (Eq. fl)‘e lineariz-
zata (Eq. ¢) coincidono (curva I in Fig. ¢). Nel caso P = cost la rigidezza geometrica incre-
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menta quella elastica, cosicché la soluzione linearizzata si ottiene da quella lineare ridice
del fattore {1+ P/(cD)]™" (curva Il in Fig. c). Nel caso in cui P & proporzionale a F |4
dezza geometrica cresce con la forza, cosicché il legame forza-spostamento (Eq. ¢) & nog |

re:.
_E_ 1
o 1+ aF (cl)

La (g) ¢ diagrammata in Fig. (c) (curva III). Le curve I e [1I sono tangenti nell’origine.

F 111

I
© P=0
Fz cost
(D P=aF
2

* Osservazione 8. Dall’Esercizio 1 si traggono le considerazioni che seguono:

(a) Poiché 6 & piccolo, in € la proiezione verticale della forza R (Fig. b) é circa
uguale ad R, mentre la proiezione orizzontale ¢ pari ad R@. L’equilibrio in di-
rezione verticale, che sussisteva nella configurazione di riferimento (Fig. a)
prima dell’applicazione di F, non ¢ percid disturbato dalla variazione
(infinitesima) di geometria; cio spiega perché R = 0. L’effetto della variazione
di geometria si risente invece nella nascita della componente orizzontale
RO =P, contraria alla forza . P@ rappresenta percid una forza proporzio-
nale allo spostamento che si oppone alla variazione di geometria; & cioé del tipe
delle forze di richiamo elastico. Il coefficiente di proporzionalita non & perd
una costante elastica ma una forza (o tensione) che dipende dallo stato di pre-
sollecitazione. Questo ¢ il motivo per cui la forza di richiamo ¢ detta geometri-

ca, in quanto non dipende dalle caratteristiche elastiche del sistema, ma
dalla geometria.

(b) In generale la rigidezza geometrica ¢ tanto maggiore quanto maggiore & la pre-
sollecitazione. Nell’esempio dell’Esercizio 1 la rigidezza geometrica cresce con

P e si annulla con esso (curve I e Il in Fig. ¢).

() Nell’esempio, !'effetto geometrico é irrigidente, cioé la rigidezza geometrica s
somma a quella elastica; come risultato, spostamenti, deformazioni e tension
sono piu piccoli di quelli che si determinano con la teoria lineare. Comunque,
come si € gia visto nell’Esercizio 9.12, e come si vedra nel Par. 3, esistono casi
in cui Ieffetto geometrico ¢ di segno opposto a quello elastico.
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gsercizio 2: Con riferimento al sistema in Fig. (a), preso!lec?tato dalla forza P , si determini,
ell’ipotesi dell’Osservazione 1: (a) lo stato di presollecitazione e (b) le matrici di rigidezza
2lastica e geometrica nella configurazione di presollecitazione.

. S Ay
= s o

(a) Occorre determinare gli spostamenti (#,v) del nodo B nonché le‘: tensioni (gl .0, ,'03) ne-
gli organi elastici indotte dalla forza P Poiché il sistema ¢ simmetrico ed ¢ caricato simmetri-
camente, la soluzione deve rispettare la simmetria; & percio # =0 (Fig. b). Le deformazioni
corrispondenti a v sono:

£ =7, §=£=-72/2 (a)
Corrispondentemente le tensioni valgono:
G =ch, G,=0,=-ciV2/2 (b)

Per determinare in modo esatto lo stato di presollecitazione occorrerebbe imporre l? cond1;1om
di equilibrio in C ; tuttavia, se si ammette che V sia p_1c<;010 (“Osser\./azmne 1), & sufﬁc1§nt§
imporre ’equilibrio nella configurazione naturale (analisi lineare). Proiettando forze e tensioni
sulla verticale si ha:

N2 - 5
(52+03)_5_01‘P:0 (©
ovvero, in termini di spostamento:
~2cv~P =0 (d)
da cui si ricava, nell’ordine:
PP 1 o
V:——zz, O'l:—'i‘, g, =0y = 4

{(b) Si assuma C=C . A partire dalla configurazione natl{ralu? si assegnano gli spostamenti # ¢
v al nodo B (Fig. ¢). A questi corrispondono le deformazioni:

o=V, b ==WV2[2, & =-(u+V)V2/2 )

nonché le rotazioni delle molle. Queste ultime, al primo ordine, sj f:glcolano come rapporto .trq
lo spostamento in direzione normale alle molle e la lunghezza (iniziale) delle molle stesse; si
ha:

V22 gy . (@=9V22 v

5 =il = ®
o=l o DY 2 N 21
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Alle deformazioni incrementali (f) corrispondono le tensioni incrementali:
Gy =¢V, & =clu-V)N2/2, &, =—cu+V)2/2

p’er cui, n'ellva configurazione adiacente, le tensioni valgono o, =0, + o, (i=1,2,3). Im:
I’equilibrio in questa configurazione (Fig. ¢) si ha: I ' R

{~ sing,  ~sin(z/4+¢,) sin(z/4-g,) o F 0
~cosp,  cos(z/4+@,) cos(z/4 ~ ¢'3):i 7 {* 7)} i {O}
25!

Poiché sin(z/4 + ¢ )=v2/2(1+ ¢ L . o
incrementi, si scrivono: [0 ¢.) e cos(z/41tp,)= ‘/5/2(1 +¢,), le (i), linearizzate jeu

[o _2) \5/2} i] 0 -\2/2 3f é]
N Y - | R Y ﬁ/;j"”

O,

!j“gbl “¢2‘/§/2 “¢’3\/§/2 i] F ’O
0 o2l o | +{~ﬁ}:{0}

T,

2

Tenuto conto dell’equilibrio preesistente (Eq. (¢), (e23)), le (1) si semplificano come segue:
o, o,
{o ~V2/2 \/5/2}& {_go, ~p, 202 o, 220l ] (E) (o
B Y ) o, b+ = (m)
I 22 2p . 0 -¢.v2/2 o202 | | lo] o
3 g,

¢ risultano della forma dell’Eq. (4). Sostituendo a &

dell o, e @, rispettiv
(€23), (h) e (), le (m) si scrivono come segue in termini N Amente le espressieg

di spostamenti:

(RN

Le (n) sono del tipo (5): la matrice dei coefficienti indipendente da P ¢ la matrice di rigide

elastica K; la matrice proporzionale a 7 & la matrice di rigidezza geometrica G .-I

. Osserva.ziomaj 9. Si noti che nell’Esercizio 1 I’effetto geometrico ¢ legato alle for
ze pr.ee81ste.nt1 (tgrzo termine dell’Eq. 4), mentre nell’Esercizio 2 & legato allz to
sioni preesmtenp (secondo termine dell’Eq. 4). Nell’Esercizio 1 infftti stanteeilil'-.
prTls’enza c.ie‘l v1ngolo, le tensioni di presollecitazione sono ideﬁticamehte nullé:
?ereESZ;ZEﬁ 2} t1nV§cle, ¢ nullo I’incremento Fiel vettore di riduzione al polo delle
o 1,ge qumblrziza;ia ?r argx;g:;s:;o(z?re loese;zuazpni cardinali.della statica esprimon
essere presenti entrambi i contributi, in accz)\:clizlcz)lrllle’ ézgi?vzlzsitsl?él6gener1C1 e
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3, Sistemi labili presollecitati

seffetto geometrico della presollecitazione rende possibile I’equilibrio anche di si-
emi labili. Il cambiamento di geometria produce infatti reazioni strutturali che, in
Juni casi, possono equilibrare le forze di disturbo. Un esempio particolarmente sem-
lice di questo comportamento meccanico ¢ offerto dal pendolo matematico piano
sottoposto al peso P della massa (Fig. 2a) e ad una forza di disturbo orizzontale F

(Fig. 2b).

) prr
wsy S

Fig. 2 Pendolo matematico piano: (a) configurazione di riferimento, (b) configurazione va-
riata generica, (¢) configurazione adiacente

In base all’analisi sviluppata nella teoria lineare si potrebbe concludere che poiché il
pendolo & un sistema labile I'equilibrio é impossibile. L asserzione ¢ manifestamente
errata e va corretta come segue: poiché il pendolo é un sistema labile 'equilibrio ¢
impossibile nella configurazione di riferimento. La teoria lineare, infatti, prevede
I’imposizione dell’equilibrio nello stato indeformato; cid naturalmente non esclude
che Iequilibrio possa sussistere in una (o pi) configurazioni diverse da quella di rife-
rimento (Fig. 2b). Limitandosi a considerare configurazioni adiacenti a quella di rife-
rimento (Fig. 2¢) e procedendo come nell’Esercizio 1, si trova facilmente:

O=F/P, R=R=P 9)
Generalizzando questo risultato a sistemi a piu g.d.1. possono distinguersi due casi.
(a) Le reazioni strutturali elastiche sono identicamente nulle. Le equazioni di equi-
librio (5) si scrivono allora:
Gq=p (10)
Se G & non singolare la (10) ammette la soluzione unica q = G 'p, che individua

la configurazione di equilibrio. Ricadono in questa classe i sistemi rigidi presol-
lecitati, quale ad esempio il pendolo.

(b) Le reazioni strutturali elastiche sono non nulle, ma la matrice K & singolare. Se
K + G & non singolare, le (5) ammettono la soluzione unica q = (K+G)'p.Ad
esempio, ricade in questa classe il pendolo con filo elastico, la cui reazione
strutturale elastica & sempre diretta lungo il filo, e quindi ha componente nulla
nella direzione ortogonale.
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Sistemi continui quali il filo teso e la membrana tesa sono sistemi labili (0 degener:

- . . - . _L ‘I“r l
chg, grazie alla presollecitazione, possono sopportare carichi trasversali. I sistery; ,
gli Esercizi 3+6 che seguono possono interpretarsi come versioni discrete del

della membrana tesi.

de-

£1
o e

Esercizio 3: Si determini la rigidezza geometrica del sistema labile in Fig. (a), costituito da 4

molle pretese da una tensione & (stato di coazione), sottoposto ad una forza trasversale i-';jit

sturbo F . ko

TF
/ /
X / (& : / e ! pi
(a) (b)

Nel}a conﬁgurazione di riferimento (Fig. a) le due tensioni & si fanno equilibrio. La config
razione adiacente, stante la simmetria del sistema, ¢ descritta dal solo spostamento‘ verticafe
al quale cprrispondono rotazioni delle molle ¢ =v// (Fig. b). Nello stato deformato /i a/lus
gamenti 5¢a’elle molle sono nulli (al primo ordine in v ); le tensioni, quindi rimangfno I
riate: o = o . La condizione di equilibrio alla traslazione verticale in C”si scr}ve: "
2Zv=f
/

La rigidezza geometrica & quindi g:=25//, ed & proporzionale alla pretensione o .

gsercmohélz St consideri ancora il sistema dell’Esercizio | in cui le due molle, di uguale rigi
e€zza ¢, hanno pero diversa lunghezza (Fig. a); inoltre si considerino forze incrementali nelle

du dlr Z10M1. Sl > p
11 l T K € G dl l s

€ €Z210n1 dete““ no ie matrici S1 scuta ll oro Ca]attere € Sl C()“Slde]l 01

Casg F tic C x

i
g o | %
4 1 £ 2] C = = ? B 5 '
MM W s / L
e B RN B BN i AN
, .
2 ! PRNES T
(a) (b)

Ei?jwhe il sistema & asimmetrico (gqometricamente e per disposizione dei carichi), occorre con-
erare entrambe le componenti di spostamento di B, & e v (Fig. b). Le equazioni di cor
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gruenza (1) si scrivono:

£, 1 0l{a
= (a)

&1 -1 o]ly

La matrice di congruenza D, di dimensioni 2x2, & singolare: il sistema ¢ percié degenere. Le
rotazioni delle molle corrispondenti valgono, al primo ordine:

¢| = ‘}/l» ¢2 = ‘}/(21) (b)
Gli incrementi di tensione sono:
o, =cl, O,=-cu (©
cosicché le tensioni in €7 risultano:
o, =0 +cu, 0,=0-cl (d)

Le equazioni di equilibrio in C”si scrivono (Fig. b):
_0'1+O'2+Fx:05 _01¢1_G2¢2+Fy'20 (e)
Esprimendole in termini di spostamento con le (b) e (d), si ha:

(G tci)+ (T —ci)+ F. =0

= v oy’ et =0 ®
(G +c)—~(C—cl)—+F, =
(o +ai)y YRR
da cui, linearizzando negli incrementi, si ottiene:
2¢ 0] Jo o0 Wl |F,
+0 = ®

0 0 0 32D )|v F

Vv

Le due matrici a primo membro sono rispettivamente K ¢ G. La matrice di rigidezza
K =D'CD ¢ singolare, in quanto a spostamenti trasversali u=0,v# 0 (modi rigidi) corri-
spondono deformazioni, tensioni e reazioni strutturali nulle. La matrice K+G & invece non sin-
golare; quindi il problema ammette una soluzione unica.

Se, come caso particolare, € Fx =0, dalla (g;) si ha #=0. Dalle (c) segue dunque che

&, =0, =0, cio¢ la forza trasversale non altera lo stato tensionale preesistente, come accade
per il sistema dell’Esercizio 3.

e Osservazione 10. Nel sistema dell’Esercizio 4 (modello discreto del filo teso), le
equazioni di equilibrio nelle direzioni longitudinale e trasversale sono tra loro di-
saccoppiate. Forze trasversali producono percid solo spostamenti trasversali, ai
quali sono associate variazioni nulle di tensione. La rigidezza della struttura in di-
rezione trasversale ¢ esclusivamente geometrica; in direzione longitudinale ¢
esclusivamente elastica.
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Esercizio 5: Si determini la matrice di rigidezza geometrica del sistema labile in Fig. (a), soug.

posto a pretensione & .
/¢]/ ¥ ) ¢3
/’ : - 8 i T,

2] )

. F,
S
c o o o B’ Y
- " o T3
e -— > 2
B c /O'/ (o) \\ ‘\
(@) (b)

Poiché le forze incrementali sono esclusivamente trasversali ¢ facile verificare, procedends
come nell’Esercizio 4, che gli spostamenti longitudinali sono nulli, e che o, =0 ; & quindi:

0, =0,=0;=0 (a)

La configurazione adiacente & descritta dagli spostamenti v, e v, dei nodi B e C (Fig. b). Le
rotazioni delle molle valgono:

g =/l @, =0, =)/, @y =v,/I (b)
Le equazioni di equilibrio alla traslazione verticale dei due nodi si scrivono (Fig. b):
—o‘,(b,+o‘2(/'72+F,:0, ‘Uz¢z‘03¢3+F2:0

Sostituendo in esse le (a) e (b) si ha:

e = Q)
-1 20w, |E
La matrice dei coefficienti, simmetrica, ¢ la matrice di rigidezza geometrica.

Esercizio 6: Si determini la rigidezza geometrica del sistema in Fig. (a), costituito da quattro

molle complanari pretese, di uguale lunghezza /, sollecitate trasversalmente al piano da una
forza F .

Poiché spostamenti nel piano altererebbero 1’equilibrio lungo le direzioni i e j, lo spostamento
del nodo E é esclusivamente trasversale, part a w (Fig. b). Le tensioni nelle molle restano in-
variate:

o,=0 (i=1...4) (a
Le rotazioni sono tutte uguali in valore assoluto, pari a:

@, =w/l (i=1..4)
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~ Imponendo I’equilibrio di E nella posizione £’ si ha:

4% w=F (c)
La rigidezza geometrica €:

g=4 (d)

Esercizio 7: Si determini la rigidezza geometrica del sistema labile in Fig. (a}, cqstitgito da un
corpo rigido di peso P , sollecitato da una coppia M, appeso a due molle yemgah e vincolato a
traslare verticalmente e a ruotare intorno all’asse verticale a, passante per il baricentro G.

(a) (b) (©)

Sotto I'azione di P le due molle sono presollecitate con tensione & = P/2. Assunta la rota-
zione @ intorno ad A come parametro lagrangiano (Fig. b), nella configurazione adiacente le
molle risultano inclinate sulla verticale di un angolo ¢ = @4/!. Poiché le molle, El primo prdi-
ne, non si allungano, le tensioni restano immutate: o, =0, = o . Le pretensioni o hanno in
componenti o = G0b/1 sul piano orizzontale, e costituiscono una coppia che si oppone alla
rotazione (Fig. ¢). ~
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Dail’equilibrio si ha:
2
259%— =M (a)
per cui la rigidezza geometrica é:
g= 20 bz/l (b)

* Osservazione 11. In tutti gli esempi precedenti (Esercizi 3+7) si sono considerate
esclusivamente presollecitazioni di trazione. Se queste sono di compressiope.
I’equilibrio & ancora possibile (basta infatti cambiare segno agli spostamenti ip.

crementali); tuttavia si puo dimostrare che le corrispondenti posizioni di equilibrig

sono instabili.

3. Biforcazione dell’equilibrio

3.1 Stati critici e punti di biforcazione

Nell’ambito della teoria lineare si & dimostrata 1’esistenza e "unicita della soluzione
del problema elastico (Par. 6.1.3). Quest’ultima & essenzialmente basata sul fatto, che.
eliminati i modi rigidi del sistema, la matrice di rigidezza elastica K ¢ non singolare.
Come conseguenza, in assenza di forze attive, il problema omogeneo Kq=0 ammette
la sola soluzione banale ¢q=0.

In presenza di effetti geometrici, rappresentati dalla matrice di rigidezza geomelrica
G, la situazione ¢ affatto diversa. Infatti, dal momento che G pud essere qualsiasi (cfr
Osservazione 4), la matrice di rigidezza totale K+G pud, per particolari stati di pre-
sollecitazione, divenire singolare. In tali casi il problema incrementale omogeneo
(K +G)q = 0 ammette soluzione non banale ¢ = q., & cioe:

ch+Gqc:0 (11)

1l sistema ¢ detto essere in uno stato critico e la presollecitazione corrispondente &
detta sollecitazione critica.

Se le equazioni di equilibrio incrementali sono soddisfatte per q = q., ogni sposta-
mento aq,, con aeR, individua una configurazione equilibrata. Esistono pertanto,
oltre alla soluzione banale q =0, infinite configurazioni di equilibrio adiacenti. Lo
stato critico ¢ perciod caratterizzato dalla perdita dell ‘unicita della soluzione del pro-
blema elastico. Questa comporta la nascita di punti di biforcazione nel diagramma
carico-spostamento. Infatti, allo stesso valore del carico di presollecitazione corri-
spondono due (o piu) soluzioni: la soluzione banale ¢ =0 e la soluzione non banale
q = aq,. Il fenomeno ¢ anche detto di biforcazione dell’equilibrio.

¢ Osservazione 12. La perdita dell’unicita della soluzione del problema elastico non
¢ in contrasto con il teorema di esistenza e unicita che & stato dimostrato in ambito
puramente lineare (senza cio¢ tenere in conto degli effetti geometrici).

* Osservazione 13. Il vettore q = q, individua una configurazione adiacente in cui

par. 10.3 - Biforcazione dell ‘equilibrio 359

le reazioni strutturali elastiche p,=Kq e le reazior_li‘ st.rut‘turali _geometriche
p. = Gq sono uguali e di segno opposto cosicché l’gqglllbrlo ¢ soddls.faﬁo-ancl?e
ingassenza di forze incrementali p . Poiché le reazioni sono pfoporzmnall ; 1(:,
Pequilibrio persiste se gli spostamenti vengono Yarlgtl proporzmnalmente. edo
stato critico, dunque, il sistema si comporta a tutti gli effetti come labile, potendo
assumere o' configurazioni congruenti.

3.2 Biforcazioni di sistemi ad un grado di liberta

Per introdurre alcuni concetti fondamentali ¢ utile considerare dappr.lm'a sistemi ad un
solo grado di liberta. Per questi, le equazioni omogenee di equilibrio incrementale si

rivono:

N (k+g)q=0 (12)
dove k & il coefficiente di rigidezza elastica, g di rigidezza geometricaZ e q é' il para-
metro lagrangiano. Poiché g & proporzionale alle forze di presollecitazione (si vedano
I’Eq. (7) e gli Esercizi 3, 6 ¢ 7), assumendo che queste dipendano linearmente c.la un
moltiplicatore di carico A, posto ciog F, =~AF, (dove il segno meno ¢ stato intro-
dotto per convenienza), ¢ anche g=-4g | la (12) si scrive allora:

(k-22)§=0 (13)
avendo soppresso il segno tilde. La (13) ammette due soluzioni:

() soluzione banale: g =0, V4 '
(1) soluzione non banale: A =4 := k/g.,Vq

A. & detto carico o moltiplicatore critico. Se si diagrammano le due folpglonl. su_u_n
piano (g, 4) si ha il grafico di Fig. 3. In esso la curva I‘, uscente dal? origine, 1r;q1v1-
dua il percorso fondamentale della struttura; la curva Il il percorso dframatg, o bifor-
cato. 1 due percorsi si intersecano in (¢,4) =(0,4.), detto punto di biforcazione.

A

11

Ac

I g

>

Fig. 3 Percorsi di equilibrio di sistemi ad un grado di libertd, in assenza di forze incrementali

e Osservazione 14. Un sistema ad un g.d.l. possiede un unic.o stflto.cri‘sif:o;‘ ques'to
corrisponde ad un particolare valore A, del moltiplicathe dei carichi. C%o. vuol Fl}re
che, affinché si abbia biforcazione, le presollecitazioni devono essere di intensita e
segno opportune. Ad esempio, nel sistema del}’Esercmo 1, posto F = O , deve elis-
sere P = P:=—cl, cio¢ P deve avere direzmn'e opposta a quella indicata nella
Fig. (a); in caso contrario non si verifica biforcazione.
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* Osservazione 15. In un sistema ad un g.d.1., in accordo a quanto detto nel Py
I"ampiezza dello spostamento lungo il percorso diramato resta indetermi ia
questione verra ulteriormente discussa nel Par. 3.7.

3.k
La

E possibile dimostrare (si veda il successivo Par. 11.4) che i punti del percorso .
damentale corrispondenti a A<, sono di equilibrio stabile, mentre quelli corn ISpon-
denti a 2>, sono di equilibrio instabile, quindi non raggiungibili dal sistema (Fj g.3)
Lungo il percorso diramato, invece, I'’equilibrio é indifferente; quest’ultimo risultaty
comunque, ¢ erroneo, ed & conseguenza della linearizzazione, come verra discy
Par. 3.7.

580 nel

® Osservazione 16. Il risultato enunciato puo anche essere ottenuto in base alle
siderazioni che seguono (criterio statico di stabilita). Per A < A, la rigidezza ela.
stica k ¢ in valore assoluto maggiore di quella geometrica Ag, cosicché la rigides
za totale € positiva; percio, se si assegna al sistema una piccola perturbazione, pa.
sce una reazione strutturale ad essa opposta che tende a far ritornare il sistema
nella configurazione iniziale: I’equilibrio ¢ stabile. Per A > A, la rigidezza geo.
metrica ¢ maggiore di quella elastica e quindi la rigidezza totale & negativa; percia.
assegnata una perturbazione, nasce una reazione strutturale ad essa concorde. che
allontana indefinitamente il sistema dalla configurazione di equilibrio, che pertanto
¢ instabile. Per A = A, le rigidezze elastica e geometrica sono uguali in valore as-
soluto, per cui la rigidezza totale ¢ nulla; cio vuol dire che, qualunque sia la per-
turbazione, la reazione strutturale associata ¢ nulla, cosicché lo stato di equilibrio
preesistente resta indisturbato: tutte le configurazioni compatibili sono quindi
equilibrate. Quest’ultimo risultato ¢ palesemente erroneo, in quanto i rermini non

lineari che sono stati trascurati, anche se piccoli, sono decisivi per la stabilii del
sistema.

Con-

Esercizio 8: Si determini lo stato critico del sistema in Fig. (a) e si diagrammino gli stati di
equilibrio.

P N
@‘ R f‘ P
il
2
(@) ©) .
1A -
sy 2

Il sistemg ¢ simile a quello dell’Esercizio 1, in cui il pendolo ¢& stato sostituito da un’asta rigida
¢ rovesciato (pendolo rovescio). Nella configurazione adiacente (Fig. b), I’equazione di equili-
brio alla rotazione intorno ad A si scrive (si confronti con I’Eq. (b) dell’Esercizio 1):

(cl-P)9=0
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La (a) ammette: (I) la soluzione banale #=0 (asta rettilinea verticale) e (11) la soluzione non
panale %0 per P =P, dove:

P.=cl (b)

(4

& il carico critico. | percorsi di equilibrio sono diagrammati in Fig. (c).

Esercizio 9: Si determini il carico critico del sistema in Fig. (a), costituito da un corpo rigido
incernierato all’asse verticale a, lungo il quale puo traslare.

1 /,

D -

b S o b
® (b)

It sistema ¢ simile a quello dell’Esercizio 7, con la differenza che nella configurazione C le
molle 1 e 2 sono ora compresse (&, = 0, = -0, cong = P/2), cosicché effetto geometrico ¢
instabilizzante; le molle 3 € 4 forniscono invece la rigidezza elastica. Assegnata» la rqtazmne g
(Fig. b), si ha &, = —¢, =56, da cui o,=0,0,=-0,con o=cbf, mentre g, =0, :Q. La
rotazione delle molle 1 ¢ 2 ¢ ¢ =65/1. Imposto I’equilibrio alla rotazione intorno ad a (Fig. b)
&

(cp-0)2b=0

OVVEro.
(59 ~ cijbH: 0
27

Essa ammette soluzione non banale per
P=P =2
¢ Osservazione 17. Il meccanismo illustrato nell’Esercizio 9 ¢ alla base di un feno-

meno detto di instabilita torsionale che si verifica in travi compresse aventi sezio-
ne trasversale doppiamente simmetrica.
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3.3 Biforcazioni di sistemi a piu gradi di liberta

Per determinare gli stati critici di un sistema ad / g.d.1. & necessario risolvere le qua-
zioni incrementali di equilibrio (5), rese omogenee. Poiché la matrice di rigidezs,
geometrica dipende linearmente dalle forze di presollecitazione, assunto che esse Sia-
no tutte proporzionali ad un unico parametro A, E = ~/1E (r=1,2,.), ¢ G=-G.
per cui le (§) si scrivono:

Kq-AGq=10 (1

14)
avendo omesso il segno tilde. Le (14) costituiscono un problema algebrico agli aug,.
valori (si veda I’ Appendice B.1). Oltre alla soluzione banale q =0, valida per ogni 4.
le (14) ammettono / soluzioni non banali in corrispondenza di particolari valori dj

questi sono soluzione dell’equazione caratteristica
det(K - AG) =0 (15

J)
¢ sono detti autovalori. Poiché K =K', G = G” ¢ K ¢ definita positiva gli autovalo.
ri A (i=1,..,0) sono reali (cfr. Appendice B.2); nel seguito si assume che
Ay £ 4, s..< 4. Le soluzioni associate ¢ = ¢, (=1,..,1), sono dette autovetiori. o
modi critici; le coppie (¢,,4,) costituiscono le autosoluzioni del problema.

Da un punto di vista meccanico, gli autovalori individuano quelle particolari intensita
di presollecitazione per le quali sussistono due configurazioni di equilibrio infinita-
mente vicine, la configurazione di riferimento q =0 e la configurazione variata, de-
scritta dall’autovettore associato. Ad ogni autovalore corrisponde percio una biforca-
zione dell’equilibrio lungo il percorso fondamentale. Peraltro, poiché gli autovettori
sono determinati a meno di una costante moltiplicativa, ¢ possibile individuare solo la

Jorma (detta anche deformata modale) assunta dal sistema lungo il percorso di equili-
brio diramato, ma non / ‘ampiezza della deformata. Questa circostanza ¢ gia stata mes-
sa in evidenza nell’Osservazione 15 a proposito dei sistemi ad un g.d.l. e rappresenta
il maggiore limite della teoria linearizzata.

* Osservazione 18. [l numero di autovettori e autovalori puo occasionalmente essere

minore di /, dipendentemente dalla struttura di G. Si veda piu avanti I’Esercizio 18
e I’Osservazione 32.

Se si diagrammano le soluzioni della (14) in uno spazio /+1 dimensionale (q,4), siha
un grafico del tipo rappresentato in Fig. 4a, dove /=2. In corrispondenza di ciascun
autovalore si verifica un punto di biforcazione, da cui si dirama un percorso a
A = cost . Le proiezioni dei percorsi sul piano A =0 (spazio delle variabili di confi-
gurazione) sono rette i cui coseni direttori sono proporzionali alle componenti degli
autovettori associati (Fig. 4b).

E possibile dimostrare (si vedano 1’Osservazione 19 e il successivo Par. 11.4.6) che
punti del percorso fondamentale corrispondenti a A < 4, sono di equilibrio stabile
mentre quelli corrispondentia A > A, sono di equilibrio instabile. Tuttavia, valori d!
carico superiori a A, non sono di interesse, in quanto i relativi stati non sono raggiui
gibili in modo naturale dal sistema (lo sono solo se il sistema & “portato” in quello
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stato, aggiungendo, ad esempio, vincoli addizic?n'al'i e rimuc-)ven‘do’li S}lccessivamente):
Per questo motivo, il piu piccolo dei valori critici del carico ¢ I"unico autgvalor§'d1
interesse strutturale; esso & detto primo carico crili.ca 9 se;rpphc‘emente carico critico
(sottintendendo, ciog, che ¢ il piu piccolo degli / carichi critici). E dunque:

A= min{/?p,}:ﬂ1 (16)
L autovettore corrispondente € detto modo critico:
g.:= ¢ (17)

L equilibrio dei percorsi diramati ¢ invece, nella teoria linearizzata, sempre indiffe-
rente.

(b)

0,

Fig. 4 (a) Percorsi di equilibrio di sistemi ad =2 g.d |, in assenza di forze incrementali e (b)
loro proiezione nello spazio delle variabili di configurazione

¢ Osservazione 19. L’applicazione del criterio statico d_i s'tabili‘te‘l ai sistemi an:qtl
piu g.d.l. non ¢ altrettanto semplice di quella re]ativa- ai sistemi ad un g.d.l.; cio in
quanto spostamenti q e forze p = (K —~ AG)q associate non sono collineari. Tl.l'[-
tavia € possibile associare a ciascuna direzione ¢ dello spazio dell‘e cqnﬁgqrazm—
ni, una rigidezza k, definita come proiezione della forgg p nella direzione q, per
q unitario, k,:= qu/“q" . Con questa definizione la rigidezza .della struttura & po-
sitiva in tutte le direzioni, e ’equilibrio conseguent;mente §tab11e, se e solo se q .e
p formano un angolo acuto per ogni q, se cio¢ q' p>0Vq, ovvero se, e solo se:

Q' (K-1G)q>0 vq

La condizione di stabilita richiede quindi che la matrice di rzigide;zza {otale,
K - AG, sia definita positiva. Se viceversa esiste anchg una sqla d1re_zlc‘)ne q. per
la quale la disuguaglianza non ¢ soddisfatta, K = AG ¢ indefinita; a q, ¢ associata
una rigidezza negativa, e I’equilibrio ¢ percio instabile. ' ‘ s
Quando A=0 la condizione di stabilita & senz’altro so@dlsfana in guaqto K e/1 Ge i-
nita positiva. Questa proprieta & preservata per A piccolo, cosicché K- ¢
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anch’essa definita positiva. Al crescere di A la matrice K - AG diviene prima se.
midefinita positiva (in quanto singolare) per A=A, e poi indefinita per A>1.. I
particolare, nel campo instabile, a q. = a¢ ¢ associata una rigidezza geomeiricy
in valore assoluto maggiore di quella elastica, cosicché I’effetto geometrico insta.
bilizzante ¢ prevalente su quello elastico stabilizzante.

Il meccanismo puo essere esemplificato dal sistema in figura, costituito da ung
molla di rigidezza costante ¢, =1, e da un dispositivo meccanico di rigidezza va-
riabile, dipendente da un parametro A, ad esempio ¢, =1- 1. Quando A <1 e
due rigidezze sono positive e ’equilibrio ¢ stabile. Quando A =1 la rigidezza de]
dispositivo si annulla, cosicché a spostamenti ¢, = (0,¢,)’ corrispondono reazio.
ni strutturali nulle: il sistema si comporta come labile. Quando A >1 la rigidezza
del dispositivo ¢ negativa, cosicché a spostamenti ¢, corrispondono reazioni
strutturali negative (cio¢ nella direzione dello spostamento): il sistema ¢ instabile

In quest’ultimo caso pe q formano un angolo ottuso per ¢,/q, sufficiente gran-
de.

92 q q i
C]-‘:l‘ /
- Z @ p ‘
: p
szl-//{
Al A=1 A>1

Esercizio 10: Si determinino carichi e modi critici del sistema in Fig. (a) (doppio pendolo rove-
scio). Si rappresentino poi i percorsi di equilibrio e le deformate modali.

_ lﬁ
+ C C
! B @ YB
> g B Xy /'12 Q} XB
; ﬂz
/ ) 7 Yy
1 /. A
T i
16, 16,
" o i
(@) (b) (©)

Si assumono come parametri lagrangiani le rotazioni assolute delle due aste. Alle rotazioni 6 ¢
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g. positive come in Fig. (b), corrispondono le deformazioni k', =6, , k, =0, - 6, , e quindi le
tensioni:

£ :6919 2 :C(gz - 01) (a)
Imponendo I’equilibrio dei due corpi nella configurazione variata si ha (Fig. ¢):

X, = X,=0, ¥V, =Y, =0, g —ft, + Xyl ~Y,10,=0

. S . (b)
Xg=0, Y,-P=0, pu,-PlO,=0
da cui si trae:
X,=0, X,=0, Y,=P, Y,=P (c)
ed inoltre, tenuto conto delle (a):
2¢ -c| {1 0 91 0
=G = C)
- c 0 !/ 0, 0
Posto:
(e)
®
(V5 -1)/2
(8
ovvero:
A2 =31+1=0 (h)
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Essa ammette le soluzioni (autovalori):

2

a cul corrispondono gli autovettori:

definiti a meno di una costante moltiplicativa. I percorsi di e
(d); le deformate modali sono rappresentate in Fig. (e).

Esercizio 11: Si determini il carico critico ed il modo critico del sistema in Fig. (a), tras

1445
¢c:¢a={1, . }

glhi spostamenti precritici § .

% 3 C ” gb} . <_,,,O-3
S e B A P
” c s 2\ C
/ .
2
v fe A 5 Z & A
| I/ K2
[ ; / )
£ x %
(a) (b)
Nella configurazione di riferimento & Oy == F/""Ez . “315/4,53 =-P . Si confonde, come

usuale, la configurazione di riferimento con quella naturale (g =0,
configurazione adiacente ¢ individuata da due componenti di trasl

(Fig. b). Le deformazioni corrispondenti sono:

-5
13

lﬁ

&=V, & =Vv+20, & =iu-10

e le rotazioni delle molle:

¢1 =ﬂ/1, ¢z 222/1, (b} :\}/1
Gli incrementi di tensione sono.

o =cv, 0, =c(V+210), &, =c(ii-10)

che, sommati alle tensioni di presollecitazione forniscono:

Le condizioni di equilibrio alla traslazione orizzontale e verticale in 7

mente:

Oy ==P[A+ci, o, ==3P/4+c(v4210), o, =-P +c(i-16)

- 0,9, -—O'Z(bz‘ogw_P:O,

-0, -0, ~0y¢0, - P

quilibrio sono diagrammiati i, | io

irando

cfr. Osservazione 1). La
azione ed una rotazione

(d

si scrivono immediata

0

(e)
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4.00
2
200 -
A
0.00 i
4.00

(©

-4.00

-6.00

Per scrivere la condizione di equilibrio alla rotazione iqtomo ad A’ & conveniente scomporre le
tensioni. o, ha una componente verticale o, di t->racc1o 2{, mentre la componente orizzontale
¢,0, habraccio 2/6 (quindi da contributo di ordine supferlore)_; la tensione o, ha_comp.ongn;?
orizzontale o, di braccio /, mentre la componente verflcale 9,0, ha'u braccio /6 (quindi da
contributo di ordine superiore). La forza P applicata in H ”ha braccio /- /6, mentre quella
applicata in K “ha braccio //2 +2/6 . In definitiva si ha:

~ 0,20+l - P(I- @)+ P(1/2+216) = 0 (®

Sostituendo le (b) e (d) nelle (e) ed (f) e linearizzando negli incrementi si ha:

¢ 0 - 1 0 0 " 0
0 2¢ 2 ‘? 0 1 0 vh=10 ()
—e 2 5l 0 o 3*1)i8] |o

Posto A= P/(cl) I’equazione caratteristica é:
PA):=34 1427 +164-4=0 (h)
Essa ammette soluzioni che possono essere determinate numericamente (Fig. ¢):
A, =2, =0348, A, =1247, A4, =3072 )

a cui corrispondono gli autovettori:

.
4 =1-0699 0552 045617}
T
4, =|-0810 -0537 02021} M
7
4, ={-0222 0858 0460/}

Le deformate modali sono indicate in Fig. (d).
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P22 B
A P32
secondo modo

(@)

primo modo terzo modo

3.4 Proprieta di ortogonalita dei modi critici

E noto dall’Algebra (cfr. Appendice B.2), che gli autovettori ¢, del problema ¢14)
con K e G simmetriche, soddisfano le seguenti proprieta, dette di ortogonalit:

$/Kg =0, $/Gg=0 ixj (18)

Poiché gli autovettori ¢ sono definiti a meno di una costante, questa puo scegliersi in
modo tale che valgano le seguenti condizioni, dette di normalizzazione:

4'Ké =4, ¢/Gg =1 (19)

Imposta la (19;), la (19) € automaticamente soddisfatta, come si rileva direttamente
dalle (14). Le (18) e (19) possono scriversi insieme:

¢JZK¢I = 51111‘ b ¢JTG¢1 = 51] (:“-'

con g, =1 se i=j e 6, =0 se i# (simbolo di Kronecker). Autovettori che soddisfano
le (20) sono detti ortonormali.

¢ Osservazione 20. Le condizioni (20) sono suscettibili di una notevole interpreta-
zione meccanica. ] vettori K¢, rappresentano infatti le reazioni strutturali elasti-
che associate all’i-esimo modo critico; analogamente i vettori G¢, rappresentano
le corrispondenti reazioni strutturali geometriche. Le (20) stabiliscono percio che il
lavoro virtuale compiuto da tali forze nello spostamento descritto dal j-esimo modo
critico € nullo se i#j. In altre parole i modi critici sono tra loro ortogonali nel senso
che le forze (elastiche o geometriche) ad essi associate non compiono lavoro in
modi critici diversi da quelli che le hanno generate.

Se si ordinano gli autovettori per colonne in una matrice &, si ha:

®:= [¢1 ¢ ¢/] 21
dove @ ¢ detta matrice dei modi critici. Le (20) possono allora anche scriversi:
P'KO=A, d'Go=1 (22)
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dove:

A:diag{ﬂq,ﬂg,...,ﬂ,} (23)
¢ la matrice degli autovalori, diagonale.
Esercizio 12: Si verifichi ’ortogonalita degli autovettori del sistema dell’Esercizio 10 e si im-
ponga la normalizzazione.

Gli autovettori trovati (Eq. 1) sono:

e

4'Go=¢'d =0 (b)
in accordo alla (18,). Si noti che in questo caso particolare, essendo G=1, ¢ e ¢, sono ortogo-
nali nel senso della metrica euclidea. Inoltre &:

2 -t 1
¢,TK¢Z:{I HZ‘BH }1-\/5 =0 (©)

-—IIT

Poiché G=1, é&:

in accordo alla (18). R
Per normalizzare gli autovettori si moltiplicano per uno scalare &, ¢ = a,¢ , e si impone che la
{19,) sia soddisfatta

474 =ald’g :a,2(1+%(1+\/§)2) =1 = a =0526

@
N 247 2 1 \/— 2] _ =
6 d=a6¢=a I+Z(1— 5 1=1 = a, =0851
Gli autovettori normalizzati sono:
~ ' a ~ a
4 ={0s26 0851}, g ={0851 -o0526} ©

Si verifica facilmente che gli autovettori normalizzati soddisfano la (19).

3.5 Forze di disturbo e imperfezioni: sistemi ad un grado di liberta

Si vuole esaminare il comportamento della struttura nell’intorno di un punto di bifor-
cazione quando, oltre alle forze di presollecitazione, sono presenti anche piccole forze
di disturbo e/o imperfezioni geometriche. In tali casi le equazioni di equilibrio incre-
mentali (5) sono non omogenee. Si fa prima riferimento ad un sistema ad un g.d.l., poi
si analizzano (Par. 3.6) i sistemi a piu g.d.l..

Le equazioni di equilibrio (13) si modificano in:

(k= 8)i = p (24

dove p sono piccole forze incrementali (oppure, come si vedra nell’Esercizio 13,
termini dovuti ad imperfezioni). La (24) ammette la soluzione:
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op 1

T ET-aA )
dove A, =k/g ¢ il carico critico del sistema (cioé¢ I'unico autovalore del problems,
reso omogeneo). La (25) pud cosi interpretarsi: lo spostamento ¢ ¢ uguale allo spq.
stamento g,:= p/k che subirebbe il sistema in assenza di presollecitazione (pari als
soluzione del problema lineare, o del primo ordine), amplificato dal fatope
(1-4/ /15)”1 (che infatti, per 4 < 4., € maggiore di 1). Questo prende il nome di fu.
tore di amplificazione (statico). Per A/A. -> 1 il fattore di amplificazione tende a4
infinito, traducendo il fatto che la rigidezza del sistema tende a zero. Cosicché, se
diagramma la (25) sul piano (g4,4) si ottiene il grafico di Fig. 5.

A
Ael

>

QI} q

<

Fig. 5 Percorso di equilibrio di un sistema ad un g.dl soggetto a forze incremental
qr=soluzione lineare (o del primo ordine)

e Osservazione 21. Si confronti la (25) con I’Eq. (¢) dell’Esercizio 1, relativa ad un
sistema in cui I’effetto geometrico ¢ stabilizzante.

e Osservazione 22. Si noti che il problema non omogeneo non presenta biforcazio-
ni; questa caratteristica ¢ propria dei sistemi anche a piu g.d.l..

Esercizio 13: Si determini il percorso di equilibrio del sistema in Fig. (a), presollecitato da una
forza verticale P e soggetto: (1) ad una forza di disturbo orizzontale £ (Fig. b,); () ad una
piccola eccentricita e della forza verticale (Fig. b,); (Ill) ad una piccola inclinazione #
dell’asta (Fig. bs).

P P & P P
- —_— i l
F
l —
c/j L D { 4 \ 9
(7. | (7 RS L,
(a) (b)) (by) (bs)
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(I) Nella configurazione adiacente (Fig. ¢;) 'equazione di equilibrio si scrive:
(c—PHO=FI (a)
1a cui soluzione ¢&:
. K1
§=— = b
¢ 1-Plc ®
/
16 19 e
i i e
(c1) (c2)
(II) Nella configurazione adiacente (Fig. ¢,) {’equazione di equilibrio si scrive:
(c-Pho=Pe ()
la cui soluzione é&:
. Pe 1
= s d
c 1-Pl¢ @
(111) Nella configurazione adiacente (Fig. c;) I’equazione di equilibrio si scrive:
(¢c- PDd = Plo (e)
la cui soluzione é:
. Ple ]
= ——=
¢ 1-Ple ®

Le curve carico-spostamento (b), (d) ed (f) sono diagrammate in Fig. (d), assunto g =e.

A

P
ol

(d)

<o
Flfc

v

* Osservazione 23. Nei casi (I) e (Ill) dell’Esercizio 13, i termini di imperfezione
Pe ¢ Pl , stanti la piccolezza di e e di @ , vanno considerati alla stregua di forze

incrementali, anche se legate alla presollecitazione P .
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3.6 Forze di disturbo e imperfezioni: sistemi a piu gradi di liberta

Si considerino ora sistemi a piti g.d.1.. Le equazioni (14) si modificano come segue:
KGq-AGg=p (26)

dove p ¢ un vettore di forze incrementali e/o imperfezioni. Le (26) possono :SSere

risolte facilmente nella base ortonormale degli autovettori procedendo come sepye Si

pone: .
q= (Dﬂ (27)

dove la matrice Ix/ ® ¢ definita dalla (21) e il vettore Ix1 77 & il vertore delle coord.
nate principali.

. Osserv‘azi(‘)l.le 24. La (27) esprime lo spostamento ¢ come combinazione lincare 4
coefficienti incogniti 7, degli autovettori @, ; 7, rappresenta dunque I’ampiezza di
q nella direzione ¢, dello spazio delle variabili di configurazione (F ig. 6).

9,

mé,
Fig. 6 Scomposizione del vettore q nella base ortonormale degli autovettori e significato delle

coordinate principali 1, (1=2)

Sostituendo la (27) nella (26) e premoltiplicando per @' si ha:

(O'K® - 10 'GD)p=0"p (28)
Tenuto conto delle condizioni di ortonormalizzazione (22), la (28) si scrive:
(A= ADp=¢ (29)
dove si € posto:
E=d)p (30)

vettore delle forze modali. La i-esima componente f, =¢'p rappresenta il lavoro
virtuale compiuto dalle forze incrementali p nel modo i-esimo @, . Le (29) costitui

scono un sistema di / equazioni algebriche lineari disaccoppiate nelle incognite 7,
possono anche scriversi, ricordando la (23):

(A, -Am, =& (=120 1)
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Risolvendo e ritornando alle variabili ¢, utilizzando la (27), si ha infine:

[
a=2
J=1

J
: : 32
A, -4 % G2
Gli addendi della somma (32) sono inversamente proporzionali alle differenze
A, = A, cosicché, i termini prevalenti sono quelli associati agli autovalori A, piu vici-
ni al carico A. Ordinati gli autovalori in modo crescente 4, <A, <..., per A < 4, =4,
gli addendi della somma tendono a zero in modulo, per cui ¢ sufficiente considerare
solo 1 primi.
Un metodo approssimato per stimare la soluzione ¢ il seguente. Si riscrive la (32)
nella forma:

5 [ 1 g‘j

=2 ———->¢ (33)

;pxggj

in cui appaiono i fattori di amplificazione (1- 4/ /?.J)‘l‘ Ignorandoli si ottiene la solu-
zione corrispondente a A = 0, cioe la soluzione lineare rappresentata nella base degli
autovettori:

!

4, =2 i‘é (34)
/=1 /?'j

La (33) esprime dunque la soluzione del problema linearizzato come la soluzione del
problema lineare, (34), in cui ciascuna componente é amplificata del fattore che com-
pete all'autovalore associato. Ammettendo che entrambe le somme (33) e (34) possa-
no essere approssimate dal solo primo termine, vale la relazione:

q, 35

LYY
Se tutti i termini della (34) hanno il medesimo segno, la (35) fornisce un valore di ¢
il cui modulo & approssimato per eccesso. ¢ puod essere approssimativamente espres-
so moltiplicando q; per il fattore di amplificazione 1/(1—A/4.), cosi come accade per
i sistemi ad un g.d.l. Poiché le deformazioni £ e le tensioni o sono proporzionali a
q ., tutta la soluzione del problema elastico lineare é amplificata dello stesso fattore:
. 1 . . 1 .

y,, &= &, o= (o} (36)
q, -1 !

1 1-2 ﬂ"c 3 (4
¢ Osservazione 25. Quanto sopra suggerisce il seguente procedimento approssimato
di calcolo, da effettuarsi in presenza di forze di disturbo.
I.  Si ignora lo stato di presollecitazione e si effettua una analisi lineare; si de-
terminano cosi q,.&;,0, .
II. Sicalcola il carico critico 4. (ignorando quindi le forze di disturbo).
111. Si applicano le (36).
i procedimento ¢ molto semplice in quanto richiede la determinazione del solo ca-
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rico critico e non la soluzione dell’intero problema agli autovalori (come fa i
Iespressione esatta (33)). Il metodo perd non sempre ¢ in favore di sicurezza, i;
quanto non sempre sovrastima spostamenti e tensioni; tuttavia nelle applicazion; di
interesse ingegneristico I’approssimazione che si consegue ¢ di norma molto buoy
(si veda in proposito I’esempio che segue).

Esercizio 14: Con riferimento all’Esercizio 10, si determini la coppia di richiamo elastico al|
base della struttura quando la forza verticale P ha eccentricita e (Fig. a). Si determini: (a) |
soluzione esatta applicando I’equazione (32) e (b) la soluzione approssimata, applicando |
metodo descritto nell’Osservazione 25.

B 300 -
P 3
=] Ui
e CH Pe
200
/
@ = (9B ®) o0
!
A Py
=y 0.00 - e - Y .
~ v A 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

(a) Le equazioni di equilibrio (d) dell’Esercizio 10, posto A = Pl/c, si modificano come segue

(S A

Ricordando le espressioni degli autovettori normalizzati (Eq. (e) dell’Esercizio 12), le forze
modali valgono:

Pe : Pe
= :0.8517, &5 :—0.526—6“ )

6, 085! 0526] 506 | 0851 p,
92 0382410851 2618-4 —0526] c

essendo A, = 0382 e 4, =2.618. 1l momento nell’organo in A vale s = ¢6, , quindi:

. (1 I
:0.448Pe( N )
. 0382-4 26184 @

La (32) si scrive

~_

ed & diagrammato in Fig. (b).

(b) Ignorando Deffetto geometrico (4 = 0) , dalle equazioni di equilibrio (a) si trae:
_ﬁ_‘{ ) 2Pe

;T ¢’ y =,

(e)

C

IVECe
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[ momento alla base & 4, = Pe . Applicando la (365) si ha:

.= 1
= Pe o
M= T 0382 @
La curva (f) & diagrammata in Fig. (¢) insieme alla soluzione esatta (d). Dal confronto si vede
che per A<A,, la soluzione approssimata (f) costituisce un’ottima approssimazione della solu-
zione esatta (si veda in proposito I’ingrandimento riportato in Fig. d); cio ovviamente non vale
per A>Ac.

300 - 3.00 .
/
Il 4]}
Fe Pe
200 - 200
2% Soluzione
approssimata
1.00 1.00 - ' Soluzione esatta
0.00 ; A 000 P e A
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
(©) ()

3.7 Limiti della teoria linearizzata: cenni sul comportamento posteritico

{.a teoria linearizzata non & in grado di fornire informazioni circa il percorso dirama-
to. Infatti, come si & visto, questo appare come una retta orizzontale caratterizzata da
un illusorio equilibrio indifferente. Un’analisi piti approfondita richiede necessaria-
mente I’impiego della teoria non lineare della biforcazione che costituisce perd un
capitolo della Scienza delle Costruzioni cosi vasto che non puo essere affrontato in
questa sede. Tuttavia alcune considerazioni relative a sistemi ad un g.d.l. serviranno a
chiarire i concetti fondamentali.

L’equazione non lineare di equilibrio di un’ampia classe di sistemi ad un g.d.1. si scri-
ve (cfr. Esercizio 13, casi (II) e (1I1))

p.(@) A (@) =bi  p(0)=p,(0)=0 (37

dove p, e p, sono le reazioni strutturali elastica e geometrica, dipendenti in modo
non lineare dallo spostamento incrementale ¢, e bA rappresenta |’effetto delle imper-
fezioni. Le funzioni p,(4)e p,(q) ammettono gli sviluppi in serie:

R U
pe(q):kq+5pe(0)qz+~--
(38)

N
pg(q):gq+5pg(0)q2+---
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dove I’apice indica derivazione rispetto a ¢ e
k=p0), g=p,(0) (39)

sono rispettivamente la rigidezza elastica e geometrica del sistema. Se nelle (38) si
ritengono i soli termini lineari in ¢, si perviene ai risultati del Par. 3.2 (b=0) « }>-,II
3.5 (b#0); in particolare il carico critico & A= k/g . Se invece si fa riferimento ;,;|.,
equazioni esatte (37) si ha, con b=0, o

’l:Pe(Q)/pg(Q) (40)

§i ottiene cio¢ il percorso diramato nella forma A = A(g). Per g — 0 questo inte;
il percorso fondamentale nel punto di biforcazione, corrispondente 4
A, = p,(0)/ p,(0) = 0/0. Poiché il rapporto ¢ indeterminato, applicando il teorema d;
De L."Hospital si ha, in virtu della (39):

r.(q) _pi(0) &k

»CCa

A. = lim £
=>0p.(q) py0) g

Si ottiene quindi i/ medesimo valore del carico critico Jornito dalla teoria lineariz=a-
ta.

11 percorso diramato puo essere descritto in modo approssimato sviluppando la (40) iy
serie di ¢ intornoa ¢ =0 . Si ha:
<

A=A, +A g+ %i"(j%»...

dove:

=)

Pg

A= (Eey

G=0 Py

q=0

Possibili percorsi diramati sono indicati in Fig. 7.

A A
\v/ /16
/1" /‘\
q q ’q
A=0, A0 Al=0, A'<0 A0, A'>0
(2) (b) (¢)

Fig. 7 Percorsi diramati non lineari della struttura perfetta: biforcazione (a) sopracritica, (b)
soltocritica, (€) transcritica; (

teoria non lineare, teoria linearizzata)
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o Osservazione 26. La teoria linearizzata fornisce sempre un percorso orizzontale,
che quindi in generale non rappresenta la tangente al percorso diramato, se non
nei casi (a) e (b) (biforcazioni simmetriche) di Fig. 7. Quindi, in mancanza di altre
informazioni, il percorso orizzontale é privo di qualunque significato. Nel caso dei
sistemi a pit g.d.l., comunque, la proiezione del percorso sul piano delle configu-
razioni (Fig. 4) & tangente alla proiezione del percorso diramato.

"« Osservazione 27. Circa la stabilita del percorso fondamentale valgono le conside-

razioni fatte precedentemente (Par. 3.3). Per analizzare la qualita dell’equilibrio
del percorso diramato, applicando il criterio statico, occorre analizzare la rigidezza
del sistema nella configurazione deformata. Detta g la configurazione di equili-
brio corrispondente a A, soluzione della (40), in una configurazione ad essa infini-
tamente vicina &€ ¢ =gz +J§ con &f << gg. In questa nuova configurazione, in
generale non equilibrata, le reazioni strutturali elastica e geometrica valgono
P.(de +34) ed p,(ge +59) . Per la stabilitd &5 e p, — Ap, devono avere il me-
desimo segno, deve cio¢ essere:

[P.(de +64) - Ap (4e +09)16G>0  Voq (44)
ovvero, sviluppando in serie intorno a g :
P(Ge)—Apy(4e)>0 (45)

Passando a considerare I’effetto delle imperfezioni, la (37) fornisce:

A (46)

P 1+ p(q)
Poiché al crescere di ¢, in generale, la componente geometrica p,(g) cresce in valo-
re assoluto, ’effetto delle imperfezioni si riduce, e la (46) tende alla (40). Si ottengo-

no le curve indicate a tratto spesso continuo in Fig. 8 (da confrontarsi con quelle della
teoria linearizzata, del tipo di Fig. 4, pure riportate in Fig. 8 con tratto sottile).

A

q
(a) (b) ()

Fig. 8 Percorsi non lineari della struttura imperfetta nei casi (a) sopracritico, (b) sottocritico,

(¢) transcritico; ( teoria non lineare teoria linearizzata, --- sistema perfetio)
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Esercizio 15: Con riferimento al sistema in Fig. (a): (a) si determini il percorso diramato e

(e=0) e si studi la stabilita; (b) si determini il percorso non lineare della struttura imper

(e=0); (¢) si confrontino le soluzioni ottenute con quella della teoria linearizzata: (d) si ,:":

menti il comportamento meccanico del sistema per e=0 e P > P
-

!
c. 3
= X,
~ —f—
Isin@ ecosd
(a) (b)

Si considera una rotazione di ampi ita &

. °ra u piezza finita 8. Nella confi
1!lustrate in Fig. (b). L’equazione la s
rispetto ad A4:

i Nell: ] gurazione variata agiscono le forze
grangiana si ottiene imponendo I’equilibrio dei moment

¢~ P(Isinf + ecos6) =0 _
(a)

(a) Si studia dapprima il problema omo i
. ) geneo, e=0 (sistema perfe .
luzione banale 8=0 VP e (II) la soluzione dirama(ta: pertetio). La (@) ammette (1) Ia s

/ Siné {b)

Per 650 la (b) fornisce:

(c)

(d)

Per studiare la stabilita del percorso diramato si scrive la condizione di stabilita (44):

[c(6; +58) - Plsin(6; +56)]66>0 V&6 (d)
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gviluppando in serie la funzione seno e tenuto conto dell’equilibrio si ha:
c—Plcosfe >0 (e)
gostituendo a P I’espressione (b) si ha:
e(1-06; [tan ;) >0 ®
Poiché la () & soddisfatta per ogni 9,_, e (~x, ) il percorso diramato ¢ stabile.

(b) Per ex0 dalla (a) si trae:

p=5 0 1
!

sin@ 1+ e (/tan6) ®

pure diagrammato in Fig. (¢) (e>0).
(c) Se si applica la teoria linearizzata (€ — 0), I’equazione (a) si scrive:
(c- PO = Pe (h)

[ percorsi di equilibrio del sistema perfetto (e=0) ed imperfetto (e#0) sono diagrammati in
Fig. (d).

(d) Per e=0 e P > P, il percorso fondamentale ¢ instabile. Assegnata una piccola perturbazio-
ne, il sistema abbandona la configurazione rettilinea (punto E in Fig. ¢) e si porta in una nuova
posizione di equilibrio stabile (punto E,, oppure E,, a seconda del segno della perturbazione).
Questo tipo di comportamento (simmetrico stabile) non & descrivibile dalla teoria linearizzata
(Fig. d). Si noti che per P > P, esiste pill di una soluzione equilibrata, in contrasto con il teo-
rema di unicita della soluzione, valido nella teoria lineare.

3.8 Influenza degli spostamenti precritici

Nei problemi sin qui trattati, e in accordo all’Osservazione 1, si sono trascurati gli
spostamenti q che descrivono la configurazione di presollecitazione con riferimento
a quella naturale. Questa assunzione ha come conseguenza che le due configurazioni,
di presollecitazione e naturale, coincidono, cosicché, all’atto della biforcazione, la
configurazione del sistema ¢é nota. In realta, ad eccezione di casi particolari relativi ai
sistemi vincolati (cfr. Esercizio 10), a causa delle deformazioni (precritiche) prodotte
dal carico, la biforcazione avviene in corrispondenza di una configurazioneincognita,
funzione dello stesso carico. Il concetto puo formalizzarsi come segue.

Per un’ampia classe di sistemi a pit g.d.1. le equazioni di equilibrio non lineari si scri-
vono:

p.(q)—Ap () =0 (47)

dove q ¢ lo spostamento misurato a partire dalla configurazione naturale. Per ipotesi
le (47) ammettono la soluzione:

q=q(4) (48)
che descrive il percorso fondamentale, in generale non lineare (Fig. 9); ¢ cio¢:
p.(G(A) ~ AP, (G(4) =0 (49)
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Fig. 9 Percorso fondamentale non banale q(4), punto di biforcazione B e percorso diraman
(teoria linearizzata)

Per un fissato A, e quindi per una fissata configurazione di presollecitazione g(1), s

ricercano configurazioni equilibrate infinitamente vicine. Posto q=q+q (Fig ¢
deve essere:

)

P(A(A)+@)~Ap (@A) +q) =0 (50)
ovvero, sviluppando in serie di q e tenuto conto della (49):
[K(A)-AG(D)]q=0 (51)
dove:
K(A) = %‘L . k(D)= %‘?ﬁ
9 lacn 97|36 3
(2<)
. op,,
G(ﬂ):g X GU(/?»): pk’
M {5 297l

Nelle (51) K(A) e G(1) sono rispettivamente le marrici di rigidezza elastica e geome-
trica del sistema nella configurazione q = G(A). La condizione di biforcazione é:

det[K(A) - AG(1)] = 0 (53)

Il problema agli autovalori appare dunque in una forma non standard; inoltre K ¢ G
sono delle A-matrici. [ valori di A che soddisfano le (53) sono i carichi critici def si-
stema, a cui corrispondono delle configurazioni q = q(A) la cui matrice di rigidezza

complessiva ¢ singolare. Le associate soluzioni q della (51) descrivono la direzione
del percorso diramato.

. GSSérvazione 28. 11 numero delle soluzioni della (53) non ¢ noto, dipendendo
dalle leggi con cui K e G diperidono da 1.
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+ Osservazione 29. L’ipotesi, comunemente adottata, .di trascurare gli spostamenti
precritici, corrisponde ad approssimare K(4) e G(A) rlspettlvamepte con K=K(0) e
G=G(0), cioé con le matrici di rigidezza relative alla configurazione naturalg, Ge-
neralmente, comunque, le deformazioni precritiche .prgducono mf)dgste n}odlﬁche
di geometria, cosicché le soluzioni della (53) non si dls‘costano significativamente
dalle soluzioni della (15). L’esercizio che segue illustra il problema.

Esercizio 16: Con riferimento al sistema in Fig. (a) si determini. il carico.critico (a)‘ tenendq
conto degli spostamenti precritici, ovvero (b) trascurandoli; (c) si confrontino i valori ottenuti
con quelli dell’asta rigida (cfr. Esercizio 15).

! :
M& Rs
5 Yy Je.u
f . Cf@ Y
. A=’ %—9
PN
1 (! u)sln |
(a) (b) (©)

i =(u,0)" quale vettore dei parametri lagrangiani, con u accorciamento della
S)l())llsal eas;ugiazcgom(e del)l’as%a, entrambi di ampiezza ﬁnitz_x (Fi‘g. b). Le fqrze agenti sui due cor-
pi, AS ed SB, nella configurazione variata sono indigate in Fig. (c). Lg incognite dpl pr;blemg
sono le reazioni r={ X ,,Y,, R, M Vedi parametri fed u. Le equazioni !agranglat_le d_l ecllul-
librio sono: I'equazione di equilibrio alla traslazione Fiel corpo SB in 'dxre‘zmne longitudinale e
I’equazione di equilibrio alla rotazione rispetto ad 4 di tutte le forze. Si ha:

cu—Pcos@=0, c,6- P(l-u)sind=0 (a)
I.e (a) ammettono ia soluzione
i=Ple,, 6=0 (b)

che rappresenta il percorso fondamentale non banale, lungo cui I’asta si accorcia mantenendosi
verticale. Posto

u=t+i, 0=0+6 (©)
sostituendo nella (4) e linearizzando negli incrementi, si ottiene;

ci=0, (¢, -Pl+P*[c,)0=0 (d)
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ovvero, nella forma (51):

- P - =
0 ¢ 0 I-P/c, |})10] |0

La (d;) ammette soluzione non banale se:

P’ —lceF+c‘ecf =0

da cui si determinano due radici, corris

pondenti ad altrettante biforcazioni. La pill picc
presenta il cercato carico critico:

4c
a:lcez - 1- 2
2 el

(b) Se si trascurano gli spostamenti precritici e si linearizzano le (a) intorno a (u,0) = (0,0) i
ottiene:

i Fap-
rap

cu=P, (c, —F1)9=0 (h)
Le due equazioni sono disacco

ppiate. La seconda fornisce un'unica radice, corrispondente ad
un’unica biforcazione:

P.=c, /I (i)
(¢) Se I’asta ¢ rigida (Esercizio 15, E
mente, con quello determinato trascu
valore maggiore. Se comun
ottiene ancora P, = /L

g. ¢) il carico critico ¢ P, =c¢, /1, coincide quindi, ovvia-
rando gli spostamenti precritici. La (g) fornisce invece un
que si sviluppa in serie la radice quadrata per ¢, /el *) piccolo, si

* Osservazione 30. L’equazione di equilibrio

(d») dell’Esercizio 16 puo riscriversi
come:

(¢, = Plg)f=0
dove:

le =1-Ple,
¢ la lunghezza dell’asta in e
quella dell’asta rigida,
que, modifica la geome
la rigidezza estensiona
pio avviene nelle travi

quilibrio sotto I’azione di P . L’equazione ¢ identica a
salvo il diverso valore della lunghezza. 11 carico P, dun
tria; conseguentemente cambia ij valore critico. Tuttavia, s
le € grande in rapporto a quella flessionale (come ad esem-
elastiche), se cioé & ¢ 5 /(cel2 ) <<'1, il carico critico (g) ¢
solo di poco superiore a quello dell’asta infinitamente rigida. Inoltre, il secondo
carico critico, che non esiste se si trascurano le deformazioni precritiche, ha un

valore molto alto, che tende ad infinito, Questo ¢ il motivo per cui, nelle applica-

zioni relative a strutture poco deformabili, & usuale trascurare gli spostamenti pre-
critici.

R e
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3.9 Formulazione integrale

Come si ¢ gia discusso nella teoria lineare, la formulazione integrale (TLV) ha il pre-

. . . inando le re-
.o di fornire direttamente le equazioni lagrangiane d} equ_lhbrlo, elnTl‘m‘inl olere
B o vincolari. Tuttavia, il suo impiego nella teoria linearizzata (0,1 1p1u i .gl' are,
" . ’ i i ¢ 1 i oria lineare.
?lecx)na teoria non lineare) non ¢ immediato, come ¢ mnvece il caso de tf;l ‘tiertuali neare.
}2fatti come si ¢ visto nel Paragrafo 9.2.6, il campo degli spostamertlol e o
, ' cioé va sovrappos
] jgurazione deformata, ‘
sto a partire dalla confi ne d ‘ > e
p%ne inléui si vuole imporre 1’equilibrio. Viene percio rrlleno lg forturnlzzi : Spostamem(;
g i i i formale tra i campi di
ia ri 9, di eguaglianza form :
% ata nell’Osservazione 6.9, : : L
gia ey ic i vo problema cinematico, re
i erciod studiare un nuovo p . :
ale e virtuale. Occorre p _ ' . h tvoad u
r?stema la cui geometria & modificata dagli spostamgntl r‘ea.ll, 1‘1 protgelr:le; ego neral
X ente piti complesso di quello originario, che di solito si rlfgrlsce ad Sistgmi hetria
n;m lice. Il procedimento integrale ¢ particolarmente convel.nel?te per 1.1'brio  forte
X enIt)e vi‘ncolati dove la determinazione diretta delle equazioni di equili gr
m ,
i ¢ laboriosa.
giane ¢ lab 53
Nelle applicazioni occorre proceder?j ‘co‘r?e 'segufc.) & s asseqna un campo di sposta
i ione di riferimen :
. A partire dalla configurazio : ‘ . oS
: meFl)mti infinitesimi q che porta il sistema nella conﬁgurgzmne adiacente C7,
calcolano gli incrementi di defom}azione £ ,e tensione o . oo di spostament
II. A partire dalla configurazione adiacente C’si assegna un ca l_p ostament
‘ virtuali infinitesimi &q e si calcolano le deformaziont virtual congru
h . i N e
gli spostamenti virtuali &7 dei punti Q1 apply:azmne del.le for e (Groesistenti ¢
1. Siimpone che forze (di presollecitazione e incrementali) € tensi 1 pord stent ¢
) . . 72
incrementali) agenti nella configurazione adiacente C . cqmplanc;.‘al\fnearimndo
complessivamente nullo negli spostamenti ¢ defoma§19n1. v1rt1;'ii i; li SonsaNo
negli incrementi si ottengono cosi le equazioni di equilibrio nella config
adiacente. |
i i i i i da (7, diffe-
« Osservazione 31. Le deformazioni ¢ e gli spostamenti o7, misurati da C,

riscono dalle deformazioni 8¢ e dagli spostamenti 677, che sono misurati a partire
da C (cfr. Par.9.2.6 ¢9.2.7).

i i scri il si in Fig. (a),
Esercizio 17: Applicando la formulazione integrale si scriva, per il sistema g (a)
I’equazione di equilibrio nella configurazione adiacente.

F
N ) o B l =
§%\F —AAA C Jﬁ 5vC

(b)

0l e
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Si assume € come parametro lagrangiano. Nella configurazione adiacente (F ig. b) & (passo I

oc=06=clf (a
Si assegna uno spostamento virtuale 56 (passo 11, Fig. ¢); a i b

| ; . C); a questo corrisponde Ings
mento virtuale d¢ della molla e un abbassamento virtuale v del punto C ',};)ari a: ™ ol
Se=150,  bv. =(e+18)50

L’ELY si scrive (passo 111):

o€ = Pov,
ovvero, sostituendo le (a) e (b):

[cI*0-P(e+16)]00=0 Vo8

da cui segue I’equazione di equilibrio:

(cI* - PO = Pe

Esercizi.o 18: Applic:ando }a fonpulazione integrale si determini il carico e il modo critico del
sistema in Fig. (a). Si traccino gli spostamenti precritici.

= &
N3
! \% P
c 4\ l
i, 4 k B
c ;
Il U z 2 gc
P A :
m 2
[ /
/ « o
(a) (b)

10
1

St assumono quali spostamenti generalizzati le traslazioni di C e la rotazione intorno a C. La
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configurazione adiacente & indicata in Fig. (b). In essa si ha (passo I):
£ =v=10, &=v+10, & =@u-vJ2/2
po=ull, ¢, =dfl, ¢y=(u+v)/(2])
Tenuto conto dello stato di presollecitazione si ha:
o, ==P24c(v-10), 0,==P2+c(3+10), o, =cli-V)2/2 (b)

Si assegna poi uno spostamento virtuale (S, 5,56) (passo I, Fig. c). Gli spostamenti dei
punti 4’, B’ e C’ risultano essere:

Su, = du+1056, &v, =& ~150
Suy = Si— 1056, v, = & +150 (©)
Sug = S Sv. = &

e quindi le deformazioni virtuali valgono:

(a)

58, =0v , + 0, =c9\3—1549+%51’4
582=5v3+(b25u3=§\3+159+%&2 ()

S, = (Sup — v )22 = (Su—- )22
Si scrive quindi 'ELV (passo 111):
0,06, + 0,08, + 0,06, =P v, (e)

Sostituendo le (b) e (d) e raccogliendo si ha:

[- P‘% + %c(u - \3)}&2 + B - % cu}sv' + [2c12é]59 =0 V(5u,6950) ®
da cui seguono le equazioni di equilibrio:
(P e ]
T2 T2 |0
£ 20 0 fr={o (
2 2°¢ VI e
0 0 2°|6 0

[’equazione in 6 ¢ disaccoppiata e fornisce 0= 0. Dalla seconda si ricava =5V, che sosti-
tuita nella prima fornisce:

(—5§+2C)\3=0 (h)
da cui:
2
P ==cl i
=S )]
11 modo critico é:
a.={1 5 o )
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e Osservazione 32. Il sistema dell’Esercizio 18, pur avendo tre g.d.l., possiede
unico carico critico. Cio dipende dal fatto che la matrice geometrica ¢ singolare

3.10 Formulazione variazionale

Una formulazione alternativa a quella integrale ¢ offerta dalla formulazione variazio.
nale (Teorema di stazionarieta dell’energia potenziale totale). Come si € visto pel
Par. 9.2.8, il teorema ¢ valido anche in campo non lineare; in particolare, esso fornisce
le equazioni di equilibrio corrette al primo ordine in q (cio¢ le condizioni nella coy.
figurazione adiacente C”) se I'EPT contiene tutti i termini fino al secondo ordine iy
q . La differenza di ordine ¢ legata al fatto che I’equazione di derivazione abbassa d;
uno il grado del polinomio. Se si segue la formulazione variazionale ¢ dunque neces.
sario studiare la cinematica non lineare del sistema, sia pure limitata al secondo or-
dine, a differenza di quanto accade nella formulazione diretta o integrale. Per un sj.
stema presollecitato I’ EPE si scrive (cfr. 9.69):

0= 5TCe+5 b+ v

dove ¢ ¢ la parte lineare (in q)ed £ ¢ la parte quadratica (in q ) delle deformazioni
misurate a partire dalla configurazione di riferimento. Il lavoro dei carichi é:

W:ZEﬁr-*_sz?ﬁ,\' (33)

Esso esprime il lavoro compiuto dalle forze preesistenti F, nelle componenti quadra-
tiche 7, dello spostamento dei punti di applicazione, nonché il lavoro compiuto dalle
forze addizionali F, nella parte lineare 7, degli spostamenti dei punti di applicazione
Tra queste ultime va considerato I’effetto di eventuali imperfezioni (si ricordi
I’Osservazione 23, e si veda poi I’Esercizio 19 e I’Osservazione 33). L’EPT ¢é:
U=o-W (56)

Nelle applicazioni occorre procedere come segue.

L. A partire dalla configurazione di riferimento si assegna uno spostamento finito
q : sviluppando in serie, a questo corrispondono deformazioni £ = £ + £ e spo-
stamenti dei punti di applicazione delle forze 7, = 7, + 7, rispettivamente co-
stituiti da una parte lineare in ¢ ed una parte quadratica in q .

II. Siscrive 'EPT (56) e si impone la stazionarieta rispetto a ¢ ; si ottengono cos: le
equazioni di equilibrio nella configurazione adiacente.

Esercizio 19: Con riferimento al sistema dell’Esercizio 17 (Fig. a), si ottenga I’equazione di
equilibrio lagrangiana applicando la formulazione variazionale.

Assegnato uno spostamento finito 6 si ottiene la configurazione di Fig. (b). L’EPT, funzione
del parametro lagrangiano 0, si scrive:

U9) = % de(@))* - Pv(6) @)

dove 8(9) e v(é) sono rispettivamente I’allungamento della molla e I’abbassamento del punto
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(@)

A=A

2

A

(b)

. . ;- K] . -
di applicazione del carico, funzioni non lineari del parametro 0 Per ottenere un espres;mge §i1
U completa al secondo ordine in @ (passo 1) ¢ sufficiente esprimere £ al primo ordzne in g Qn
quanto ¢ gia appare al quadrato) ma & necessario sviluppare v al secondo ordine in (in

quanto v appare alla prima potenza):

2

. . o .0
£(0) = 10+..., v(H):l(l~c050)+esml9:e9+l—§—+..‘ (b)

da cui:

U®) = %(cz2 ~PDG* - Peb+... (©)

mponendo la stazionarieta (passo 1)

SU(O) =[(cI* - PDO-Pelsd=0 V&0 (d)

da cui segue I’equazione di equilibrio (e) dell’Esercizio 17.

e Osservazione 33. Nell’Esercizio 19 va notato che il termine di imperfezione ¢ le-
gato alla parte lineare di v(6) e il termine geometrico a quella quadratica.

Esercizio 20: Si determini il carico critico del sistema in Fig. (a) applicando la formulazione

variazionale.

lﬁ
3 A B
Do s ‘
{iZc Blzc
L L2 )
(a)

Si assume quale unico g.d.l. la traslazione.orlzz
mento altera I’equilibrio in direzione verticale ¢

2 P
A ’ B B
NN - —
J c ¢ E
/S /
VN VN
(b)

ontale; infatti, ogni altra componente di sposta-
he sussiste nello stato presollecitato. Conside-

rata una traslazione # finita (Fig. b) si hanno le deformazioni (cfr. 9.2.9):

Vil

a2

—, &=l @
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la cui parte lineare ¢&:

=0, £=0, &=u
e quella non lineare:
) .2
. u .. 1u
==, & ==—, &=0 (
o2 P2

L’EPT ¢
1 . I
U =Ecg§ + 0,8 + 0,8, (d

dove o, =0,

=—P/2 & la pretensione, mentre P compie lavoro nullo. Sostituendo le (b) ¢
nelle (d) si ha:

Imponendo la stazionarieta rispetto ad « si ha:

gy ( Fj. _
—={ = =0 (f)
o )

da cui si ricava la condizione di equilibrio:

che fornisce il carico critico:
P =cl (h)

¢ Osservazione 34. Nell’Esercizio 19 il termine geometrico dell’equazione di equi-
librio & stato determinato come lavoro della forza P nella parte del secondo ordi-
ne dello spostamento v(8) ; nell’Esercizio 20 come lavoro delle pretensioni &, ¢
&, nelle componenti del secondo ordine delle deformazioni addizionali £, ed &,
Si confronti questa considerazione con quella dell’Osservazione 9.

Esercizio 21: Si determinino i carichi critici del sistema in Fig. (a) applicando la formulazione
variazionale. Si rappresentino poi le deformate modali. Sia ¢, =¢, =¢, =¢, ¢; =¢, =c¢, =¢!

11 sistema ha due g.d.l.. Si assumano quali parametri lagrangiani le rotazioni assolute 9‘ e b,
delle aste verticali (Fig. b). Poiché &, =0, ’EPT del sistema si scrive:

1 . 1 o .
U:'—c(g']z+522)+'2—c12(lc32 +K)-2PV, (a)

dove ¢ e K, rappresentano la parte lineare della deformazione delle molle e v, ¢ la parte
quadratlca dell abbassamento dei punti di applicazione delle forze P . Per determinare le de-
formazioni & , K, pud farsi riferimento alla Fig. () (cinematica lineare); si ha:

& =—i,2[2=-16,\2/2
&, =(ity — i )N2/2=-16,42 /2 (b)

Ky=K,=0,-0
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it
/!
a

N
//

lsi;é?l zsiné2
@) (b) ©

Y i iferi Fig. (b) (cinematica non lineare
per calcolare i, occorre mMvece far riferimento alla Fig. (b) (

v, =12~ cosf, — cos6,)

- da cui:

j, =167 +6)/2
sostituendo le (b) e (d) nell’ EPT (a) si ha:

Uz.}dz(g,z 202y cl? (8, -0,)F - PUOY +63)

Imponendo la stazionarieta rispetto a 6, e 6, seguono le condizioni di equilibrio:

A _o = (éclz—ﬁl)él—c1292=0
2, 4

f’lj‘:(} = —c129‘+(§c12—ﬁl)92=
40, 4

Posto A= P/(cl) le (f) si scrivono nella forma (14):

(A S gt

L’equazione caratteristica (15) &:

%—/1 1

-1 %—1—
ovvero: 5 9

2 —5/1+—1-é=0

); si ha:

(©)

(d)

(e)

)

(@

)]
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Essa ammette le soluzioni:

1
A=A, ==, A, = 4
4 4
a cul corrispondono le deformate modali in Fig. (d, €) associate agli autovettori:
b={1 -1}

(d) (e)

. Osservazione 35. In conclusione, se si confrontano le diverse formulazioni sin qui
esaminate si evincono le seguenti, profonde, differenze. La formulazione dire";.a ri-
chiede lo studio di un problema cinematico lineare, nonché la scrittura diretta
delle con'dizioni di equilibrio e successiva sua riduzione in termini lagrangiani. La
formplazmne integrale richiede lo studio di due problemi cinematici lineari. I'uno
relativo alla configurazione indeformata, 1’altro a quella adiacente. La fOI‘m;l.}HiL);
ne variazionale richiede lo studio di un unico problema cinematico non lin '.-.:ri'

Generalmente ¢ la complessitd del problema a guidare la scelta del metodo pii
conveniente. |

11

Elementi di dinamica delle strutture

1. Il problema elastodinamico

1.1 Premessa

Il problema elastico illustrato nei capitoli precedenti ¢ stato formulato e risolto
nell’ipotesi che tutte le grandezze che intervengono nella descrizione del fenomeno
meccanico siano indipendenti dal tempo. Cio si verifica con buona approssimazione
quando le azioni esercitate dall’ambiente sul sistema, cio¢ le forze e i cedimenti vin-
colari, sono applicati lentamente alla struttura in modo tale da non generare apprezza-
bili forze d’inerzia (applicazione quasi-statica delle forze, cfr. Par. 6.1.1) e poi restano
costanti nel tempo. In queste condizioni, la configurazione finale ¢ raggiunta dal si-
stema attraverso una successione di stati equilibrati in cui le reazioni strutturali elasti-
che (ed eventualmente geometriche) equilibrano le forze esterne attive e le reazioni
vincolari; il problema ¢ detto elastostatico.

Tuttavia, quando le azioni esterne (forze attive e/o cedimenti vincolari) dipendono
esplicitamente dal tempo, ovvero si mantengono costanti dopo essere cresciute rapi-
damente dallo zero, agli spostamenti della struttura sono associate delle accelerazioni
e quindi delle forze d’inerzia. Le forze elastiche devono in questo caso equilibrare
non solo le forze attive e vincolari ma anche le forze d’inerzia, cosicché tutte le gran-
dezze variano con il tempo; il problema ¢ detto elastodinamico. Risolvere il problema
elastodinamico vuol dire determinare /a dipendenza dal tempo del campo degli spo-
stamenti, degli stati di deformazione e tensione nonché dello stato reattivo del siste-
ma.

La formulazione e la soluzione del problema dinamico aprono una serie di problema-
tiche molto ampie, relative alla modellazione del sistema e ai metodi di calcolo, che
trovano giusta collocazione nei corsi di Dinamica delle Strutture. Qui si vogliono for-
nire solo alcuni elementi, con riferimento ai sistemi ad elasticita concentrata, atti ad
illustrare la fenomenologia e ad indicare i principali metodi di analisi. La trattazione ¢
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limitata allo studio dei sistemi conservativi; non prende quindi in considerazione gj;
effetti dovuti allo smorzamento.

1.2 Posizione del problema

Si consideri un sistema rigido, dotato di massa, ad elasticita concentrata. In assenza di
vincoli (Fig. 1a) il sistema ha » g.d.l. u(¢), dipendenti dal tempo ¢, ed & sottoposts 3
forze attive F,(f) variabili con legge assegnata, staticamente equivalenti in opp;
istante ¢ (dinamicamente equivalenti) a forze generalizzate f(f). In presenza di vincol;
(Fig. 1b), il sistema ha / g.d.1. descritti dai parametri lagrangiani q(f); esso ¢ solleci.
tato da forze lagrangiane p(f) e da cedimenti vincolari s(¢), variabili con legge nota.

che inducono reazioni vincolari r(f). Nel seguito ci si riferira a sistemi vincolati.

u(),£(r) Fyf) ’[ q(1),p(?) Fy{)
0 <,

5 8 %Xg,(t),o,(z) /’W/ |
2 S0 R(1) D
() (b)

Fig. 1 1l problema elastodinamico per un sistema rigido a deformabilita concentrata: (a) non
vincolato, (b) vincolato

Il problema elastodinamico si pone in questi termini: assegnate la forze attive F, (1)
ed 1 cedimenti vincolari s(¢), determinare il campo degli spostamenti q(¢), lo stato di
deformazione &(f), lo stato di tensione o(7), nonché lo stato reattivo r(¢). La formula-
zione ¢ sviluppata nell’ambito della teoria lineare, cosicché I’effetto di eventuali pre-
sollecitazioni, se non altrimenti dichiarato (si veda il Par. 2.5), ¢ ritenuto trascurabile

1.3 Forze d’inerzia

II moto del sistema ¢ governato dalle equazioni cardinali della dinamica. Esse sono
formalmente analoghe a quelle della statica ove si sommino alle forze esterne attive,
le forze d’inerzia (principio di D’ Alambert), definite come segue.

Considerato nell’intorno del generico punto P (Fig. 2a) un elemento di volume dV

avente massa elementare pdV, con p [ML™] densita di massa, si definisce Jforza
(ripartita) d’inerzia in P all’istante generico ¢ il vettore:

f(x,0) = —pii , (x,1) (1)

dove Ui, (x,¢) ¢ la derivata seconda rispetto al tempo ¢ dello spostamento u p(x,0) del
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punto P=P(x), e rappresenta /’accelerazione di P all’istante 7. Sull’elemento dV si
esercita quindi la forza elementare f, (x,/)dV. Sulle forze d’inerzia ripartite possono
effettuarsi tutte le operazioni di equivalenza illustrate nel Par. 2.1.9.

f,(x,)dV

Fig. 2 Forze d'inerzia: (a) ripartite, (b) concentrate

Spesso nelle applicazioni € conveniente schematizzare alcune masse come concen-
irate su superfici, linee o punti. Con riferimento a queste ultime, considerata la massa
my, concentrata in Py (Fig. 2b), su questa si esercita la forza (concentrata) d’inerzia:

Fy (1) =—m, i1, (1) )
dove i, (¢) ¢ la derivata seconda rispetto a ¢ dello spostamento w(#) del punto P;.

¢ Osservazione 1. Le forze d’inerzia sono funzione del tempo, e agiscono nella con-
figurazione attuale C(f) del corpo. Tuttavia, nell’ipotesi che gli spostamenti
u,(x,7) siano piccoli, e trascurando gli eventuali effetti geometrici (si veda piu
avanti il Par. 2.5), ¢ lecito confondere C(f) con la configurazione di riferimento
C=C(0). Siassume quindi che le forze £} (x,0)dV e F!(t) agiscano in C.

1.4 Matrice di massa

Proiettando le forze d’inerzia (1) e (2) nella base (i, j, k) e applicando la FGSR (1.10)
si ottengono, per ciascun corpo, le componenti:

fp(x.1) = ~plibo (1) + O)x). (1) ==m, (ity (1) + 6(1)x, ) (3)

Riducendo le forze, ripartite e concentrate, ai poli O, solidali ai corpi si hanno le forze
d’inerzia generalizzate:

/(1) = -Mii(r) )

dove M ¢ una matrice nxn, detta matrice di massa, o d'inerzia. E possibile verificare
che M ¢ simmetrica (si veda I’Osservazione 2).

¢ Osservazione 2. La matrice di massa M pud essere ottenuta formalmente come
segue. Dalla cinematica dei corpi rigidi si ha:

up(x,0)=Ap(x)u(), u (=A, u@)
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dove:
T T
ap a,
A,(x)=|al A, =|al
plX)=1ap 4 K= A
7 7
ap a,

sono matrici 3xn, le cui righe sono i vettori di influenza su (up, vp, wp) 0 (14, Vi, W)
degli spostamenti generalizzati. Le (1) e (2) si scrivono quindi, in alternativa

(3):

:I:li.‘
f5(X.0) =~ pA , (x)il(1),
Per ottenere le forze generalizzate occorre ridurre le forze ai poli. Si ha:

/()= IBP(x)f;,(x,z)dV + S B,F! (1)
C k

F ()=-m,A, i)

dove:
B, (x) :[b,,r b, bPz],

sono matrici nx3, le cui colonne sono i vettori di riduzione ai poli delle Jorze. Poi-
ché ¢, per la dualita (cfr. Osservazione 3.5),

Br(x)=A,(x), B=A,
le forze generalizzate si scrivono:
F (0= [pALOA, 0V + T m ALA, i)
3
Dal confronto con la (4) si evince:

M=[[ pAL (DA, (X)dV +3 m AL A, ]
3
da cui segue che la matrice di massa é simmetrica, M=M'

Se il sistema € vincolato, il vettore degli spostamenti generalizzati u(?) ¢ esprimibile
in termini di parametri lagrangiani g(f). Non considerando per il momento eventuali
cedimenti vincolari s (il cui effetto verra analizzato nel Par. 3.4), e (Eq. 7.3):

u(z) = Uq(1) (3)

dove U ¢ la matrice nx/ dei modi cinematici del sistema rigido associato. Le forze
d’inerzia generalizzate (4) si scrivono dunque, in termini di parametri lagrangiani:

/(1) = -MUi(1) (6)
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Per ottenere le forze lagrangiane occorre proiettare le forze (6) sui modi cinematici
(Eq. 7.19); si ottiene cosi:

p' (1) =-My(1) @)
dove si € posto:
M =U'MU (8)

La matrice M , di dimensioni Ix/, & la matrice di massa del sistema vincolaio. Poiché
M=M" (cfr. Osservazione 2) & anche M =M .

o Osservazione 3. Si noti che la matrice M del sistema vincolato ¢ legata alla ma-
trice M del sistema non vincolato dalla stessa legge che lega K a K (cfr. Osserva-
zione 7.18).

Esercizio 1: Si scriva la matrice di massa per il corpo rigido omogeneo in figura avente densita
p. nei due casi illustrati: (a) corpo non vincolato; (b) corpo vincolato.

z A

(a) (b)

(a) Le forze d’inerzia (3,), omettendo il pedice P, si scrivono:

flxn iiy (1) 0 -6 6,0 ||x
L@EDp=-p( i@+ 600 0 -6y (a)
£l ()] -6, 6. 0 ||z
Ricordando le (2.13), le forze generalizzate valgono:
Xy =J.flav, Y = [oflav, z3=].flav -

ML= [ (fly-flnav, M) =[(flz-fl0dv, M =[.(f]x-fpdv

avendo omesso gli argomenti. Sostituendo le (a) e svolgendo gli integrali si ottiene:
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Xy = —(mily+8,0,-S,.0.). ¥ =-(my,~S,0,+5,.6), Z =—(mir,+5,0, - S,0,)
M) = ~(=S, iy + S i+ 1,6, - 1,6 ~1.6),

i i s - ()
M, = (S, iy~ S, W0, = 1,0, + 1,6, - 1,.0)),
M = ~(=S, ity + 8,5, — 1,0, - 1.6, + 1.0,
dove:
m=J.pav =2pl’ @
¢ la massa del corpo e:
So =plezaV =pi*, S, =pl.yav=pl*, S, =pl xdv=2pI"
1
Ly=ploxydV =pl*, 1, =pl xzdv =pl*, I =p|. yzdv = 5ol
4 , 10 ()
Lo=pleQ? +2dV =2 pl's 1, =pl (4 2har = i,

10
L = pl &% 4 yyav == i’

sono rispettivamente i momenti statici e di inerzia del corpo rispetto agli assi x, y ¢ z. In forma
matriciale le (¢) si scrivono:

X! [ m . . . Sy -S| i,
Y/ m =S, AR
Z(f m S_'x - S:y WO
=~ N
M! =S, S, 1, -1, ~1I.]6.
M y’ S, . =8, 1 —d, I -1, 1|6,
Mz] _—S;r Szy - A[:x —[zy I: i é:
La matrice 6x6 ¢ la matrice M del corpo non vincolato. Poiché Sy=S; ed [,=I, ¢ M=M".
(b) Le relazioni di vincolo sono:
w,=0, u,=0, v,=0 (2
Utilizzando la FGSR (1.8) si scrivono:
U,
vO
0 0 1 / 0 0 0
Wy
I 0 0 o0 [ 0 =<0 (h
0,
0O 1 o0 -7 0 2 0
6,
0.’.'
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dove la matrice 3x6 ¢ la matrice di congruenza A. Poiché la matrice quadrata corrispondente
alle prime tre colonne ¢ non singolare, ¢ possibile risolvere le (h) rispetto ad essa; si ottiene:

uy =00, v,=01-20.1, w,=-0,1 (i)

per cui la soluzione delle (h) é:

q
W, -1 0 0
= q, Q)
6, 1 0 0
q;
7 0 | 0

0, 0 0 1

La matrice 6x3 nell’equazione (1) & la matrice U. Applicando la (8) si ottiene la matrice di mas-
sa del sistema vincolato:

4/3 | -1
M=p'l 1 10/3 12 (m)
-1 /2 1073
Le forze d’inerzia lagrangiane valgono dunque:
Pl 43 1 -1](4,
pyp==p'| 1T 10/3 12 4, (n)
P! -1z 105G,

¢ Osservazione 4. Un modo alternativo per ottenere la matrice M , Senza costruire
prima la matrice M, ¢ quello di scrivere le forze d’inerzia f'(x,r) direttamente in
termini di parametri lagrangiani, e poi, ricordando il significato di forze lagrangia-
ne (Par. 7.3.1), imporre la condizione di uguaglianza dei lavori virtuali:

[ir o) sucxnar = sa)' v’ (1) vay ©

L’esercizio che segue illustra il procedimento.

Esercizio 2: Si determini la matrice M del sistema dell’Esercizio 1 applicando I'Osservazione
4.

L’Eq. (9) si scrive:
[l us [+ o)V = pldq, + piog, + p3 &g,
Poiché, per le (1), &:

V(dq,,5q,,5q;) (0)

duy =-1oq,, 5"0:[&]1—2[&73a ow, = —log, ()
dalla FGSR (1.8) si ha:
ou=(z-0dq, —ydq;, ov=(-2)8, +(x-20)dq;,, &w=(y-DNd —xdq, G))
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da cui la (o) fornisce:
Pl =1Ju-21) +@-nr!]av
pi=Icle-nr! -5 ]av

Pl =l |-l ve-2ny)|av

Le forze d’inerzia ripartite (a), tenuto conto delle (1), si scrivono:
L === D, = ¥g ) S =Pl - 2)g, +(x-204,), [ ==pl(y =g, ~x§,]

Sostituendo le (s) nelle (r) e svolgendo gli integrali si ritrovano le (n), da cui la matrice di mas-
sa M.

1.5 La formulazione diretta

Applicando il principio di D’Alambert, le equazioni lagrangiane di equilibrio, espres-
se in termini di coordinate generalizzate, si scrivono (cfr. Eq. 7.60):

Kq(r) = p(1) + p' (1) (10)

dove K ¢ la matrice di rigidezza del sistema vincolato e p’ & il vettore delle Jorze
d’inerzia lagrangiane. Sostituendo la (7) nelle (10) si ottiene:

M(1) + Kq(r) = p(1) arn

Le (11) sono le equazioni lagrangiane del moto del sistema vincolato. Esse costitui
scono un sistema di / equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine nelle inco-
gnite q(r).
Poiché il problema ¢ differenziale (e non piu algebrico come in statica), le equazioni
del moto devono essere corredate di condizioni iniziali che esprimano la posizione ¢
la velocita (atto di moto) della struttura all’istante r=0:
q9(0)=4qo,  4(0) =g, (12)
e Osservazione 5. La condizione (12,) specifica la posizione assunta dal sistema
all’istante iniziale, conseguente ad un allontanamento dalla posizione di equilibrio.
La condizione (12,) specifica la velocita del sistema all’istante iniziale, conse-
guente ad esempio ad un impulso assegnato.

La soluzione q=q(¢) delle equazioni (11) e (12) & detta risposta dinamica della struttu-
ra alle date azioni. Nota q=q(?), dalle equazioni del problema elastico (7.58, 7.59) si
determinano deformazioni e tensioni, tutte dipendenti dal tempo:

£(1) = Dg(1),

Dalle condizioni di equilibrio, infine, si determinano le reazioni vincolari r(t).

o(t) = CDq(1)
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Esercizio 3: Si scrivano le equazioni del moto del sistema in Fig. (a), avente massa concentrata
mp e densita di massa lineare p [ML™'].

F(9)

/
¢, ' /) Ya(®) 3
NS VHEN F e AP0
A
(2) (b) ©

Si assume come parametro lagrangiano la rotazione &) dell’asta, positiva oraria (Fig. b). A
questa corrisponde il seguente campo di spostamenti, velocita ed accelerazioni:

u(x,0) = x0(t), u(x,0)=x6(t), i(x,1)=x6() (a)
Le forze agenti sull’asta nel generico istante ¢ sono rappresentate con il loro verso positivo in
Fig. (c), con riferimento alla configurazione indeformata (teoria lineare). Alle accelerazioni
sono associate forze di inerzia ripartite f(x,¢) ed una forza concentrata in B, F 7(¢), rispetti-
vamente uguali a:
[r (x,0) = =pil(x,0) = ~ (1), Fy(t) = —myiiy (£) = ~m10(1) (b)
Le forze ripartite sono equivalenti ad una forza

El() = ~%p/zé(t> ©

applicata in H (Fig. ¢). Tenuto conto che la tensione nella molla vale:
1(t) = co(t) (d)

Pequazione lagrangiana di equilibrio (3 M, = 0) si scrive:
—~u(t)+ FI(OL+ Fl(1) % I+ F@)l =0 (e)
ovvero, in termini di spostamento:
1,6(1)+c(t) = F()l 0
dove:
fAmmslz+%pl3 (©

¢ il momento d’inerzia rispetto ad 4 della massa. E percid M=[1,], K=[c], p(O=IF (D).
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1.6 La formulazione integrale

Le equazioni del moto lagrangiane possono anche essere ottenute attraverso |a

mulazione integrale, procedendo come nel problema elastostatico (cfr. Par. 7

Oc;corrc? soltanto sommare al lavoro delle forze esterne attive quello delle fi I
d’inerzia. La (7.63) si modifica come segue: g

'+ su, =06, V(o0 Adu, =0,Ddu, =S¢
dove f' ¢ il vettore delle forze d’inerzia ridotte ai poli. La (14) fornisce le equazion

lagrangiane del moto (cfr. Osservazione 7.24), come ¢ immediato verificare facend

uso della (6) e del fatto che d&u, =Udq. L’esercizio che segue
un’applicazione.

Mostra

ESCI‘C]?]O 4 Utilizzando la formulazione integrale, si scrivano le equazioni del moto per il s
stema in Fig. (a), avente massa ripartita trascurabile, e masse m concentrate nei punti B e ( i

&

e=cl® 4 ’T !
R U fa N ) _JerFo
,2 (2 Cf\’ 1 Ih
/ , (3]
v M(t)
. pN 1§ A -
4 / < [ ~
(a) (b)

L-a cinematica del sistema ¢ gia stata studiata nell’Esercizio 7.2. In particolare si ha (si veda la
Fig. (c) dell’Esercizio 7.2): -

Uy =q,—q,l, vy =0, u-=q,-q,l, vo=-q,l (a)

da cui si ricavano le forze d’inerzia:

S e = —mity =-m(§, ~i,1), fgly =—mii, =0

] = = -
Sfop = —mii. =-m(§, — §,1), f([y =-mv. =mq,l

Tenuto conto delle deformazioni (Eq. (e) dell’Esercizio 7 ituti i hanno
o oo o (Eq. (e) rcizio 7.2) e del legame costitutivo, si hanno

o, =ce =—cq,, My =c Ky, =cl*(q,/1-2q,), 1 =k, =2cl’q, (©

Le forze attive, le forze d’inerzi 1 ioni in Fi ’
Le for zia ¢ le tensioni sono rappresentate in Fig. (b). L’ELV (14) s

'
faduy + fh0u, +f(fy§v(v — M5O, + Féu. = 0,66, + j,6%, + 11,0k,

q |I.:|
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poiché &:
Su, =g, —18q,, Ou. =3, —18q,, v = -15q,, 66, =dq, -
5e, = —&q,, Ok, =0q,/1-28q,, Ok;=24q,
sostituendo le (b), (c) ed (e) nell’ELV si ha:
(=2mij, +2mlG, —2cq, +2clg, + F)oq, o

+(2mlg, - 3ml*, +2clg, -8cl’q, - M - Fl)&q, Y(&q,,99,)

Le equazioni del moto sono quindi:

DA e A
m +C = @
-2 3% |4, -2/ 8" llg, - M~ Fl

1.7 La formulazione variazionale

det tipo (11).

Se la formulazione integrale del problema elastodinamico non richiede sostanziali
modifiche a quella del problema elastostatico, la formulazione variazionale, invece,
richiede I’introduzione di uno strumento nuovo, il principio di Hamilton. Esso affer-
ma quanto segue.

Principio di Hamilton. 1l moto di un sistema dinamico sottoposto a forze conservati-
ve rende stazionaria la funzione:

H= [(T-U)ar (15)

rispetto a tutti i moti cinematicamente ammissibili che conducono il sistema dalla
posizione iniziale a quella finale nello stesso intervallo di tempo [, 1],

Nella (15) H & I’hamiltoniana del sistema (anche detta energia totale generalizzata),
U & I'energia potenziale totale e T & I'energia cinetica definita come:

T:%Lpui;updlf +%kau,{uk (16)
k

dove I’integrale & esteso a tutti i corpi del sistema. Assegnate le posizioni in ¢y e 1, la
condizione di stazionarieta:

SH = (5T = sUdr =0 a7
I

fornisce le equazioni del moto (11). 11 teorema ha validita anche in regime di sposta-
menti finiti; tuttavia viene qui dimostrato per il solo caso lineare.
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L’energia potenziale totale si scrive, in termini di parametri lagrangian
U=(1/2)q TIA(q ~q'p . L’energia cinetica ¢ una forma quadratica omogenea in q, da
momento che, nella (16), @, e u, sono funzioni lineari di q. Essa si scrive
T=(1/2)q I'I\A’Iq , dove la matrice M & la matrice di massa ottenuta in forma diretia
nel Par. 1.4 (si veda poi I’Osservazione 8). L hamiltoniana (15) & dunque:

3PN RS AP -
H:j (;4'Ma-_a'Kq+q'p) (18)
0
Imponendo la stazionarieta e integrando per parti si ha:

ot = [ (64"Mq - Sa” (Rq - pyc

(!""l
53 A ~ . :
=I ~5q’(M«‘j+Kq~p)dt+[§qTMq]' =0

4 4

da cui, essendo 5q(r,) = 5q(1,) = 0 e 5q(r) arbitrario, seguono le (11).

¢ Osservazione 6. Il principio di Hamilton ¢ una generalizzazione al caso dinamico
del principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale, valido in elastostatica
In particolare, la variazione dell’energia cinetica da luogo alle forze d’inerzia, che
si sommano alle forze attive e a quelle elastiche nelle equazioni di equilibrio. Poi-
ché M deriva dalla stazionarieta della forma quadratica 7, risulta essere una ma-
trice simmetrica: M=M ', come si & gia trovato nella formulazione diretta.

Osservazione 7. Nelle applicazioni non ¢ necessario effettuare la variazione (19)
ma, una volta scritta I’hamiltoniana nella forma (18), & immediato riconoscere le
matrici M e K nonché il vettore p.

¢ Osservazione 8. Utilizzando le notazioni dell’Osservazione 2 si ha:
By =A, (X000, i, ()= A, a(r)

da cui segue che:
. , N
Tz_z_uT[J’éyA,C(x)AP(x)dV+kaA;Ak]u(z)
k

La matrice della forma quadratica in @ coincide quindi con la matrice M di massa
del sistema non vincolato, 7'=(1/2)a’ M. Introducendo i vincoli & u =Uq, per
cui 7'=(1/2)4"Mq con M =U’MU, in accordo alla (8).
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. _ o . il
Esercizio §: Utilizzando la formulazione variazionale si scrivano le equaz’lom ge:lmotaos S;;e A
sistema in Fig. (a). In esso le aste 1 e 2 sono di massa trascurabile mentre ’asta 3 ha m p

ynita di lunghezza p.

P @ /Q\ .
7
» |
(a) > $)
/
@
} 4 |
§>® WJ{'« al
) / !
e ~

11 problema elastostatico & gia stato studiato nell’Esercizio 7.10 in fonpa Qireﬁa elnell Eserlcllez;ig
7 17 in forma variazionale. Assunta un’ascissa s sul tratto EE come m‘F ig. (a), e; clc;mgg o
déllo spostamento u(s) e v(s) in s si scrivono, tenuto conto dei cinematismi 1 e 2 delle Fig.

ed (e) dell’Esercizio 7.10:
us)=q, + 4,0+ 592/, v5) =0, ~532/2) (a)

avendo espresso in funzione di s le distanze orizzontale e verticale del generico punto da Cs.
Applicando la (16) si ottiene I’energia cinetica:

T= %[]Zp(uz +v?)ds = § { {la, +a,U+s¥2/2F +Gi (- s32/2) Jds (b)

= (V2/2)plq? + (N2 [Pl q0d, + (a2 /3Pl 4

Sottraendo all’energia cinetica I’ EPT gia scritta nell’Esercizio 7.17 si ha, in forma matriciale:

W2 ] 2 1 pl
== | q,
-lf” { 7 } / 2 Z ! —{ql %}C . }+{q1 qz}{ , })dt (©)
H—z,l(ql q,{p 3\/51_8_\/__5-12 " 12 |lg, 3pl /2
2 3

Applicando I’Osservazione 7 si ricavano le equazioni del moto:

e A L R
& w212 84217 /3|14 120 g, 312

del tipo (11).
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1.8 Sistemi definiti/semidefiniti: proprieta di M e K

Poiché I’energia cinetica T=1/2q" Mq ¢ definita positiva (cfr. Eq. 16), anche /,
matrice M ¢é definita positiva. Fa eccezione il caso in cui a certi gradi di liberta ¢ ;
sociata massa nulla (si pensi ad esempio a masse concentrate esclusivamente in pu .
a cui competono spostamenti nulli in uno o piu degli / cinematismi del sistema).
queste circostanze la matrice di massa ¢ semidefinita positiva, e il sistema ¢ detto ci-

neticamente semidefinito. Tuttavia, questi g.d.l. possono essere eliminati attraverso
un’operazione detta di condensazione statica (si veda pilt avanti il Par. 2.3), per cui ¢

lecito assumere M definita positiva

Circa la matrice di rigidezza, se si escludono per il momento eventuali effetti geome
trici, essendo I’energia potenziale elastica @ =1/ 2q’ Kq definita positiva, anche K
¢ definita positiva (cfr. Par. 7.5.2). Fa eccezione il caso in cui il sistema ¢ labile o de-
genere, dove K & semidefinita positiva (si veda pit avanti il Par. 2.4); in questo cas
il sistema ¢ detto elasticamente semidefinito.

e Qsservazione 9. Mentre K puo essere sen}ideﬁnita positiva per una insufficiente
o errata disposizione degli organi elastici, M a rigore ¢ sempre definita positiva. |
caso a cui si & accennato di M semidefinita positiva, pure ricorrente, ¢ solo il ri-
sultato di una comoda schematizzazione di calcolo che porta a trascurare certe
masse, sempre presenti nel problema, rispetto ad altre di pit grande entita (si veda
piu avanti I’Osservazione 12).

2. La risposta libera

2.1 Le equazioni del moto

In assenza di forzante (p(1)=0) la soluzione delle (11) e (12) ¢ detta risposta libera; il
moto ¢ indotto da spostamenti e/o velocita assegnati alla struttura all’istante iniziale
t=0. Il problema & governato dalle (11) rese omogenee e dalle condizioni iniziali (12)

Mg+Kq=0

i . (20)
q(0) = q,. 4(0)=q,
2.2 Moti armonici: frequenze e modi naturali
Le (20;) ammettono soluzioni del tipo:
q(?) = gcos(wt + ) (21

con « arbitrario e o frequenza circolare. Sostituendo infatti nelle (20,) ed imponend:
che queste valgano per ogni ¢, si ottiene:

(K-AM)¢ =0 (22)

I v . .y . - . N . . . -
Nel seguito, quando cio non generi confusione, si omettera il circonflesso sui simboli M e K.
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dove:
A= o’ (23)

Le (22) costituiscono un problema algebrico agli autovalori nella forma non standard
(si veda I’ Appendice B). Esse ammettono / soluzioni non banali associate a particolari
valori di A; questi sono soluzione dell’equazione caratteristica:

det(K — AM) = 0 (24)

e sono detti autovalori. Poiché K=K', M=M' ed M ¢ definita positiva, gli autovalori
A (i=1,2,...,]) sono reali (cfr. Appendice B.2); nel seguito si assume 4, < 4, <..< 4.
Le soluzioni associate ¢=¢, (i=1,2,...,[) sono dette autovettori, o modi di vibrazione, ¢
sono definiti a meno di una costante moltiplicativa. Le coppie (¢, A;) costituiscono le
autosoluzioni del problema.

s Osservazione 10. Le (22) sono formalmente analoghe alle (10.14) dove, in luogo
della matrice geometrica G si ha la matrice di massa M. I simboli ¢ e A hanno pero
diverso significato: in luogo dei modi critici si hanno i modi di vibrazione e in luo-
go del moltiplicatore critico il quadrato della frequenza circolare. Inoltre, mentre
su G non si hanno informazioni circa la definitezza in segno, per M valgono le
proprieta precedentemente discusse (Par. 1.8).

Per studiare il carattere, reale o complesso, delle radici A, e dunque il tipo di moto
espresso dalla (21), & opportuno esprimere il generico autovalore come (rapporto di
Rayleigh, cfr. Appendice B.3):

LY
¢1 M¢1

(25)

ottenuto premoltiplicando per ¢, le (22) calcolate in corrispondenza dell’i-esima au-
tosoluzione. Stanti le proprieta di definitezza di K ed M ¢:

420 (i=12..D (26)

da cui discende che le frequenze circolari w, = (4,)"" sono reali. Nelle (26) il segno
di uguaglianza vale solo nel caso di sistemi labili o degeneri, per i quali i modi di vi-
brazione coincidono con i modi rigidi (& infatti (K — AM)¢ = K¢ = 0). Dunque, se i
modi rigidi sono stati soppressi, la struttura puo esperire solo / moti armonici (21),
ciascuno caratterizzato da una frequenza @, ed un modo di vibrazione ¢,. Durante un
moto armonico, tutti i punti materiali oscillano con la stessa frequenza @, cosicché la
deformata del sistema resta immutata nella forma (ma non nell’ampiezza) descritta
dall’autovettore ¢. Poiché @, e ¢, sono proprieta del sistema (non dipendendo dalla
forzante, qui assente) sono anche dette frequenze e modi propri, o naturali, del siste-
ma.
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e Osservazione 11. Le frequenze naturali non dipendono dall’ampiezza
dell’oscillazione. Cio significa che la struttura impiega il medesimo tempo
(periodo) ad eseguire un ciclo completo di oscillazione, qualunque sia I’ampiezza
del ciclo. Questo risultato, palesemente errato, € una conseguenza della linearizza-
zione, come verra discusso nel Par. 3.5.

Esercizio 6: Si calcoli la frequenza naturale del sistema dell’Esercizio 3.

Poiché il sistema ha un g.d.l, il problema agli autovalori ha dimensione 1x1, con K=[c],
M=[/,]. Si ha:

Esercizio 7: Si determinino frequenze e modi naturali del sistema dell’Esercizio 4.

Note le matrici K ed M, il problema agli autovalori (22) si scrive:

( { 2 -21} {2 ~21D{¢‘} 0
¢ ~ Am = (a)
~21 8° =20 3% |)|4, {0}
L’equazione caratteristica (24) é:
A= T(e/m)A +6(c/m)? =0 (h)
che ammette le due radici:
A =c/m, A, =6(c/m) ©)
Le frequenze naturali sono dunque:
wI:\/Z:W, wQ:E:W:ZM (c¢/m) (€)
Sostituendo ordinatamente le radici A, , nelle (a) e risolvendo, si ottengono gli autovettori:
4= o 4= 1"‘}" ©

in cui g; ¢ stato posto uguale ad 1. Ricordando il significato geometrico dei parametri lagran-
giani (Esercizio 7.2) si hanno i modi naturali in Fig. (c) e (d):

1

_.._>
¢ |
(©) T (d) “1>
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2.3 Sistemi cineticamente semidefiniti: condensazione statica

E spesso conveniente, nelle applicazioni, trascurare il contributo cinetico di alcune
masse rispetto ad altre. Ad esempio, € usuale trascurare [ 'inerzia rotazionale di masse
concentrate (cioé ’energia cinetica associata alla rotazione delle stesse rispetto ai
propri assi centrali d’inerzia). In tali casi la matrice di massa contiene delle colonne e,
per la simmetria, delle righe di zeri. Le equazioni del moto libero sono percio del tipo:
Maa 0 QG Kaa Kap q, 0
+ = (27)
0 0)9, Kpa Kpp 4, 0
dove q, elenca le coordinate (dinamicamente) attive, € q, le coordinate passive. Le
equazioni del moto associate alle coordinate passive sono equazioni algebriche, anzi-
ché differenziali, e possono essere risolte per esprimere q,, in funzione di q,. Si ottie-
ne:

q,=-K, K, q, (28)

in quanto K, € non singolare, essendo la matrice di rigidezza del sistema che si ottie-
ne introducendo dei vincoli che sopprimono le coordinate q.. Sostituendo q, nelle
restanti equazioni si ha:

Maada + (Kaa - KapK;);]JKpa )qa =0 (29)

Si sono cosi eliminate le variabili passive. Si noti che, essendo K, =K, , la matrice
di rigidezza del sistema condensato € ancora simmetrica. Risolto il problema e deter-
minate le variabili attive, con la (28) si calcolano, se d’interesse, le variabili passive.

Esercizio 8: Effettuando una condensazione statica, si determini 1’unica frequenza ¢ modo na-
turale del sistema in Fig. (a), in cui le aste verticali hanno massa trascurabile.

C ® D
N @ 2 3 142
~ B Q\/ 1 @
72 O , d1 19>
o j ,4;»5 Pay PN S
(a) (b) (¢)

Il sistema rigido associato ¢ due volte labile. La generica configurazione variata si ottiene so-
vrapponendo, ad esempio, gli spostamenti in Fig. (b) e (¢). Le curvature delle molle valgono:

Ky ==2q,, K;=q,+q,, Ki=-q, (a)
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L’asta 3 trasla orizzontalmente:

U=dq,

Seguendo I’approccio variazionale si scrivono le energie cinetica e potenziale elastica (U=
si ha: :

(b)

Lo, i
D= ek} +x] +x§)=56(2qf +29,q, +543)

da cui si riconoscono matrice di massa e di rigidezza (cfr. Osservazione 7):

M= . K= (d)
0 0 I 5¢

La matrice di massa & singolare in quanto a g, ¢ associata energia cinetica nulla. Le equazionj
del moto si scrivono:

plg, +2cq, teq, =0
(e)

€q, +5cq, =0

Poiché la (e,) ¢ un’equazione algebrica, puo essere utilizzata per esprimere ¢, (coordinata pas-
siva) in funzione di ¢, (coordinata attiva). Si ha:

1

q, :‘g% )

che sostituita nella (e,) fornisce:

. 9
qul+§cq|=0 ig)

La (g) & I’equazione condensata del moto. La frequenza naturale e:
c ;
w, =3 [~ n)
| ,/ 5l (B)

p={1 ~ys}’ 0

a cui corrisponde il modo:

Osservazione 12. Se nel sistema dell’esercizio 8 non si trascurano le masse delle
aste verticali si trovano due frequenze e due modi di vibrare. Se perd queste masse
sono piccole, il primo modo ha frequenza e forma vicina a quella trovata, mentre il
secondo ha una frequenza molto piti elevata (al limite tendente ad infinito).

2.4 Sistemi elasticamente semidefiniti: moti rigidi

Se il sistema elastico & labile o degenere la matrice di rigidezza K & singolare. Esempi
di strutture di questo tipo sono comuni nell’ingegneria meccanica (si pensi ad esem-
pio ai veicoli, terrestri o spaziali). In tal caso il problema agli autovalori (22) ammette
come soluzione I’autovalore nullo A=0, che infatti soddisfa I’equazione caratteristica

: ' 409
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24), dal momento che detK=0. La sua molteplicita ¢ pari al grado di l‘abll'lta del si-

(tem,a Come ¢ immediato verificare per sostituzione diretta ne11.e equazmml del moto

220) e'1 ciascuna di queste radici corrisponde un moto uniforme in luogo del moto ar-

b
onico (21):

" ( q=4¢(a+bt) (30)

dove a e b sono costanti arbitrarie e ¢ € un mod(? ‘ri‘gido d«?l sistema, ta!e.c;oedc};i

K¢=0. I moti che corrispondono ad autovalori positivi sono invece armonici. ‘;1 e :

nitiva- il moto di un sistema elasticamente semidefinito € una sovrapposizione di moti
> .

uniformi e moti armonici.

Esercizio 9: Si determinino frequenze e modi naturali del sistema labile in Fig. (a). Si studino i

modi corrispondenti. .

s 3 ;
B

P P V
A%///, ® o7 O ¢ e~
# ! # ! ~
(@) (b)

11 sistema rigido associato ha due g.d.l; si assumono quali parametri Jagrangiani le rotazioni
delle aste (Fig. b). La deformazione della molla vale:
K =6, -0, (a)
Gli spostamenti delle aste, puramente verticali, sono: o
v, =08, v,=01+0,s,
con s,, 5, ascisse curvilinee (Fig. a). Le energie cinetica e potenziale elastica si scrivono:
1s
1 4 . ..o 1. 2)

1 . Ly . ,2*_3(H2 Ly

T= <[ o6 ds, +5 [ o010+ G5,) dsy = 5 o'\ 567 + 606+ 36
2 2 ©
1

&= ECKZ =

da cui, riconosciute M ¢ K, il problema agli autovalori si scrive:
7/ 0
c ~c Ll 4/3 1/2] 1}:{} o
-c c 172 13))16, 0

L’equazione caratteristica &:

5(012 o 201‘92 + 922)

[NSR

2222 5.0 (e)
7 b’
che ammette le radici: o6 .
/11 = 0, /12 e “7- —/)‘13'
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a cui corrispondono le frequenze naturali:

0, =0, o, =370{c/(pl’)

a={1 1", d={-yn 1’

diagrammati in Fig. (c¢). Alla radice A,, corrisponde un modo rigido, e quindi un moto ur:ifor.
me; la matrice K ¢ infatti singolare. Alla radice A, corrisponde un moto armonico.

ed i modi naturali:

B

Primo modo (¢) Secondo modo

e Osservazione 13. Nell’esempio dell’Esercizio 9, il sistema ammette un moto rota-
zionale uniforme intorno ad A4; tuttavia, poiché la rotazione ¢ stata assunta infinite-
sima, la soluzione perde immediatamente di validita.

2.5 Sistemi presollecitati

Se il sistema ¢ presollecitato e gli effetti geometrici non sono trascurabili, I’equazione
del moto (11) ¢ ancora valida, a patto di considerare K come rigidezza totale, com-
prensiva cio¢ degli effetti geometrici. Questi, infatti, influenzano la sola reazione
strutturale, come discusso nel Cap. 10, e non le forze d’inerzia, almeno se ci si limita
alla teoria linearizzata. Le forze d’inerzia, infatti, essendo gia proporzionali agli spo-
stamenti incrementali, vanno comunque riferite alla geometria iniziale. Se, al contra-
rio, si tenesse conto del cambiamento di geometria, esse darebbero contributi almeno
quadratici alle equazioni del moto. Le forze d’inerzia, quindi, hanno intrinsecamente
il carattere di forze incrementali.

Come caso particolare il sistema puo essere labile o degenere, cosicché, a certi campi
di spostamento, € associata una rigidezza esclusivamente geometrica (cfr. Par. 10.2)
il successivo Esercizio 10 mostra un esempio.

Esercizio 10: Si determinino frequenze e modi naturali del sistema labile dell’Esercizio 9, pre-
sollecitato da una forza P di trazione, tenendo conto degli effetti geometrici (Fig. a).

C P
- ————)
[ I
% o
A B c P -

Applicando ancora la formulazione variazionale, occorre sommare all’energia potenziale elasti-

Par. 11.2 - La risposta libera 411

ca @ dell’Esercizio 9, il lavoro compiuto da P nella parte del secondo ordine dello sposta-
mento incrementale u. (si omette il punto per evitare confusione con le derivate temporali; cff.
Par. 9.2.8). Si ha:

U=d-W (a)
dove (Fig. b): 1
W =—Pu. =~-Pl(2-cosd, ~cost92)s~}w’5(6f +67) (b)
La matrice della forma quadratica ¢ la matrice geometrica del sistema:
Pl 0
G= _ (©)
0 Pl
400 16.00

3.00 12.00

2.00 - 8.00

1.00

| P
P ; 000 - : C
000 400 800 1200 1600 20.00

0.00 .
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

(©

il problema agli autovalori (d) dell’Esercizio 9 si modifica come segue:

c ~c|l [Pl 0O 4/3  1/21\(4 0
(AT A S M N
-¢c ¢ 0 Pl /2 1/3])16 0

La matrice di rigidezza totale (elastica pii geometrica) & ora non singolare. Procedendo come
nell’Esercizio 9 si trova:

Pl
Ay = %%(96%01):» J(96.+60p)* —28p(72+36p) ) pr=— ()
‘ ye/
a cui corrispondono frequenze naturali il cui andamento ¢ riportato in Fig. (c) in funzione del
carico normalizzato p ¢ per c/(pl)=1 sec™. I modi associati agli autovalori (¢) sono:

T
343p+y232433p+9p° ;"= 3+43p-V2y32+33p+9p’ o
4= 11+3p ' 11+3p

T

In Fig. (d) sono diagrammate in funzione del carico p le prime co’mponenti' degli autovettori (f).
In essa sono anche indicate le deformate modali corrispondeph al generico valore del carico
normalizzato p. Frequenze e modi vanno confrontati con quelli dell’Esercizio 9.
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ze. In particolare le frequenze nulle diventano positive, cosicché tutti i moti de

| si
stema diventano armonici.

2.6 Proprieta di ortogonalita dei modi naturali

Stante I’analogia formale con il problema della biforcazione dell’equilibrio, gia sotto
lineata nell’Osservazione 10, valgono le medesime considerazioni fatte nel Par

10.3.4. In particolare, sussistono le seguenti proprieta di ortogonalita (cfr. Appendice
B2):

4/Kg =0, $/Mg =0 iz 31)

Scegliendo opportunamente la costante moltiplicativa, gli autovettori possono essere
normalizzati come segue:

¢1’7‘K¢1 = /1/ ’ ¢1‘TM¢1‘ = l (32
Le (31) e (32) si scrivono:

v I
¢j K¢1 = 51]/?’1' 4 ¢]7M¢1 = 51] (33)

con d, simbolo di Kronecker. Le (33) costituiscono le condizioni di ortonormalizza-
zione degli autovettori.

* Osservazione 15. Le condizioni di ortogonalita godono di un’interpretazione mec-
canica del tutto analoga a quella data nell’Osservazione 10.20 a proposito dei modi
critici. Esse stabiliscono che le forze elastiche e le forze d’inerzia associate ad un
modo di una certa frequenza compiono lavoro virtuale nullo nei modi di diversa

Osservazione 14. L Esercizio 10 ha mostrato che uno stato di presollecitazione d
1ipo stabilizzante agente in un sistema labile (o degenere) fa aumentare le frequen-
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frequenza. Se due o pitt modi hanno la medesima frequenza (autovalore multiplo) &
sempre possibile rendere ortogonali i modi combinandoli linearmente in maniera

opportuna.

Ordinando gli autovettori per colonna nella matrice ® si ha:
=4 4 . 4 (34)
dove ® & detta matrice dei modi di vibrazione. Le (33) si scrivono:
O'Kb=A, O'MD=I (35)
dove:

. 2
A =diag{d. Ay Ay} = dlag{a),z,a)g',...,a), } (36)
& la matrice degli autovalori, diagonale.

Esercizio 11: Si verifichi I’ortogonalita degli autovettori del sistema dell’Esercizio 7 e si im-
ponga la normalizzazione.

Gh autovettori trovati {(Eg. ) sono:

a=01 o, a=0 1y (a)

~

Per normalizzare gli autovettori si moltiplicano questi per uno scalare o, ¢ =a,4 , e si impone
che la (35,) sia soddisfatta

R 1

3 =2mal =1 =a, =—

AN =2 o .
. . ]

¢2’M¢2:ma2‘:1 :?azzT’;

Gli autovettori normalizzati sono:
A 1 nr
=—==1il 07, =—=141 (e)
@ Tom { } ¢ I { }
Si verifica facilmente che gli autovettori normalizzati soddisfano la (35)).

2.7 Soluzione generale delle equazioni del moto. Condizioni iniziali

La soluzione generale della (20) si ottiene combinando linearmente le soluzioni parti-
colari (21). Si ha:

I
q(1) = 3 ¢y cos(@, ! + o, ), (37
k=1
dove ¢ e a; sono 2 costanti arbitrarie. Equivalentemente le (37) si scrivono:

q(r) = ‘Z(ak cosw, ! + b sinw, ), (38)

k=1
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dove ay=cicosay e by=—c;sing; sono 2/ nuove costanti arbitrarie. Per determinarle ¢
necessario far uso delle condizioni iniziali (20,), che si scrivono:

! !
Zaw& ={y» Zbka’k@ ={q, (39)
k=1 k=1

Le (39) costituiscono un sistema di 2/ equazioni in altrettante incognite (a;, bi). Per
risolverle & opportuno far uso delle proprieta di ortogonalita degli autovettori. Pre-
moltiplicando le (39) per (M), (A=1,2,...,0), si ha:

ZakﬁrrM@ = @.y‘Mqu ZbkwkﬁrTM@ :@YVM% (40)
3 3

Stanti le (33), le (40) costituiscono un sistema di 2/ equazioni disaccoppiate; risolven-
do si trova:
a, =4/ Mqy, b, =@/ Mq,/o,  (k=12,...0) (41)
¢ Osservazione 16. Si noti che se q, = ag e q, = f¢,, con a e f scalari, solo le
ampiezze g; e b, sono diverse da zero. Le particolari condizioni iniziali eccitano
cioe solo il j-esimo modo, cosicché il sistema oscilla con frequenza @, mantenendo
immutata nel tempo la forma della deformata iniziale. Se invece le condizioni ini-
ziali sono una combinazione lineare di particolari m modi, solo quei modi vengono
eccitati, ed il sistema oscilla secondo una sovrapposizione di m moti armonici di
diverse frequenze, mutando nel tempo la forma propria secondo una legge in gene-
rale non periodica (pil precisamente, quasi-periodica o m-periodica).

¢ Osservazione 17. Se il sistema ha delle frequenze nulle, ad esempio @, = 0, nella
(38) il prodotto b;sinw,¢ ¢ indeterminato (0-0). Facendo comunque il limite per
@, —> 0, poiché sinw,t/w, — ¢, si trova una soluzione del tipo (30).

Esercizio 12: Con riferimento al sistema dell’Esercizio 4, assegnate le condizioni iniziali
up(0) = vy, v-(0) =v., ed atto di moto nullo: (a) si scriva la soluzione generale del probl
ma omogeneo (M(f)=0,F(t)=0); (b) si diagrammi lo spostamento u,(¢) e la tensione
o, (t) per f=1; (c) si commenti il caso f=0.

(a) I modi naturali sono stati determinati nell’Esercizio 7 ¢ normalizzati nell’Esercizio 11. La
(38) si scrive:

q.(1) ] I( bisina.) 1|1 hsl
=——=d Ma, cosw,l +bsinwt) + ——= 2 o + 0,81, 1 "
() B lo S sinw 7 (a, cosw sin,r) (a

dov_e 0, = Jc/m, @, = /6c/m . Poiché I'atto di moto iniziale ¢ identicamente nullo, & ¢, =0,
cosicché dallTa (41,) ¢ b, =b, =0. Per determinare a, ed a, occotre prima determinare
qo={q10, g20} - Dalle (a)) e (a,) dell’Esercizio 4 &:

ug(0)=q,5 ~ qool = ey, Ve = =gyl =V 0
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da cui segue:
Go={-veal1=5)  —veoll}’ L ©

Le (41) forniscono allora:

1 2 Afrat-p
2= =42 o
W=l Oy g “veoll "

| 2 =2 =ve (=B i
=—=11 1" =NV ey
a, Jm {1 }m T . my

La soluzione generale (a) ¢ quindi:

g,(1) ! !
= Vo) [COS@L = Vi) | [COSWyE (e)
q,(8) 0 !

(b) Dalle (a,) e (c,) dell’Esercizio 4 &, utilizzando le (e):

(d)

up(t) = g cosm! ®
o,(1) = —cvo (S eosw t - cosw,t)
diagrammate per f=1 e c/m=1 sec * nelle Fig. (c) e (d). Si osserva che mentre up Segue una
legge armonica di frequenza w;, la tensione o oscilla con legge quasiperiodica di frec_]uenze
base @, ed @,. Cid dipende dal fatto che, mentre la componente dello spostamento uy dlpqnde?
dal solo primo modo di vibrare della struttura, la tensione o dipende da.eptrambl i modi (si
vedano in proposito le forme modali riportate nelle Fig. (¢) e (d) dell’Esercizio 7).

200 -

(©) ()

(¢) 1l caso /0 corrisponde ad una condizione iniziale la cui forma coincide con quellg del se-
condo modo di vibrare della struttura (cfr. Esercizio 7). In questo caso il punto B rimane mn
quiete mentre I'intera struttura oscilla con la forma del secondo modo naturale.
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3. La risposta a forzante armonica

3.1 Equazioni del moto

Si studia ora il moto indotto dall’applicazione di forze variabili nel tempo (risposta
Jorzata). Ci si limita a considerare forze F, () che variano tutte con la medesima leg-
ge, assunta di tipo armonico, F, (¢) = F, cosat ; & percio:

p(¢) = pcoswt (42)
dove w ¢ detta frequenza della forzante.

¢ Osservazione 18. Il caso di forzante armonica ¢ particolarmente importante. E
noto infatti dall’Analisi Matematica che una generica Junzione periodica & es;;ri-
mibile in serie di Fourier come combinazione lineare di infinite Junzioni armoni-
che, aventi ciascuna frequenza multipla della frequenza fondamentale. Poiché le
equazioni del moto sono lineari, vale la sovrapposizione degli effetti. La risposta
della struttura a una forzante periodica ¢ quindi somma delle risposte corrispon-
denti a forzanti armoniche. Qui si esamina una di queste.

Le equazioni del moto (11) ¢ le condizioni iniziali (12) si scrivono:
Mg+ Kq = pcosawr

a0) =qo, §(0) = g, “3)

3.2 Soluzione generale

La soluzione generale delle equazioni (43) & somma della soluzione generale del pro-
b}ema omogeneo associato, cioe della risposta libera gia determinata, e di una solu-
zione partlcolare del problema non omogeneo. Quest’ultima puo essere facilmente
determinata ponendo:

q(f) = qcosar (44)

. Oss'ef'vaZI(?ne 19. La (44) esprime la risposta come moto in Jase con la forzante:
tutti 1 punti materiali del sistema oscillano con la stessa frequenza @, cosicché la
forma della deformata rimane immutata nel tempo, mentre la sua ampiezza varia.

Sostituendo la (44) nella (43,) ed imponendo che questa valga per ogni istante 7, si ha:
(K~o’M)§ =p (45)

L_a (45) & un sisfgma di equazzioni algebriche nelle incognite §. Per determinare la
dlpepdenza anal’mca q = q(w"), ¢ conveniente risolvere le (45) nella base ortogonale
degli autovettori ¢ (si veda I’Appendice B.7). Si pone:

~

q=07y (46
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dove la matrice Ix/ ® ¢ definita dalla (34) e il vettore Ix1 77 ¢ il vettore delle coordi-
nate normali.

¢ Osservazione 20. La (46) esprime lo spostamento § come combinazione lineare a
coefficienti incogniti 77, degli autovettori ¢, ; 7, rappresenta dunque I’ampiezza di
§ nella direzione ¢, dello spazio delle variabili di configurazione {g;} (Fig. 3).

q:°

q

méN
Fig. 3 Scomposizione del vettore q nella base ortonormale degli autovettori e significato delle

coordinate normali 17, (1=2)

Sostituendo la (46) nella (45) e premoltiplicando per ®” si ha:

(®TKD - 0’ ® "' MD)7j = D' p (47)
Tenuto conto delle condizioni di ortonormalizzazione (35), la (47) si scrive:
(A-’D7f =& (48)
dove:
E=0'p (49)

¢ il vettore delle forze modali. La i-esima componente ¢ = ¢’ p rappresenta il lavoro
virtuale compiuto dalle forze p nell’i-esimo modo di vibrare @, . Le (48) costituisco-
no un sistema di / equazioni algebriche lineari disaccoppiate nelle incognite 7, ; pos-
sono anche scriversi, ricordando la (36):

(@ -0, =& (j=12,...0 (50)

Risolvendo e ritornando alle variabili ¢, , tramite la (46), si ha infine:

_w &
=Y en

i 1(012» -
La (51) puo anche essere scritta come:
A

2 2
J 11—((:)/(01) w;

In essa i fattori [1-(w/@, Y2 T sono detti fattori di amplificazione (dinamici). Igno-
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randoli, si ottiene la soluzione corrispondente ad @ = 0, cio¢ la soluzione statica,
rappresentata nella base modale:

(53)

, E
q \tut Z —2
=10
La (52) esprime dunque ’ampiezza ¢ della soluzione del problema dinamico come la
soluzione del problema statico corrispondente (p(f) = p = cost ), in cui perd ciascuna
componente modale é amplificata del fattore che compete alla frequenza associata.

e Osservazione 21. Il procedimento seguito per risolvere la (45) ¢ identico a quello
seguito nel Par. 10.3.6 per risolvere il problema elastostatico non omogeneo relati-
vo ad un sistema presollecitato. Tuttavia, mentre nel caso statico si ¢ interessati ad
autovalori A < A_, nel caso dinamico la frequenza @ della forzante puo essere
qualsiasi. Cid spiega perché la relazione 10.35, adottata in statica, non trovi corri-
spondenza nel caso dinamico.

Determinata la soluzione particolare (44), la soluzione generale della (43,) si scrive:

1 i / 1 X
q="> (a, cosw,t +b,sino, D)@, + 3 5 —‘f’? @, cos wt (54)
k=1 J=11— (a) a)j,) W,

avendo usato la (38). Le costanti a; e b; si determinano dalle condizioni iniziali (43,)
con un procedimento analogo a quello seguito nel Par. 2.7. Si trova:

a, = #{M(q, - @)= ¢ My, ~ o2 ‘fsz (55
k )

b, = ¢/ Mq, jo, (k=12,...1)

¢ Osservazione 22. Nei sistemi smorzati, non trattati qui, il contributo prevalente
alla risposta ¢ rappresentato dalla soluzione particolare (44) (risposta a regime). I
possibile infatti dimostrare che il contributo delle oscillazioni libere decade rapi-
damente nel tempo. Tuttavia lo smorzamento produce una differenza di fase tra la
forzante e la risposta.

3.3 Risonanza

Nella (52) il j-esimo fattore di amplificazione assume valore infinito quando la fre
quenza della forzante @ coincide con laj-esima frequenza naturale @, della struttura
Il fenomeno ¢ detto di risonanza; si dice anche che la forzante ¢ in risonanza con il J-
esimo modo. Corrispondentemente la forma della deformata tende a quella del j-esimo
modo. Un sistema ad / g.d.l. esibisce / risonanze, una per ciascun modo. Se si dia
gramma I’ampiezza della risposta W, di un punto P in funzione della frequenza @
della forzante, si ottiene un grafico del tipo mostrato in Fig. 4. Per @ —> 0 la risposta
tende a quella statica, per @ — @, tende ad infinito, per @ —» » tende a zero. Un
andamento analogo si ha per le deformazioni e tensioni negli organi elastici. Tenuto
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conto del contributo delle oscillazioni libere il diagramma in Fig. 4 si modifica nei
valori delle ordinate, ma preserva I’andamento qualitativo (si veda in proposito
I’Esercizio 13).

A

U,

i,

Jyar

Fig. 4 Ampiezza della risposta di un punto P a forzante armonica in funzione della frequenza
della forzante

e Osservazione 23. 1l fatto che, in risonanza, la risposta dinamica tenda ad infinito ¢
una conseguenza della linearizzazione del problema. Accade infatti che, non appe-
na gli spostamenti crescono in valore assoluto, le non linearita geometriche (e/o
quelle costitutive), trascurate nel problema lineare, diventano via via piu impor-
tanti, cosi da modificare la risposta, mantenendola finita. La questione verra di-
scussa nel Par. 3.5.

e Osservazione 24. Il fenomeno della risonanza ¢ formalmente analogo a quello che
si riscontra in statica allorché un corpo presollecitato € sottoposto a forze di di-
sturbo e/o imperfezioni (cfr. Par. 10.3.6, ed in particolare la Fig (b) dell’Esercizio
14). In entrambi i problemi la risposta tende ad infinito quando il mgqltiplicatore
dei carichi, o la frequenza della forzante, tende rispettivamente ad uno dei molti-
plicatori critici, o ad una delle frequenze naturali. L’analogia ¢ resa ancora piu
evidente se si interpreta la (45) come un’equazione di equilibrio (statico), definen-
do la matrice

K, (0)=K-o'M

come matrice di rigidezza dinamica, dipendente dalla frequenza della forzante. La
matrice M gioca allora lo stesso ruolo della matrice di rigidezza geometrica G; per
particolari valori di w (uguali agli autovalori @), essa rende singolare Kp, cosicché
la risposta tende ad infinito.
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Esercizio 13: Si consideri ancora il sistema dell’Esercizio 12, assumendo ora
F(t)= Fcosat, M(t)= F(1)l. Assegnate condizioni iniziali di quiete: (a) si determini la solu-
zione generale del moto; (b) fissati i valori o=, /2 ed @ =(w, + ®,)/2, si diagrammino le
storie temporali u,(t) e o,(1) rapportate alle corrispondenti risposte statiche e si discuta il
contributo dei due modi di vibrare; (c) si diagrammi in funzione di ® la tensione massima oy,
tenuto contzo del solo contributo della soluzione particolare ovvero della soluzione generale. Sia
¢/m=1 sec™.

(a) Si determinano dapprima le forze modali (49). Poiché, dall’Esercizio 4, & p=(F, -2FIy
ricordando le espressioni degli autovettori normalizzati (Esercizio 11), si ha:

=, N2 F E
é=¢ap=77;—, é:¢zp:"7‘; (a)

La (51) si scrive dunque:
N2 Fdm N Y !
=7 of —o° 2m |o| @l ~0® Jm |

(b)

essendo @, =(¢/m)'*, @, = (6¢/m)"*. Sommando la soluzione particolare (44) a quella gene-
rale, gia determinata nell’Esercizio 12 (Eq. a), si ha:

q,(1) 1! . F \2m
= a, cosw,t + bsine,t + o COS I
q, (1)) ~2m {0 o) ~w

1! . Fm W
S a, cos @, + b,sinw,r - —5 5 COs @t
/ W, ~w J

©

Posto q, =q, =0 nella (55) si ricavano le costanti a, e b,; la (c) si scrive:

9,(1) —J_l F ( )il F_(
0 =2m), H&),Z‘(l)z cosal —coswit) = [ @f —a? cosa)z‘coswzl) (d)

2.00 -
0.00

-1.00 0.00

-2.00

t

0.00 10.00 2000 30.00 40.00 50.00 0.00 10.00 2000 30.00 4000 50:00

(@ (b)
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(b) Poiché ¢ (Eq. (a) e (c,) dell’Esercizio 4), uy =q, —g,/, o, =—cq, siha:

F

ug(t)y = 5=

(cos @t~ cos® 1)
2m o} - @’ !

| ©

(1) = —ci 171—7 cosat —coswyt | -~ | coswl — Cosw,!
N m|2o -o W, — @

La soluzione del problema statico associato si ottiene dalla (g) dell’Esercizio 4 in cui si ponga
m=0:

F F
(q] )slal - E% H (qZ )xlat - EE (f)
da cui seguono, per ug e oy le espressioni:
F F
(uB )siul = ZLC‘ b (O-l )sml == _3— (g)

Introdotte le grandezze adimensionali (fattori dinamici):

ug(t) c 1
t)= = ! — t
a,(t) TR L (cosa) COS @, )
h
o, (1) cil 1 ( 1 )
a, (t) = @) = 3; Em cosa}t—cosw,t)—m(cosa)t—cosa)zt)

e diagrammandole per i valori di frequenza assegnati si hanno le storie temporali riportate nelle
Fig. (a) e (b) dove la linea a tratto continuo si riferisce ad @ = @, /2, mentre quella tratteggiata
ad w= (o, +®,)/2. Si vede che, per v =w,/2, a,(¢) ha un andamento molto simile ad
a, (1), cid in quanto il contributo ad «_ (f) del primo modo, di frequenza pit vicina ad «, &
prevalente su quello del secondo (Eq. hy). Per w =(w, + ®,)/2 gli andamenti di «,(t) e
a, (1) sono molto diversi, cid in quanto il contributo del secondo modo non ¢ pitl trascurabile.

6.00 1.
1120 :
5.00 :
400
¢ : :
© 3.00 | ;
2.00
1.00 ‘
I .
0.00 oy e e S
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

(¢) Poiché ¢ o, = —cq,, tenuto conto della soluzione particolare, dalla (h) si ha:
CAC) g( [ 1 j
aO - (Gl)s!al - m 2 a)lz —a)z (()22 __(02 (D

Si ottiene il diagramma a tratto sottile di Fig. (¢), del tipo quello in Fig. 4. Per tener conto del
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contributo delle oscillazioni libere occorre calcolare i massimi delle storie temporali a, (1),

descritte dalla (h,), al variare di @ Procedendo numericamente si ottiene la curva a tratto spes-
so di Fig. (¢).

3.4 Spostamenti impressi

Un importante tipo di moto forzato & quello prodotto da spostamenti impressi ai vin-
coli, variabili nel tempo con legge assegnata. Esempio di questo tipo di eccitazione &
rappresentato dalla sollecitazione sismica su strutture vincolate. Si & gia visto in statj-
ca (Par. 7.5.2) che i cedimenti vincolari s sono equivalenti a forze lagrangiane
p.=-D "Ce, = ~U"Ku,, dove £, sono le deformazioni degli organi dovute ai cedi-
menti vincolari agenti sul sistema principale isocinematico (q =0). In dinamica, oltre
che di queste forze, occorre tenere conto anche delle forze di inerzia equivalenti.

Siano assegnati dei cedimenti s(). 11 campo degli spostamenti u(f) pud essere de-
scritto come somma di uno spostamento u,(#), congruente con i cedimenti vincolari,

e del generico campo di spostamenti u, () = Uq(r), congruente con cedimerti vin-
colari nulli. E percio:

u(?) = u (1) + Uq(z) (56)

Scelti i parametri lagrangiani q, il campo di spostamenti uy ¢ definito in modo univo-
co; esso coincide con quello del sistema principale isocinematico soggetto ai cedi-
menti s. u (r) ¢ detto spostamento quasi-statico in quanto rappresenta lo sposta-
mento che si avrebbe nel sistema se i cedimenti s(1) fossero applicati in un tempo infi-
nito (cioé appunto in mode quasi-statico), in modo tale da non generare forze di iner-
zia; w,(¢) ha quindi il significato di contributo dinamico della risposta. Per ottenere
le equazioni lagrangiane di equilibrio in forma diretta, puo procedersi come segue
(PEsercizio 15 mostrera invece un’applicazione della formulazione variazionale). Le
condizioni di equilibrio del sistema vincolato si scrivono (cfr. Eq. 7.11):

O+ +f () +f@)=0 (57)

dove f, sono le forze generalizzate vincolari, f, le forze elastiche, f’ le forze di inerzia
ed fle forze attive. Le forze elastiche e quelle d’inerzia valgono rispettivamente:

f.(t) =-D"o(1) = -D'CDu(r) = -Ku(r)

(58)
/(1) = -Mii(r)
ovvero, tenuto conto della (56),
f.(6) = —K[u (1) + Uq(1)]
(59)

/()= —M[iis(t) + Uij(t)]

Sostituendo nella (57) e premoltiplicando per U’, ricordando che U’ £,=0 (cfr. Osser-
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vazione 7.8), si ottengono le equazioni lagrangiane:
Mé(1) + Kq(0) = p(0) + P, (1) + P (4) (60)
dove M =U'MU , K=U'KU ,p= U'f ed inoltre:

p.()=-U"Ku,(t), p.=-U"Mi() (61)

p.(?) ¢& il vettore delle forze pseudostatiche assqciate ai Icedim‘erfﬁ vincola;i, lllde}ltlrczce)
a quello gia incontrato nel problema elastostatico, e ps'(t) e il vet{qre elle fo
d’inerzia associate ai cedimenti vincolari. Per quest.’ultlmo vale un’interpretazione
meccanica analoga a quella fatta per p, (cfr. Osservazione 7.19). ) '
La risposta forzata q(7) pud essere determinata come nel caso delle sole o.rze'attlveé
Noto q(f) si calcolano le deformazioni come &£(¢) = £,(t) +Dq(r) e le tensioni com
o(t)=Ces(t).

e Osservazione 25. Nel caso di sistemi cinematicamente determ%nati, ai ce\dlmenn s

corrisponde un campo di spostamenti wy(t) rigido, per il quale ¢ dunque

P ¢ isul Tty # 0 (si veda il successivo

e()=0; & percid p,(+) =0. Comunque risulta p, (1) si il st #

E;ercizio 14). Nel caso di sistemi iperstatici, invece, entrambi i contributi sono di-
versi da zero (si veda il successivo Esercizio 15).

Esercizio 14: Si determini la risposta del sistema dell’Esercizio 3 sottoposto ad uno sposta-
mento impresso alla base s,(1) =5, coset (Fig. a).

!
B ~ Fg (1)
mpg A / L

Y4(0)
Xq(0)

fv[ (X,kt) (0

VW WY VWY NN YV

=
n% )N
o

P

s54(8)
(@) (b) ©
11 campo degli spostamenti & (Fig. b):
u(x,t)=s,(t) + x6(t) (a)

= ¢ i i Ila
cosicché ¢ u (x,t) Sy (l) . Allo spostamento U; € assoc1?1ta una deformalzm}le de“'a'Il;;)Zia
k. =0 COSiCéhé e P =(. Per determinare p! 0CCOoITe prima determinare le forze di in
X ’ ¥

associate al moto u,(); si ha (Fig. ¢): X
Fés(t):—mB:g’A(t)s fy,(xat)=—ﬂ5/1(t) (b)

il cui momento rispetto ad A vale:

M (1) =8 4§ ,(0) ©
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dove S, =myl+ pl*/2 ¢& il momento statico rispetto ad 4 della massa. L equazione del moto 2
dunque, ricordando le (f) dell’Esercizio 3:

1,6(t)+cO(t) = 8,5,0* cosat @
Posta la soluzione nella forma:
O(t) = 0 cosct )
sostituendo nella (d) e risolvendo si ha:
g = 5,0 «
c-1,0°
La soluzione generale ¢ quindi:
. S,5,0°
O(t)=a, cosw,t + bsinw, t + cosawr (2)

1, (@] ~0*)
dove o, =(c/1,)"*.

Esercizio 15 Applicando la formulazione variazionale si scrivano le equazioni del moto del
sistema in Fig. (a).

s ® @i ®
,zgtié
/ /
# - -
(a) (b)

Hl sistema rigido associato ha un g.d.l.. Si assume la rotazione relativa &) tra le due aste quale
parametro lagrangiano (Fig. b); lo spostamento uy(#) ¢ quello congruente con s ()20 ¢
0(t) =0 (Fig. b). Sovrapponendo gli effetti le deformazioni valgono:

sy 0

K== K,=0 {a)
ETRR) :
e lo spostamento di C &:
V.= L —]~ (b)
2 T2

L’energia potenziale elastica si scrive:

® = e + 2)~l 592+5£9+5—;—j ()
S AR =5 q R0 g 0 g

e Penergia cinetica:

T:%mv'f, =ém(s'§ +1°0* +215,6)
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Applicando il principio di Hamilton si ha:

153 1, 1 D . . 5 1 Sg
SH = [ (o7 - 80y = [ [y ml0+ 155)80 = oy 0.+ =1)s0)dr

S 0+ B4 o0+ 0 [ —0 v “
= II—[4m( + SB)+C(4 +4 1)] t+[...],l =
da cui si ottiene ’equazione del moto:

mi*0 +5¢0 = ~mls,, -cs—]ﬂi )

3.5 Limiti della teoria lineare: cenni di dinamica non lineare

Si & detto (Osservazioni 11 e 23) che la teoria lineare presenta due inconvenienti: (a)
non permette di valutare la dipendenza delle frequenze naturali dall’ampiezza
dell’oscillazione; (b) fornisce una risposta di ampiezza infinita in condizioni di riso-
nanza. Cio & conseguenza dell’aver trascurato i termini non lineari nelle equazioni del
moto. D’altra parte la Dinamica Non Lineare & materia estremamente vasta e com-
plessa da non poter essere qui affrontata. Ci si limitera pertanto a dare dei cenni sulla
questione, con riferimento ad un sistema ad un g.d.L. Si sottolineera cosi come
I’analogia con il problema della biforcazione dell’equilibrio, gia piti volte richiamata,
sussista anche in campo non lineare (si veda il Par. 10.3.7). Per semplificare la tratta-
zione ci si limitera a considerare sistemi la cui reazione strutturale & simmetrica.
L’equazione non lineare del moto per un’ampia classe di sistemi (simmetrici) ad un
g.d.l. forzati armonicamente si scrive:

m§(1) + p,(q(1)) = peosat,  p,(0)=0, p,(q)=-p,(~q) - (62)
dove p,(g) ¢ la forza elastica, in generale funzione non lineare dello spostamento
4(#). La funzione p,(q) ammette lo sviluppo in serie:
1 1
P(q)=kq+=pl(0)g" +O(g”) (63)

dove I"apice indica derivazione rispetto a qe:
k:= p,(0) (64)

¢ la rigidezza elastica del sistema. Se nelle (62) si ritiene il solo termine lineare in g si
perviene ai risultati gia illustrati. In particolare la frequenza naturale ¢ w, =(k/m)"?,
indipendente dall’ampiezza, ed inoltre g — o quando @ — w, .

La soluzione esatta della (62) non ¢ nota; tuttavia ¢ facile trovare una soluzione parti-

colare (periodica) approssimata procedendo come segue (metodo del bilancio armoni-
co). Posta la soluzione del tipo:

q = acoswt (65)

con a ampiezza del moto, e sostituendola nella (62), incui p,(q) sia stata sviluppata
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in serie, si ha:
1 .
(-ma® + k)acoswr + gpe”(O)a3 cos’ wt+...= Peosarn (66)

Si vede che la (65), a differenza del caso lineare, non soddisfa I’equazione del moto.
Tuttavia, assunta la (65) come il primo termine di uno sviluppo in serie di Fourier
della soluzione incognita, si pud richiedere che essa annulli almeno le armoniche
cosar nella (66) (per annullare anche le armoniche superiori sarebbero necessari pit
termini dello sviluppo in serie). Tenuto conto che:

cos® ot = 3cosa)t + lcosBcot :
4 4 67

e trascurando nella (66) le armoniche superiori si ha:
a(-ma)z +k+%pé’(0)a2) -5=0 (68)

Si consideri prima il caso omogeneo (risposta libera, P =0). In tal caso ¢ w =0,
(frequenza naturale). Dalla (68) si ha: )
o =K 120

m 8 m (69)

Essa esprime la frequenza naturale come funzione dell ‘ampiezza a dell’oscillazione.
Per a — 0 la frequenza non lineare tende alla frequenza lineare. Se p2(0) >0 la fre-
quenza cresce con l’ampiezza, se p.(0) <0 la frequenza decresce con I’ampiezza
(Fig. 5b). Nel primo caso il sistema & detto a rigidezza crescente (o hardening), ha
cioé reazione strutturale maggiore di quella lineare; nel secondo caso & detto a rigi-

dezza decrescente (0 softening), ha cioé reazione strutturale minore di quella lineare
(Fig. 5a).

play P00 a
///- PIO)<0%, [ pr0)>0
[ B <0 3
, - B R
9 k/m oi(a)

(b)

Fig. 5 (a) Reazione strutturale elastica (hardening o softening) e (b) corrispondente Jrequenza
naturale in funzione dell’ ampiezza
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e Osservazione 26. Si noti I’analogia tra la Fig. 5b e la Fig. 10.7a,b. Ruotando la
Fig. 5b di 90° si possono identificare le curve ampiezza-frequenza con quelle del
percorso biforcato, nel caso sopracritico e sottocritico.

Passando a studiare la risposta forzata, la (68) fornisce:

~

0*(a) = 0} (a) - £ (70)
am

che mostra come per a>>p, w(a) - w,(a). La (70) ¢ rappresentata in Fig. 6. Si
vede che in risonanza, cioé per @ = (k/m)"?, la risposta non lineare ¢& finita.

B

Jie/m

@ (b)

Fig. 6 Curve frequenza-risposta: (a) caso softening; (b) caso hardening

e Osservazione 27. La Fig. 6 é stata costruita, per comodita, nella forma @ = w(a).
In realta, w ¢ assegnata (frequenza della forzante) ed a ¢ incognita. Dalla Fig. 6 si
vede che, in certi campi di frequenza, la risposta é a piu valori. Nella Dinamica
Non Lineare si dimostra che alcune di queste soluzioni sono stabili ed altre insta-
bili.

e Osservazione 28. Come nel caso della biforcazione dell’equilibrio (cfr.
Fig. 10.8a,b) le curve relative al problema non omogeneo sono artratte da quelle
relative al problema omogeneo.

e Osservazione 29. La (65) esprime solo una soluzione particolare dell’Eq. (62),
non la soluzione generale. E tuttavia significativa; infatti, in presenza di smorza-
mento, essa rappresenta, a meno dello sfasamento, la soluzione a regime come nel
caso lineare (Osservazione 22).
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Esercizio 16 Si determini la frequenza naturale non lineare del sistema in Fig. (a), nonché la
risposta non lineare a regime in condizioni di risonanza.

Al TM=Mcoswr

A
s

.

Si assume la rotazione § quale parametro lagrangiano. Assegnata una rotazione finita (Fig. b) si
ha, fino ai termini cubici:

uy =lsind=16-6/6), vy =l(1-cos@)=10/2 (a)
L’allungamento della molla & (cfr. Osservazione 9.2):
(v, o’
EEuB-FE(T) :1(9—‘6‘ (b)
L’energia potenziale totale si scrive:
1
Uzlcgz-Mﬁzlclz(ﬁz——94+..)-M«9 (©)
2 2 3
Essendo la velocita della massa ¥ = /8, I’energia cinetica ¢&:
T=~1—mV2=lm1202 (d)
2 2
Applicando il principio di Hamilton si trova la seguente equazione del moto:
.. 2 ~
m12«9+c12(0-§93)=Mcosa)t (e)
Il sistema & a rigidezza decrescente, in quanto il coefficiente di 9° & negativo. Posto:
6(r) = acosar @)
sostituendo nell’equazione del moto ed eguagliando a zero le armoniche in cosar si ha:
A 1 2) M
- +—{1-—a -p=0, RES (2)
-oresliogelfopo me ki
da cui segue la frequenza naturale:
c 1
o} :;(1_502) (h)

Risolvendo I’equazione cubica (h)) rispetto all’ampiezza a, per @ = yJe/m siha:
a=-32p )
Poiché a<0 la risposta a regime ¢ in opposizione di fase con la forzante:

(1) =32 p cos(axt + 1) (1)
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4. Cenni di stabilita dell’equilibrio

4.1 Introduzione

L’analisi di biforcazione sviluppata nel Cap. 10 ha condotto naturalmente alla posi-
zione del problema della qualita dell’equilibrio. In quella sede, infatti, pur ignorando
nozioni di dinamica, ma facendo uso di considerazioni di puro equilibrio (criterio sta-
tico di stabilitd) si sono individuate situazioni di equilibrio stabile ovvero instabile e
si sono messe in relazione i fenomeni di biforcazione dell ‘equilibrio e di perdita di
stabilita dell equilibrio. L’interesse, poi, non & stato limitato allo studio della stabilita
del solo percorso fondamentale, ma anche a quella del percorso diramato, nei casi in
cui tale percorso sia stato determinato con un’analisi postcritica non lineare (cfr. Par.
10.3.7). E opportuno pertanto riprendere I’argomento alla luce delle considerazioni
svolte in questo capitolo, per porre in modo piu rigoroso I’intera problematica.

4.2 Definizione di stabilita

Per definire il concetto di stabilita di una posizione di equilibrio occorre prima defini-
re lo spazio di stato del sistema, quale spazio 2/-dimensionale {q,q}’ delle possibili
posizioni e velocita assumibili dal sistema. In esso il punto O =(q,q) = (0,0) rappre-
senta la posizione di equilibrio di cui si vuole esaminare la stabilita, mentre una gene-
rica curva (fraiettoria) rappresenta un moto. Occorre poi definire una misura della
distanza d(¢) tra lo stato attuale { q,q}” assunto dal sistema al generico istante £ ¢ la
posizione di equilibrio O; una possibile misura della distanza & quella euclidea
d=qq" +qq" . La posizione O ¢ detta stabile se, nello spazio di stato, esiste una sfe-
ra Ss di raggio ¢ tale che, le traiettorie che hanno origine da stati perturbati in essa
contenuti, sono contenute in ogni istante ¢ in una sfera S, di raggio ¢, ed inoltre se
&—> 0 quando § — 0 (Fig. 7a). Viceversa la posizione O & detta instabile se non &
possibile trovare un intorno &che gode di queste proprieta (Fig. 7b).

(a) (b)

Fig. 7 Definizione di stabilita di una posizione di equilibrio: (a) equilibrio stabile; (b) equili-
brio instabile
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* Osservazione 30. La definizione richiede che sia possibile ridurre quanto si vuole
la massima deviazione & dalla posizione iniziale, riducendo opportunamente
I’ampiezza 6 della perturbazione, e che questo accada qualunque sia la forma dellg
perturbazione iniziale (cio¢ per tutte le direzioni uscenti da O, F ig. 7a). Se esiste
anche una sola perturbazione da cui origina un moto che non puo essere confinato

€ questa s-iFuazione persiste al tendere a zero della perturbazione, allora la posizio-
ne di equilibrio ¢ instabile (Fig. 7b).

. Osservaz‘ione 31. Se ad esempio i moti che hanno origine da perturbazioni iniziali
sono tutti armonici, del tipo q(¢) = q, cosawr, 1’equilibrio & stabile, in quanto il
moto ¢ confinato e tende a zero con I’ampiezza della perturbazione iniziale q;- Se
invece anche solo uno dei moti & esponenzialmente divergente, del 0tipo
q(t) =4, exp(az) , 'equilibrio ¢ instabile, perché per quanto piccola ¢ la perturba-
zione iniziale, la risposta diviene nel tempo comunque grande.

4.3 Stabilita dei sistemi elastici soggetti a forze conservative

Si cc?n51der1 un sistema elastico presollecitato da forze conservative. Le equazioni li-
nearizzate del moto libero nell’intorno di una posizione di equilibrio q=q_ (in gene-
rale diversa da quella naturale) si scrivono: ‘

M(q¢ )34+ K(qg)oq =0 (71)

d-O\./e M(q,) e K(q,) dipendono dalla configurazione di equilibrio, K & la matrice di
rigidezza totale (elastica pit geometrica) e q(f) descrive I’evoluzione della deviazio-
ne dalla posizione di equilibrio conseguente a perturbazioni iniziali. La (71) € detta
equazione variazionale del moto. Posta la soluzione del tipo:

(1) = e (72)
dove y ¢ detto esponente caratteristico, la (71) fornisce:
(K +7,M)g, =0 (73)

avendo omesso ’argomento q.. Dalla (73) segue I’equazione caratteristica:
det(K + ;M) =0 (74)

. . T g 5 N 5

Poncfhe K=K, M:‘M7 ed inoltre M ¢ definita positiva, dalle (74) si hanno 7 radici ¥}

reali (c7fr. Appzendlce B.2). Possono aversi due casi: ‘

@ y; = - < 0: si ha una coppia di radici immaginarie pure Vi =%iw,, a cui
corrisponde, tramite la (72), un moto armonico v

(1) = ¢ (a; cosw,t + bsinw, 1) (75)

(b) }/,f =a! >0: si ha una coppia di radici li i i
‘ i ppia cireali y, =+a, , a cui corrisponde, tra-
mite la (72), un moto esponenziale

N =4 (akeakl + bke_akt) (76)

costituito da una componente divergente ed una decadente.
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Applicando, quindi, la definizione di stabilita (cfr. Osservazione 31) si ha (criterio
dinamico di stabilita): CNES per la stabilita di una posizione di equilibrio di un si-
stema elastico sottoposto a forze conservative é che tutti gli esponenti caratteristici
v, (k=12,..,I) siano immaginari puri. Se anche solo uno degli esponenti ¢ reale
positivo la posizione di equilibrio é instabile. Infatti, perturbazioni generiche attivano
la componente divergente del moto (76).

e Osservazione 32. La precedente conclusione ¢ stata ottenuta studiando la sola
parte lineare (71) deile equazioni del moto, trascurando cioé le non linearitad. Tut-
tavia si dimostra, nella Teoria della Stabilita, che le conclusioni a cui si € pervenuti
sono corrette (le non linearitd sono invece decisive nel caso critico y, =0). Cio
pud essere giustificato con il fatto che la definizione di stabilita deve essere soddi-
sfatta in un intorno infinitamente piccolo della posizione di equilibrio (cio¢ per
3q — 0), dove la parte lineare prevale su quella non lineare.

4.4 Relazione tra gli esponenti caratteristici e gli autovalori della matrice
di rigidezza
Della condizione di stabilita dei sistemi elastici pud darsi una forma ancora pil signi-

ficativa procedendo come segue. E noto dall’Algebra (si veda I’Appendice B.5) che
data una matrice M definita positiva esiste una matrice non singolare M tale che:

M - Ml/’szT,Q (77)

E possibile allora trasformare il problema agli autovalori (73) nella forma standard
procedendo come segue (cfr. Appendice B.6). Sostituendo la (77) nella (73), posto:

p=M"y (78)
e premoltiplicando per M™%, la (73) si scrive:
(K -LDy, =0 (79)
dove:
K'=M"KM ", I, =y (80)

Nella (79) I; é un autovalore della matrice simmetrica K. La (80,) lo mette in rela-
zione con I’esponente caratteristico y, . A ciascun /3>0 corrispondono due esponenti
caratteristici immaginari puri; a ciascun 73<0 corrispondono esponenti caratteristici
reali di segno opposto. Quindi, la condizione di stabilita ¢ che K" abbia tutti autovalo-
ri positivi, che sia cioé definita positiva (cfr. Appendice B.4); deve percio essere:

x'K'x>0 vx %0 eR' (81)
ovvero, posto X = M y:

yKy>0 Vyz0e® (82)
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Puo percio concludersi: CNES per la stabilita di una posizione di equilibrio di un si-
stema elastico sottoposto a forze conservative é che la matrice di rigidezza (totale)
sia definita positiva.

¢ Osservazione 33. Si noti che la stabilita di un sistema dipende solo dalle caratteri-
stiche elastiche e geometriche che concorrono a formare la matrice K, e non dalle
caratteristiche inerziali, che sono ininfluenti. Quindi una posizione di equilibrio di
un sistema elastico ¢ stabile o instabile indipendentemente dalla distribuzione della
massa. Ci0 € conseguenza del fatto che M & sempre definita positiva.

* Osservazione 34. Per un sistema ad un g.d.1., la condizione di stabilita k(gg)>0,
utilizzata nel Cap. 10 (cfr. Osservazione 10.27), ¢ in accordo con le condizioni qui
tratte. '

4.5 Interpretazione energetica: Teorema di Lagrange

La condizione di stabilita di un sistema elastico puo anche essere interpretata da un
punto di vista energetico. Sia U(qg,pg) I’EPT del sistema nella configurazione di
equilibrio q=q,, sotto ’azione dei carichi P=p.- Se, a carico fissato, si variano i pa-
rametri lagrangiani é:

1
U(qe +38;pg) = U(qe;pg) + SU(qe;pg ) +552U<qg;pg) (83)
dove SU(qg,pg) =0 per I’equilibrio e:
1 1.
552U = Eéqfxmg)ﬁq (84)

Se K(q,) ¢ definita positiva, I/ assume un minimo isolato nel punto di equilibrio q,.
Puo concludersi che (Teorema di Lagrange): CNES perché la posizione di equilibrio
di un sistema elastico sottoposto a forze conservative sia stabile é che in essa I'EPT
assuma un minimo isolato.

4.6 Stabilita e biforcazione

Si ¢ visto, nel Cap. 10, che lungo un percorso di equilibrio noto si verifica una bifor-
cazione allorquando la matrice di rigidezza totale, elastica pi geometrica, diviene
singolare. Cid avviene in corrispondenza di un valore critico A, del moltiplicatore dei
carichi. E facile vedere che ad un punto di biforcazione é associata una perdita di
stabilita del percorso. Infatti, gli autovalori 1} di K dipendono dal moltiplicatore A, &
cioe ;= A). Quando A < A, € Ti(A)>0: Pequilibrio ¢ stabile; per A=A uno degli
autovalori, ad esempio /7, si annulla, 77(4,)=0, rendendo K singolare; per A > 4_, in
virtd della continuita della funzione, & I(A)<0 e la posizione di equilibrio ¢ instabile.

4.7 Applicazioni

Si presentano alcune applicazioni del criterio dinamico di stabilita.
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Esercizio 17: Con riferimento al sistema dell’Esercizio 10.8 si gnalizzi la stabilita
dell’equilibrio della configurazione banale studiando le piccole oscillazioni.

P
C
e §> e J
7
Y ‘j
3 7
A A L5 7fP (x’t)
. e
(a) (b)

Si assume una distribuzione di massa uniforme, di densita p (cfr. Osservazione 33). Le forze
agenti nella configurazione variata sono illustrate in Fig. (b). L’equilibrio alla rotazione intorno
ad A4 fornisce:

(cI* - PNSO+1,66 =0 (a)
con I, = pl*/3. Posto 60 = ge” si ha:
(cI* - Pl+y*1,)¢=0 (b)

da cui, ricordando che P.=c/, per ¢ 20 ¢&:

. P-P
)/': = (C)
1,1
Dalle (c) si ha:

+i Fe-P se P<P

1,1
y= _ (d)

+ P-F se P>P

1,71

La soluzione della (a), nei due diversi casi (d), si scrive:
P.-P bl a-ﬁt
acos I t+bsin I .
86 = = — e)
P-F )., P-P
= t
aexp Tl t{+bexp 1

Per P < P. Pequilibrio ¢ stabile; per P > P. I’equilibrio & instabile.
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Esercizio 18: Determinando gli esponenti caratteristici, si esamini la stabilita dell’equilibrio del
percorso diramato del sistema dell’Esercizio 10.15.

P
y
m @ ~
(a) 1]
o
. oA A

. Isin@
o

ES

Si assume la massa concentrata nell’estremo superiore (Fig. a). Nella configurazione variata la
forza d’inerzia ha componente —m/6 secondo la tangente alla circonferenza, e componente
centripeta —m /6° . Dall’equilibrio alla rotazione si ha:

cO— Pising +mi*6 =0 (a)
Il percorso biforcato ha equazione (cfr. Eq (b) dell’Esercizio 10. 15)
- c¢. 6
e ~
! sin@; ®)

Per ottenere I’equazione variazionale che governa il moto nell’intorno di ( }_’,6’E)~ si perturba
O -

(0 +386) - Plsin(0g +30) +mi* (b, +56)=0 (©)
Poiché ég =0, tenuto conto della (b), la (c) fornisce:
(c— PlcosB, )50 +mi*56 =0 (d)

Posto 66 = ge”, dalla (d) si ricava:
Y= Plcosb; —c
mi?
Sostituendo a P la sua espressione (b), si ha:

¢
72=m—12—(¢9€/tan¢9£—1)<0 per -m<b<7m )

per cui 'equulibrio & stabile.

Esercizio 19: Con riferimento al sistema dell’Esercizio 10.10, si esamini la definitezza in segno
della matrice di rigidezza lungo il percorso fondamentale. E

Dall’equazione (d) dell’Esercizio 10.10 la matrice dj rigidezza in (6,,6,) = (0,0) é:

2 -1 J1 o
K=¢ - P (a)
-1 1 0 I
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ovvero, posto A= Pl/c, ¢

K= -4 (b)
-1 1 0 1

Per esaminare la definitezza in segno si calcolano gli autovalori /7 e 75 di K. Essi sono solu-
zione dell’equazione caratteristica:

Q2-A)-I -1
det(K - 7' =| =0 (©)
-1 (1-1)—
Sviluppando il determinante si ha:
I’ -Ir@E-20)+01-34+4")=0 (d)

che, risolta, fornisce:

3FY5
2

Diagrammando le due radici in funzione di A si ottiene il grafico in figura.

= A (e)

4001,

PR 375
2= 2

-4.00

Gli autovalori /7, si annullano in corrispondenza di 4; e A, (carichi critici). Per A<A, gli auto-
valori sono entrambi positivi e /’equilibrio é stabile; Per A;<A<1, un autovalore & negativo e
per A>A, entrambi gli autovalori sono negativi: ['equilibrio ¢ instabile.



Appendice A

Sistemi di equazioni lineari
indeterminati e impossibili.
Identita bilineare

A.1  Sistemi indeterminati
Si consideri un sistema di equazioni lineari
Lx=b (O

con matrice L di dimensioni mxn, con m<n (sistema indeterminato di grado n-m).
Nell’ipotesi che L abbia rango massimo m, si partiziona il sistema (1) in modo da
isolare un minore principale non nullo, sia esso L;:

L, Lz]{:]}:b detL, =0 @)
2

Le (2) possono essere risolte attribuendo alle n-m incognite eccedenti valori arbitrari:
a:=X, . Si ottiene:

x, =L'b-L'L,a Ve 3)

da culi, ricostituendo il vettore x:
-1 _1
X = L, b+ 1 Lo a 4)
0 1

x=X, + X &)

~1 !
N I

In forma compatta si ha:

dove



438 Appendice A - Sistemi di equazioni lineari indeterminati e impossibili

1l vettore a={a;}, di dimensioni (n-m)x1 ¢& il vettore dei parametri liberi; la matrice
X, di dimensioni nx(n-m) ¢ la matrice delle autosoluzioni. Essa dipende dalle sole
proprieta del sistema, e non dal termine noto b.

La (5) mostra che la soluzione ¢ somma di due contributi: (1) una soluzione partico-
lare X, del problema non omogeneo, in quanto associata ad una particolare scelta del
minore principale Ly; (2) /a soluzione del problema omogeneo Lx, =0, dove

x, =X« Ya (7

e Osservazione 1. La matrice X ¢ suscettibile della seguente interpretazione. Posto
I’i-esimo parametro libero ; uguale ad 1 e tutti gli altri uguali a zero, o=0 (j#i),
I’i-esima colonna di X si identifica con il vettore x,. Quindi, partizionando X per
colonne si ha:

X:{x; X5 .. x;_m} 8

dove x! & una soluzione particolare del problema omogeneo Lx! =0. La solu-
zione generale X, del problema omogeneo (Eq. 7) & dunque espressa come combi-
nazione lineare a coefficienti arbitrari ¢; di n-m soluzioni particolari x; . Natural-
mente la scelta delle x] non € univoca, in quanto ogni loro combinazione lineare &
ancora soluzione del problema omogeneo. '

Con la posizione (8) la (5) puo6 anche scriversi:
X=X, +’§1x; a; 9)
i=1
A.2  Sistemi impossibili
Si consideri un sistema di equazioni lineari
My=¢ (10)

con matrice M di dimensioni rxs, con r>s (sistema sovradeterminato, o i mpossibile
di grado r-s). Il sistema (10) generalmente non ammette soluzione; tuttavia, per parti-
colari valori del termine noto ¢, esso € ugualmente risolubile. Si vogliono determinare
le condizioni sotto cui cio avviene. Nell’ipotesi che M abbia rango massimo s, si par-
tiziona il sistema (10) in modo da isolare un minore principale non nullo, sia esso M;:

M, y=1 detM, =0
M, ¢, | 1 (11)

Le prime s equazioni possono essere risolte per fornire:
-1
y=M ¢, (12)
Sostituendo la precedente nelle rimanenti 7-s equazioni si ha:

¢, ~M,M;’¢c, =0 (13)

Appendice A - Sistemi di equazioni lineari indeterminati e impossibili 439

OVVEro:

-l €
[—M2M1 1]{ }:0 (14)
£

Se ¢, e ¢; sono assegnati in modo arbitrario le (14) non sono generalmente soddisfatte;
se invece, come caso particolare, ¢; e ¢, soddisfano le (14), allora la soluzione (unica)
delle (10) ¢ data dalle (12). Quindi le (14) esprimono la condizione di solvibilita (o
compatibilita) del sistema (10), cioé la condizione necessaria e sufficiente affinché un
problema, in generale impossibile, ammetta egualmente soluzione.

e Osservazione 2. La condizione di solvibilita richiede che i termini noti ¢, siano
combinazioni lineari dei termini noti ¢, nello stesso modo in cui i coefficienti M,
delle equazioni sono combinazioni lineari dei coefficienti M,; in tal caso le r-s
equazioni eccedenti possono essere scartate ed il sistema puo essere risolto in cor-
rispondenza delle prime s equazioni.

In forma compatta le condizioni di solvibilita (14) si scrivono:
Ye=0 (15)
avendo posto:
Y=[—M2M1‘1 1] (16)
La matrice Y, di dimensioni (r-s)xr & la matrice di solvibilita (o compatibilita) del

sistema impossibile (10). Essa dipende dalle sole proprieta del sistema, € non dal ter-
mine noto c.

e Osservazione 3. Se ¢=0 (problema omogeneo) la condizione di solvibilita & sem-
pre soddisfatta; in tal caso, dalla (12), si ha anche y=0, cio¢ la soluzione & banale.

A.3  Proprieta di dualita

Si consideri un sistema di equazioni lineari indeterminato

Lx=b an
ed un sistema di equazioni lineari sovradeterminato
My=¢ (18)

I due problemi sono detti duali se le matrici dei coefficienti sono ’una la trasposta
dell’altra

M=L" (19)
In tal caso, tra la matrice delle autosoluzioni X del problema indeterminato (17) e la
matrice di solvibilita Y del problema impossibile (18) sussiste la seguente, notevole,
relazione:

Y=X' (20)
Infatti, poiché é:

L=[L, L,], M:[M‘} (21)
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perla(19)e M, =L ed M, =L’ . Ricordando le espressioni (6:)di X e (16)di Y si
ha:

_ - ]v
Yz[—MzM,' 1]:{—(L1‘L2) IJ:XT (22)
da cui la (20). La proprieta di dualita (20) permette di scrivere la condizione di solvi-
bilita (15) di un problema sovradeterminato come:

X'e=0 (23)
chordando il significato delle colonne di X (Osservazione 1), la (23) puo cosi enun-
clarsi: CNES affinché un problema impossibile ammetta soluzione (condizione di sol-
vibilita) ¢ che il termine noto sia ortogonale a tutte le soluzioni del problema omoge-
neo trasposto.

A4 Problemi aggiunti: Pidentita bilineare

Si generalizzano le proprieta di dualita discusse nel paragrafo precedente. Siano:
Ax=b

By-c 24)

due problemi lineari (determinati, indeterminati o sovradeterminati) in cui:
B=A" (25)

I due probl;:mi (24) sono detti aggiunti (o duali). Premoltiplicando la (24))pery’ e la
(24,) per x’ e sottraendo membro a membro sj ha:

y Ax-x"By=y'b-x"¢ (26)

per ogni (x, y) che soddisfano le (24). Stante la (25), il primo membro della (26) ¢
nullo, cosicché sussiste la seguente identita:

y'b=x"c V(x,y)[{Ax—b:O, ATy—c:O} 27)
Essa costituisce I’identita bilineare dei due problemi aggiunti.

® Osservazione 4. La condizione di solvibilita (23) di un problema impossibile pué
anch.e essere ricavata dall’identita bilineare. Dato il problema impossibile My=c ¢
considerato il problema omogeneo aggiunto Lx,=0, sussiste I’identita bilineare:

xle=0 vx,|Lx, =0 (28)

Poiché il problema omogeneo aggiunto ammette infinite autosoluzioni X~Xa Va
(Eq. 7), 1a (28) si scrive:

a’X'e=0 va (29)

da cui segue la (23). Cio comunque dimostra la sola necessarieta della condizione,
che si ¢ invece dimostrato essere anche sufficiente.

Appendice B

Il problema agli autovalori

B.1 1l problema simmetrico in forma non standard

Si consideri il problema algebrico:
(A-AB)p =0 (D

dove A € un parametro, A ¢ B sono due matrici quadrate di ordine n, reali e simmetri-
che; B inoltre ¢ definita positiva:

A=A", B=B', ¢'Bg>0 vg=0 )

Il problema (1) ¢ detto problema agli autovalori simmetrico in forma non standard.
CNES perché il problema (1) ammetta soluzione non banale ¢ che il determinante
della matrice dei coefficienti sia uguale a zero:

det(A-AB)=0 (3)
La (3), detta equazione caratteristica, & un’equazione algebrica di grado » nel para-
metro A. Le sue radici 4 (k=1,2,...n) sono dette gli autovalori di A rispetto a B. So-
stituendo la k-esima radice A nella (1) e risolvendo si determina il vettore &, detto
autovettore. E cioé:

(A-4,B)g =0 (4)
dove la coppia (4, ) € detta autosoluzione del problema agli autovalori.
Poiché il problema ¢ omogeneo, se ¢ & una soluzione, anche agy, con ae'R, ¢ una
soluzione. Gli autovettori, dunque, sono definiti a meno di una costante moltiplicati-
va.

¢ Osservazione 1. Se, invece di B, ¢ A la matrice definita positiva, il problema (1)
puo essere riscritto come:

(B—%A);ﬁ:()

nell’autovalore 1/4 . Il caso A=0 ¢& infatti escluso, perché A & non singolare.
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B.2  Proprieta di autovalori e autovettori del problema non standard

Le autosoluzioni (4, ¢) del problema simmetrico non standard (1) godono delle se-
guenti proprieta:
(a) gli autovalori A (k=1,2,...n) sono reali;
(b) gli autovettori ¢ (k=1,2,...n) sono ortogonali rispetto alle matrici A e B, nel sen-
so che:
4 Ad, =0, ¢'Bg =0 per h=k (5)

(¢) gli autovettori ¢ (k=1,2,...n) sono linearmente indipendenti.

(a) Per dimostrare la proprieta (a) si procede per assurdo. Ammesso che A sia com-
plesso, anche 1 , complesso coniugato di A, & un autovalore, associato all’autovettore
&, . Infatti, se (4, &) & un’autosoluzione, (4, ,ﬁ) ¢ pure un’autosoluzione, ottenuta

coniugando tutti i termini della (1). E allora:
Ad =4, Bg

- (6)

Ag =1, Bg

Premoltiplicando la prima equazione per 4", la seconda per ¢ e sottraendo mem-
bro a membro si ha:

4'Ad - 4'Ad = 1,4"B4 - 7,4'B4, ()
Poiché A e B sono simmetriche la precedente si scrive anche:
0= (4 4 )4 B, ®)
Poiché, data la definitezza in segno di B, é:
4. 'Bg =(Red,)"BReg, +(Imd, )" Blmg, >0 9)

dalla (8) segue che A = I,( , cloé A, & reale.

(b) Per dimostrare la proprieta (b) si considerano due autosoluzioni distinte (A, @) e
(A ). E cioé:

Ad, = 1,Bg,
Ad = A,Bg,

Premoltiplicando la prima equazione per @, la seconda per @, e sottraendo membro
a membro, tenuto conto della simmetria si ha:

0=(4 - 4,)4 B4, (i

da cui, essendo per ipotesi A, = A, , segue la (5;). Conseguentemente, dalla (10,) pre-
moltiplicando per ¢, segue la ).

(10)
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¢ Osservazione 2. E possibile dimostrare che, se due (o piu) autovalori sono uguali
(autovalori multipli) ogni combinazione lineare dei corrispondenti autovettori & un
autovettore. Tra questi ¢ sempre possibile scegliere due (o pii1) coppie tra loro or-
togonali che soddisfano le (5).

Poiché gli autovettori sono definiti a meno di una costante moltiplicativa, questa puo
scegliersi in modo tale che sia:

4'Bg =1 (k=12...,n) (12)
conseguentemente, dalla (10,) premoltiplicata per @’ , si ha:
# Ad =4  (k=12,...n) (13)

Gli autovettori che soddisfano le (12) e (13) sono detti normalizzati. Le 5), (12) e
(13) possono anche scriversi:

%TAG’% =Sy ﬁTB@ =Sy (14)
dove 9y ¢ il simbolo di Kronecher (S=1 se A=k, 5,=0 se h=k). Autovettori che sod-
disfano le (13) sono detti ortonormali rispetto alla matrice B.

Ordinando gli autovettori per colonna in una matrice ® si ha:
(D3:[¢1 (2R ¢n] (15)

La matrice @ ¢ detta matrice degli autovettori. Le (14) possono anche scriversi in
forma matriciale:
O'AD=A, O'BO=1 (16)
dove:
A = diag{,,4,.,..., 4, } (17)

¢ una matrice diagonale detta matrice degli autovalori.
(¢) Per dimostrare la proprieta (c) si procede per assurdo. Se gli autovettori & (assunti

normalizzati) fossero linearmente dipendenti esisterebbe una n-pla di coefficienti non
tutti nulli tale che:

2.0 =0 (18)
3
Premoltiplicando la (18) per il vettore (B#,)" (h=1,2,...n) ed usando la (14;) si ha:
ch#.B@ =G0 =¢, =0 (h=12,....n) (19)
3 k

Essendo tutti i coefficienti ¢;=0 si contraddice I’ipotesi. Gli autovettori ¢ sono dun-
que linearmente indipendenti. Essi costituiscono una base ortonormale per lo spazio
R nella metrica associata alla matrice B.
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B.3  Rapporto di Rayleigh. Matrici definite positive
Se le matrici A e B, oltre ad essere simmetriche, sono entrambe definite positive, se
.cioe:

$'AP>0, ¢"Bg>0 Vg=0 peR” (20)
gli autovalori J, del problema (1), oltre ad essere reali, sono positivi.

Per dimostralo ¢ sufficiente premoltiplicare la (4) per ¢kT e risolvere rispetto a Ay; si
ottiene:

7

4, = %A% k=12,....n) @1
4 B,

detto rapporto di Rayleigh. Poiché, per la (20), il numeratore e il denominatore del

rapporto di Rayleigh sono positivi, 4 & positivo.

B.4 Il problema agli autovalori in forma standard

Se B=l, il problema agli autovalori (1) si dice essere in forma standard:
(A-ADg=0 (22)
A sono allora detti gli autovalori di A e ¢, gli autovettori di A.
Le proprieta precedentemente dimostrate si riformulano come segue.
(a) Se A=AT gli autovalori 4, (k=1,2,...,n) sono reali.
(b) Gli autovettori ¢ (k=1,2,...,n) sono ortogonali nel senso propriamente euclideo:
8'Ad =0, 47 =0 per h=k (23)
(¢) Lacondizione (12) di normalizzazione degli autovettori si scrive:
&4 =1 (k=12,...n) (24)
cioe gli autovettori hanno lunghezza unitaria e dunque costituiscono una base ca-

nonica ortonormale.
(d) Introdotta la matrice degli autovettori @, valgono le proprieta:

O'AD=A, D'D=1 (25)
La (25;) mostra che:
Ol = (26)
cioé @ ¢ una matrice ortogonale.

(e) Se A ¢ definita positiva i suoi autovalori sono positivi. Infatti il rapporto di Ray-
leigh si scrive:

A 3
A, = %@Tf (k=12,...n) Q7
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B.5  Decomposizione di una matrice simmetrica definita positiva

Per ulteriori sviluppi & opportuno dimostrare Ia seguente proprieta: una matrice A
simmelrica definita positiva é esprimibile come prodotto

A=A"AT? (28)
dove A" & una matrice non singolare e A’ la sua trasposta. Infatti, poiché gli au-
tovalori di A sono tutti positivi, é:

A=ATAT? (29)

A2 = AT2 2 diag{\/fl,\/lz',...,\/Z} (30)

Dalla (25,), quindi, detta ® la matrice degli autovettori di A, e tenuto conto delle (26)
e (29) si ha:

con:

A=OAD" = DAATOT = (DA Y (DAY 1)
E quindi:
A" = @A (32)
Poiché @ ¢ non singolare, anche A'? & non singolare.

B.6  Riduzione alla forma standard del problema non standard

Il problema agli autovalori non standard (1) pud sempre essere trasformato nella for-
ma standard (22). Infatti, poiché B ¢ definita positiva, per quanto dimostrato nel Par.
B.5, esiste una matrice B"* non singolare tale che:

B=B'""B"? (33)
Posto:
$=B"y (34)
la (1) si scrive:
(AB™? By =0 (35)
da cui, premoltiplicando per B™"* si ha:
(A"~ Ay =0 (36)
dove:
A" =B AB"? (37

¢ una matrice simmetrica. Il problema ¢ stato cosi ricondotto alla forma standard. Gli
autovalori del problema non standard (1) coincidono con gli autovalori della matrice
A’; invece gli autovettori del problema non standard sono legati a quelli di A" dalla
trasformazione (34).

* Osservazione 3. Gli autovettori y, in quanto autovettori della matrice simmetrica
A’, sono tra loro ortogonali in senso euclideo. Costituiscono quindi un insieme di
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vettori linearmente indipendenti. Poiché gli autovettori ¢ si ottengono da quelli y
attraverso la trasformazione non singolare B~"'? | anche gli autovettori ¢, non pid
ortogonali in senso euclideo, sono tra loro linearmente indipendenti. Si dimostra
quindi la proprieta (c) del Par. B.2 in modo alternativo a quanto precedentemente
fatto.

B.7  Soluzione del problema non omogeneo nella base degli autovettori
Sia dato il problema algebrico non omogeneo:
(A-ABu=b (38)

Si voglia determinare la soluzione u come funzione del parametro A. Poiché gli au-
tovettori del problema reso omogeneo formano una base per lo spazio R”, & possibile
esprimere la soluzione u nella forma:

w= S = on a9 Indice delle Osservazioni

dove @ ¢ la matrice (15) degli autovettori, assunti normalizzati, ed n={m} ¢ il vettore
delle coordinate normali incognite, che rappresentano le componenti di u nella base

{¢}. Sostituendo la (39) nella (38) e premoltiplicando per @' si ha: Cap. 1
(®'AD - JO"BD) = d'h (40)
Oss. Pag. Oss. Pag, Oss. Pag. Oss. Pag.
Tenuto conto della proprieta di ortogonalita (16), la (40) si scrive: ;
(A-ADn=c 41) 1.1 2 1.7 5 1.13 14 1.19 42
) ) 1.2 3 1.8 7 1.14 14 1.20 5%
d I vettore: ‘
ove 1l vettore ) 13 3 1.9 8 115 23 1.21 52
c=0'b (42) 1.4 5 1.10 8 1.16 27 1.22 53
rappresenta le proiezioni di b su {¢}. Le (41) costituiscono un sistema disaccoppiato 1.5 5 1.11 11 1.17 38
nelle coordinate normali incognite, che si scrive: 1.6 5 1.12 14 1.18 40
Risolvendo e sostituendo nella (39) si ha infine: Cap. 2
n ck
= 44
u Z; & -4 3 (44) Oss. Pag. Oss. Pagf Oss. Pag. Oss. Pag.
* Osservazione 4. La (44) mostra che u=e0 quando 1 = 4, ¢ ¢, = 0. Infatti, quando 2.1 57 29 60 2.17 73 225 90
A= 4, la matrice dei coefficienti A~AB del problema non omogeneo ¢ singolare 22 57 2.10 61 2.18 76 226 91
(essendo det(A—-4,B)=0), per cui, per il teorema di Rouché-Capelli, il problema 23 57 2.11 64 2.19 76 2.27 91
(38) in generale non ammette soluzione. Tuttavia, ¢ noto (cfr. Appendice A.3) che 24 58 2.12 65 2.20 79 2.28 91
se, come caso particolare, & ¢, =b’ ¢, =0, se cioe il vettore dei termini noti b & 25 58 2.13 66 221 82 2.29 93
ortogonale alla soluzione del problema omogeneo (trasposto), allora il problema 2.6 58 2.14 68 222 85 2.30 93
ammette egualmente soluzione. La (44) in tal caso fornisce una forma indetermi- 2.7 59 2.15 71 2.23 86 231 - 94
nata 0/0. La soluzione ¢ infatti unica nel supplemento ortogonale a ¢, ma ha 2.8 60 2.16 72 2.24 89

componente indeterminata nell’autospazio descritto da &
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Cap.3

Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag.
3.1 97 3.5 99 3.9 104 3.13 109
3.2 97 3.6 101 3.10 107 - 3.14 110
33 99 3.7 101 3.11 107 3.15 114
3.4 99 3.8 104 3.12 109 3.16 119

Cap. 4

Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag.
4.1 126 4.5 130 4.9 135 4.13 142
4.2 127 4.6 131 4.10 136 4.14 142
43 128 4.7 132 4.11 137 4.15 144
4.4 128 4.8 132 4.12 139 :

Cap.5

Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag.
5.1 148 5.7 154 5.13 160 5.19 166
52 148 5.8 155 5.14 161 5.20 168
53 150 59 156 5.15 164 5.21 168
54 150 5.10 157 5.16 164 5.22 168
55 150 5.11 157 5.17 165 523 170
5.6 153 5.12 158 5.18 165 524 171
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Cap. 6

Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag.
6.1 178 6.10 191 6.19 201 6.28 208
6.2 179 6.11 192 6.20 201 6.29 209
6.3 181 6.12 192 6.21 202 6.30 210
6.4 182 6.13 192 6.22 202 6.31 210
6.5 184 6.14 193 6.23 205 6.32 210
6.6 186 6.15 194 6.24 205 6.33 213
6.7 186 6.16 195 6.25 206
6.8 189 6.17 196 6.26 207
6.9 191 6.18 198 6.27 207

Cap.7

Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag.
7.1 218 7.6 224 7.11 233 7.16 236
72 219 7.7 22, 7.12 233 7.17 236
7.3 219 7.8 227 7.13 234
7.4 221 7.9 227 7.14 234
7.5 222 7.10 231 7.15 235

Cap. 8

Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag.
8.1 262 8.7 270 8.13 293 8.19 298
82 262 8.8 270 8.14 294 8.20 298
83 263 8.9 272 8.15 295 821 299
84 263 8.10 277 8.16 296 822 299
85 265 8.11 277 8.17 297 823 300
8.6 267 8.12 287 8.18 297 824 302
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Cap. 9
Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag. Oss. Pag.
9.1 311 9.10 317 9.19 327 9.28 340
9.2 311 9.11 319 9.20 328 9.29 340
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113 395 11.12 | 408 11.21 418 1130 | 430 |
114 397 11.13 410 1122 | 418 1131 430 Es. Pag. | Es. Pa
115 398 1114 | 412 11.23 419 1132 | 431 ' | Paz | Bs | Pag | s | Pag.
11.6 402 11.15 | 412 1124 | 419 | 1133 432 3.1 104 " |
117 | 402 | 116 | 414 | 1125 | 423 | 1134 | 432 32 107 3 }}i 3'7 ey 3.10 120
18 | 402 | 117 | 414 | 1126 | 427 33 | 10 | 36 o I o IR
119 | 404 | 1118 | 416 | 1127 | 427 ' 9 119 3.12 122




452 Indice degli Esercizi

Cap. 4

Es. Pag. " Es. Pag, Es. | Pag " Es. l Pag.
4.1 140 " 4.2 140 4.3 l 141 ” 4.4 l 145
Cap. 5

Es. Pag. " Es. Pag. H Es | Pag. Es. | Pag.
5.1 151 54 161 5.7 170 5.10 173
52 153 5.5 167 58 171

53 158 5.6 169 59 172

Cap. 6

Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag.
6.1 180 6.5 189 6.9 198 6.13 208
6.2 185 6.6 191 6.10 201 6.14 210 .
6.3 185 6.7 194 6.11 203 6.15 211
6.4 188 6.8 196 6.12 206 6.16 212
Cap.7

Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag, Es. Pag.
7.1 221 7.7 235 7.13 248 7.19 253
7.2 223 7.8 236 7.14 248 7.20 255
7.3 224 7.9 237 7.15 250 7.21 256
7.4 228 7.10 241 7.16 250 722 257 -
7.5 229 7.11 243 7.17 252 7.23 259
7.6 230 7.12 244 7.18 | 252 2

Indice degli Esercizi 453
Cap. 8
Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag.
8.1 266 8.6 272 8.11 284 8.16 298
8.2 267 8.7 273 8.12 286 8.17 301
8.3 269 8.8 275 8.13 289 8.18 303
8.4 270 8.9 279 8.14 291 8.19 305
8.5 271 8.10 281 8.15 292
Cap.9
Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag.
9.1 311 9.5 318 9.9 323 9.13 336
9.2 314 9.6 318 9.10 329 9.14 342
93 315 9.7 320 9.11 331
94 316 9.8 322 9.12 333
Cap. 10
Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag.
10.1 349 10.7 357 10.13 370 10.19 386
10.2 351 10.8 360 10.14 374 10.20 387
10.3 354 10.9 361 10.15 378 10.21 388
10.4 354 10.10 364 10.16 381
10.5 356 10.11 366 10.17 383
10.6 356 10.12 369 10.18 384
Cap. 11
Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag. Es. Pag.
11.1 395 11.6 406 11.11 413 11.16 428
11.2 397 11.7 406 11.12 414 11.17 433
113 399 11.8 407 11.13 420 11.18 434
114 400 11.9 409 11.14 423 11.19 434
11.5 403 11.10 410 11.15 424




